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Le  théorème  dont  je  ferai  surtout  des  applications 
est  le  suivant,  démontré  dans  le  Cours  : 

Si,  par  un  procédé  quelconque,  on  a  trouvée  une  iden- 
tité de  la  forme 

(i)  df{x,  y)  —  kdx  -hh€ly, 

df^  dx^  dy  étant  des  différentielles,  on  a  identique- 

ment 

.-àf  df 

ox  oy 

J'y  ajouterai  le  théorème  suivant  qui  se  démontre  de 
même  . 

Sij  par  un  procédé  quelconque,  on  a  trouvé  entre 
des  différentielles  premières  et  secondes  une  identité 
de  Informe 

fo)     d^- u  ^  K  dx"^  ^  iV»  dx  dy -\- C,  dy"- ^  X>  dr- X   :   E  ^'v 


y 


/ 


j  j  j 


(6) 


on  peut  assurer  que 


4              ^*" 

Br- 

\)^ 

iiX 

du 
li  -    --  • 

Oy 

Pour  démontrer  ce  dernier  théorème,   je  remarque 
qu'on  a  toujours 


(3) 


d^  u  =-  -.— .  dx^-h  1  .  -  -  dx  dy  -h  .-  ^  dy^ 
dx'^  dxây  *^ .      Oy*     ^ 

H </*xH d^y, 

dx  Oy      " 


et  je  donne  d'abord  aux  variables  des  accroissements 
tels  qu'on  ait 


dx  —  \  dy,         d^  y  =  o, 


d'où 


d^x  —  o  ; 


l'identité  des  deux  valeurs  de  d'^u  exige  alors  qu'on  ait, 
quel  que  soit  le  paramètre  X, 


['''--Ox-^)^''-^'' 
ce  qui  entraîne 

O^u 
A  =  — ^  , 


''-£^)^-^{''-?jrO-'^ 


B  = 


O^u 


C  = 


O^u 


Ox^  '  "        Ox  Oy  Oy'^ 

Choisissons  maintenant  des  accroîssements  tels  que 

dx  =  X  dy 

sans  qu'on  ait  d^y  =  o. 

La  même  identité  entre  les  deux  formes  àud^u  don- 


nera 


( 


àu\  ^        ^       Ou 


Ox) 


d'où,  puisque  A  est  arbitraire, 


"-£> 


Oy 


c.   Q.    F.    D. 


'•: 


•  * 


•  «  • 


t 


^r 


(  7  ) 


Exemple  (').  —  Intégrer  l* équation  aux  dérivées 
partielles  des  fonctions  homogènes 

du  du  du 

mu  =  J7 hv }--3-— • 

Si  Tintégrale  est  toujours  une  fonction  homogène,  on 
le  reconnaîtra  plus  facilement  en  prenant  comme  nou- 
vel les  variables  x\  Y  =  ^  ,  Z=     - 

X  X 

Proposons-nous  d'obtenir  une  relation  de  la  forme 

du  =  K  dx  -\- ^  dy  -\- Cj,  dz, 

en  partant  d'une  égalité  de  même  nature  où  figurent  les 
dérivées  de  m  par  rapport  aux  nouvelles  variables. 
Cette  dernière  égalité  est  évidemment 

,  /àu\    ,         du    ,_,       du 

du 


'i'ë.ys-''*!-"' 


en  désignant  par  (  —  j  la  dérivée  partielle  de  u  par  rap- 
port à  X  dans  ce  nouveau  système  pour  la  distinguer  de 

du 
dx 


celle,  -—  >  qui  figure  dans  Téquation  donnée. 


Oi 


,-,       X  dy  —  y  dx  _,       x  dz  —  z  dx 

d\  -  — '^—.- —  >  dl  = , 

x^  x^ 


donc 


'"•=[(ë)-èï;-àa]-^-;.^'"'*îS'"- 


(»)  Cet  exemple  et  le  suivant  sont  empruntés  au  Cours  d'Analyse 
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(8) 
On  déduil  de  là,  en  appliquant  le  théorème  du  début, 


du        /àu\ 
ôx  "~  \àx  J 

y  au 

X''    d\ 

z    du 
^2  Ô7.' 

du        i    Ou 

ày        X  à\ 

du         I    du 

dz        X  dZ 

et  Téquation  différentielle  devient 

ou 

dx  X 

On  peut  rintégrer  immédiatement 

log  u  =  m  loga:  -H  logy (  Y,  Z  ) 


ou 


"="'"-^(î'ï) 


L'intégrale  est  donc  bien  la  fonction  homogène  la 
plus  générale  du  degré  m  d'homogénéité. 

Remarque.  —  Insistons  de  nouveau  sur  ce  fait  que  la 
dérivée  partielle  d'une  même  fonction  par  rapport  à 
une  même  variable  a  des  valeurs  différentes  lorsqu'on 
prend  pour  les  autres  variables  des  systèmes  différents 
de  variables.  La  chose  est  évidente;  il  suffit  de  l'avoir 
signalée. 

Autre  exemple  (portant  sur  des  difïërenti elles  du 
second  ordre).  —  On  voit  facilement  que  l'équation 
aux  dérivées  partielles  des  surfaces  réglées  à  plan  di- 
recteur est  ^ 

(i)  p^f — y.pqs  -{-  q^r  =  o, 


(  9  )  „,**''       i' 

lorsqu'on  prend  pour  plan  directeur  le  plan  xOy.  p,  q, 

dz      âz     d^z      â^z 
r,  5,  t  représentent   respectivement  -  »  -r-»  — ^»  - — —  > 

— ^-  Pour  obtenir  cette  équation,  il   suffirait  d*éliininer 
les  fonctions  arbitraires  dans  Tëquation  de  ces  surfaces, 

Nous  nous  proposons  de  retrouver  Téquation  (2)  en 
partant  de  Téquation  (i).  La  forme  de  Tëquation  (2), 
linéaire  en  x  et  j^,  montre  que  les  dérivées  seraient  plus 
simples  si  l'on  prenait  Tune  de  ces  deux  quantités 
comme  fonction.  Prenons  j^,  et  soient  x  et  z  les  nou- 
velles variables;  d'après  la  i^éthode  indiquée  au  début 
de  la  Conférence,  nous  devons,  pour  calculer  p,  ^,  r, 
j,  t  en  fonction  des  nouvelles  dérivées,  nous  efforcer  de 
trouver  une  relation  de  la  forme 

d^z  =  Adx^-h'iB  dx  dy-^Cdy^  ■^hd'^X'^-E  d^y 

en  partant  d'une  identité  qui  contient  ces  nouvelles  dé- 
rivées. L'identité  en  question  est  évidemment 

diy=  f--^  dx^ -f-  2  ^^-^  dxdz-h^  dz^  -+-  ^ d^x-^  f^  d^z, 
ox*  ox  ùy  oz*  ox  dz 

On  en  tire  immédiatement 

—  2  (  3—3-  :  -T-)  dx  dz 
\oxdy     oz/ 

Remplaçons-y  dz  par  sa  valeur  p  ^ij:  -\-  q  dy  ei  ordon- 
nons par  rapport  à  dx,  dy,  d^Xj  d^y,  nous  aurons  une 
égalité  de  la  forme  demandée  et.  par  suite,  nous  obte- 


(     .0    ) 

lions  les  valeurs 

dx 
P"         dy^ 

dz 

"J  -  -dy  ' 

dz 

d^  y               d^  y 

^    dz^          ^  dx  dz 

•                        f  — . —                                    ... 

ày 

àz 

à'r 

t  _ 

l  —     ■  ■            .             > 

dy 
dz 

^%y                ^ty 
n    _    *^-    -1 '- 

dz^         dxdz 
dy 

dz 

• 

et  il  faut  encore  remplacer/;  et  q  par  leurs  valeurs  dans 
/',  5,  t.  Il  n'y  a  plus  qu'à  substituer  dans  l'équation  (i) 

qui  devient  ainsi 

d^y 

d'où 

y  =  Plx  -\-  B, 

A  et  B  étant  des  fonctions  de  z.  C'est  bien  la  forme  (2). 

Remarque,  —  J'ai  tenu  à  donner  un  calcul  coqiplet 
comme   application  du    théorème  général,   mais  il  est 

clair  qu'ici    il  valait  mieux  calculer  simplement  -7-^» 

puisqu'on   avait  prévu  que  cette  dérivée  serait  nulle. 
Voici  comment  on  peut  y  parvenir. 
Dans  l'équation  de  la  surface 


(  "  ) 

concevons  qu'on  ait  remplacé  y  par  sa  valeur  tirée  de 
cette  même  équation;  nous  obtenons  alors  une  identité 
et  les  dérivées  des  deux  membres,  par  rapport  à  x,  doi- 
vent être  égales 

dx       dy  dx 


ou 


ày  ^_P 

dx  q 


d^y  dx 


On  a  alors 

^(S)-^(£) 

_^_^  ■■■■  ■  ■  ■■■■■^M.  ■■  • 

âx^  dx  q* 

(  -r^  j  contient  x  de  deux  manières,  explicitement  et  par 
l'intermédiaire  de  y  :  donc 

/ .^? \  -^.  -^-^  ^  = 
\dx  )       dx       dy  dx 

De  même, 


tt 


\dx) 


dx        dy  dx  q 


On  a  donc  finalement 

d^y  _  —  p^t  -¥-  "xpqs  —  q^r 
dx*  ~"  q^ 

et  cette  expression  est  nulle  en  vertu'de  Téquation  (1). 

Dans  les  exemples  suivants,  les  changements  de  va- 
riables seront  plus  compliqués  :  les  nouvelles  variables 
dépendront  non  seulement  des  anciennes,  mais  encore 
des  dérivées  de  la  fonction  par  rapport  à  ces  variables. 

Transformation  de  Legendre.  —  Cette  transforma- 
tion consiste  à  remplacer  les  variables  x^  y  et  la  fonc- 
tion z  par  les  nouvelles  variables  X,  Y,  Z,  dont  voici  la 


définition 

(0     ^=^=P^  Y=:^^=gr,  Z=px-\-qy  —  z, 

Je  me  propose  de  calculer  les  dérivées  premières  et 
secondes  de  la  nouvelle  fonction  Z  par  rapport  aux 
nouvelles  variables. 

I®  Dérivées  premières  de  Z.  —  D'après  la  méthode 
indiquée,  il  faut  chercher  une  relation  de  la  forme 

rfZ  =  P  û?X  -i-  Q  û?Y, 
et  Ton  aura  alors 

Or  la  troisième  équation  (i)différentiée  donne  immé- 
diatement 

dL=  p  dx  -\-  q  dy  —  dz-\-  x  dp  -\-y  dq, 

ou,  en  tenant  compte  des  autres  équations  (i)  et  de  ce 
que  les  trois  premiers  termes  de  la  dernière  égalité  dis- 
paraissent en  vertu  de  l'égalité  qui  définit  p  et  q 
(^dz  ==pdx  H-  (j  dy)^ 

dZ  =  X  dX  -\-y  d\. 
Donc 

(2)  P  =  a7,         Q=y. 

2"  Dérii^ées  secondes  de  Z. 

d2Z_dP_^  d^Z    _d?  _dq  _  dx  _  dy 

r^_à^Z  _àq  _ây 
~~  dY'i  ~  JY        dY' 

Nous  avons  donc  à  calculer  les  dérivées  de  x  ely  par 
rapport  aux  nouvelles  variables,  c'est-à-dire  à  trouver 


(   i3  ) 

des  équations 

de  la  forme 

dx-  k  dX-^E  d\, 

dy  =  k'dX-i-  B'  dY. 

Or  Vj  5,  t  sont  définies  par  ]es  identités  suivantes 

dp  =  r  dx  -+-  s  dy^ 

dq  —  s  dx  -\-  t  dy, 

qui  peuvent  s 

'écrire 

dX  —  r  dx  -i-  s  dy, 

dY  —  s  dx  -+•  t  dy. 

On  en  tire 

dx  -  -r^—dX  -  — ^  dY, 
rt  —  s^             rt  —  s^ 

dy-     ,     \,dX-h     /      dY. 
•^        rt  —  s^             rt  —  .V* 

Donc 

dr            _        t 

dX                 rt  —  s^^ 

(3) 

^-^  rt-i^' 

rt  —  .ç2 

Remarque,  —  Les  anciennes  variables  s'obtiennent 
en  fonction  des  nouvelles  par  des  formules  analogues 

^  =  P,        ^  =  Q,        ^  =  PX4-QY-Z, 
/>  =  X,         q  =  Y, 

T  — S  R 


r=zzi= ?r::>  s  =  rrrr. r^  > 


KT  — S'  HT  — ^2'  HT  — S2 

Interprétation  géométrique.  —  La  transformation 
de  Legendre  revient  à  remplacer  une  surface  par  sa 
polaire  réciproque  par  rapport  à  un  certain  parabo- 
loïde. 

Soit,  en  effet, 


n 
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l'équation  d'une  surface,  y^  =  —  ,  r/  =  —  >  et  soit 

c^îUe  d'un  paraboloïde.  Cherchons  la  polaire  réciproque 
de  la  surface  par  rapport  au  paraboloïde  :  un  point  de 
cette  polaire  réciproque  ayant  pour  coordonnées  X,  Y, 
Z,  son  plan  polaire  par  rapport  au  paraboloïde, 

\x  H-  Yy  —  z  —  Z  =  o, 

doit  se  confondre  avec  le  plan  tangent  à  la  surface  au 
point  j^o,  >'oj  ^0, 


Z  — 

■Zo  =  Poix- 

-To)-h 

q^iy- 

-ro)- 

On 

a  donc 

X 

Po 

Y 

9o 

z 

P^xq-v  q^y^' 

> 

ou 

ce  sont  les  formules  de  Legendre. 

Transformations  de  contact.  —  Les  formules  que 
nous  venons  de  donner  ont  un  caractère  remarquable  : 
elles  permettent  d'exprimer  non  seulement  X,  Y,  Z, 

mais  encore  les  dérivées  P=  -,,>»  O  =  -.rr  en  fonction 

de  .r,  j,  z,  py  q.  De  pareilles  transformations  s'appel- 
lent des  transformations  de  contact.  Il  est  facile  de  voir 
que  cela  n'est  pas  possible,  en  général. 

Soient,  en  effet,  les  trois  formules  dont  la  dernière 
résulte  des  deux  autres, 

(  Z  =^fi{x,y,z,p,(j). 
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Pour  avoir  P  et  Q,  cherchons  une  relation  de  ]a  forme 

dZ  =  kdX-^B  (Pi, 
et  pour  cela  dîfférentions  les  équations  (a)  : 

^^^    ^  ôx  ày    -^         dz  dp     ^        âg     ^ 

dZ=pdx+^p  rfr  +  ^'  d.+  p  dp-^pdq; 
i)x  ày     '^         dz  dp     ^        ôq     ^ 

comme 

dz  =  p  dx  -+•  q  dy, 
dp  r=  r  dx  -h  s  dy. 
dq  =  s  dx  -\-  t  dy, 

en  portant  ces  valeurs  dans  les  équations  (^),  on  pourra 
éliminer  r/x,  dy  et  le  résultat  de  l'élimination  sera  évi- 
demment de  la  forme 

dZ  =  AdX-hBdY. 

Mais  A  et  B,  et  par  suite  P  et  Q,  contiendront  r,  5,  f,  ce 
qui  démontre  le  théorème. 

La  transformation  de  Legendre  jouit  donc  d'une  pro- 
priété spéciale.  Géométriquement  voici  ce  que  cela  veut 
dire  :  p,  q  et  —  i  sont,  comme  on  Ta  vu,  proportion- 
nels aux  cosinus  directeurs  de  la  normale  au  point  x, 
y^  z;  de  même  P,  Q,  —  1  sont  proportionnels  aux  cosi- 
nus directeurs  de  la  normale  au  point  X,  Y,  Z.  Les 
transformations  de  contact  sont  donc  celles  qui  font 
dépendre  les  points  et  plans  tangents  de  la  nouvelle 
surface  exclusivement  de  la  connaissance  des  points  et 
plans  tangents  de  la  première  surface. 

C'est  bien  une  propriété  de  la  transformation  par  po- 
laires réciproques;  c'est  aussi,  évidemment,  une  pro- 
priété de  toutes  les  transformations  qui  font  correspondre 
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les  deux  surfaces  points  par  points  (inversion,  homo- 
graphie); car,  à  trois  points  infiniment  voisins  qui  dé- 
terminent le  plan  tangent  à  la  première  surface  corres- 
pondent trois  points  infiniment  voisins  déterminant  le 
plan  tangent  à  la  deuxième  surface. 

La  correspondance  entre  une  surface  et  sa  podaire 
est  encore  une  transformation  de  contact. 

Soit,  en  effet, 

l'équation  d'une  surface, 

z  —  z^  =  p^{x  —  x^)-^  qssiy  —  y^) 

l'équation  de  son  plan  tangent  au  point  M(ji:o,j^O)  ^o)) 

et  cherchons  la  podaire  par  rapport  à  l'origine  O.  La 

perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  le  plan  aura 

pour  équations 

'      X   _  y  ^    z 

Pq        Ço        —  I 

Les  coordonnées  du  point  [jl(X,  Y,  Z)  de  la  podaire 
seront,  en  effaçant  les    indices  zéro,   données  par  les 

équations 

!X  -hpZ  =  o, 
Z-^=/>(X--a7)-f-7(Y-j). 

Calculons  maintenant  P  et  Q,  et,  pour  cela,  différen- 
tions  les  trois  équations  précédentes, 

dX  -\-p  û?Z  -t-  Z  û?/?  =  o, 
d\  -+-  ^  û?Z  -h  Z  rfçr  =  0, 


dZ—  dz  =pdX — pdx-hqdY—  qdy  -{-{X—x)dp-^-{Y—y)dq . 

Les  trois  termes  surmontés  d'un  trait  se  détruisent 
parce  que  x,  jk,  z  est  un  point  de  la  surface  donnée,  et 
l'on  peut  alors  éliminer  dp  et  dq  entre  les  trois  dernières 


=  o 
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équations,  ce  qui  donne 

d\  -i-  p  cTL  Z  o 

d\  ^qdL  o  Z 

pd\-^qd\  —  dZ     \  —  x     \—y 

ou 

lpZ-^y.-x)\d\-^\qZ-{\-y)\d\ 

=  [p{\-T)-^q{\~y)-^Z]dZ, 

OU  encore 

(o)       {x  —  i\)d\  -h(7  —  '2  Y)  d\  -^{z  —  îaZ)  dZ  =  o. 

Si  l'on  résout  cette  dernière  équation  par  rapport 
à  rfZ,  les  coefficients  de  rfX,  dX  seront  P  et  Q  et  ne  dé- 
pendent que  de  x^y^  z,  />,  q^  ce  que  nous  voulions  dé- 
montrer. 

Remarque.  —  L'équation  (ô)  exprime  la  propriété 
suivante  :  La  droite  qui  joint  le  point  [jl  au  milieu  de 
OM  est  perpendiculaire  à  tous  les  déplacements  rfX, 
rfY,  dZ,  en  d'autres  termes  est  la  normale  à  la  seconde 
surface  au  point  [x.  C'est  la  construction  connue  du  plan 
tangent  au  point  [x. 

Réciprocité  des  transformations  de  contact.  —  Nous 
allons  établir  pour  toutes  ces  transformations  une  cer- 
taine réciprocité.  Entre  les  équations  (a)  éliminons  p 
et  q^  considérées  comme  variables  indépendantes.  Nous 
obtiendrons  une  équation 

'f(^»r,  ^,  X,  Y,  Z)  =  o, 

qui  représentera  deux  surfaces  S  ou  H'  suivant  que  l'on 
y  considérera  o:,  j^,  j:  ou  X,  Y,  Z  comme  les  coordon- 
nées courantes.  La  surface  2  em^eloppe  le  lieu  &  du 
point  X,  Y,  Z  et  la  surface  S' le  lieu  S  du  point  x^  y^  z. 
Pour  le  démontrer,  soient  M,  M<,  M2  trois  points 
infiniment  voisins  de  S  auxquels  correspondent  trois 
Ann.  de  Mathémat.^  3«  série,  t.  XIII.  (Janvier  189^.)  2 
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surfaces  S,  S|,  ^2  se  coupant  deux  à  deux  suivant  des 
courbes  distinctes  :  soit  par  exemple  y^  la  courbe  com- 
mune à  S  et  S| ,  et  Ya  celle  commune  à  S  et  à  S2  *,  le 
point  [X  de  l'enveloppe  S'  est  la  limite  du  point  d'in- 
tersection de  Yi  et  Y2-  Cela  posé,  je  considère  encore  la 
courbe  C|  d'intersection  de  S'  et  de  Sj  et  la  courbe  C2 
d'intersection  de  S'  et  de  S2  î  ces  deux  courbes  se  cou- 
pent en  un  point  uii  infiniment  voisin  de  jjl,  parce  que 
les  deux  surfaces  S'  et  S  sont  tangentes  en  [jl.  De  plus, 
et  pour  la  même  raison,  un  point  |x'  pris  sur  yi  et  un 
point  [k\  pris  sur  C^.,  dans  le  voisinage  immédiat  de  [x, 
sont  à  une  distance  [x'[jl'^  infiniment  petite  du  deuxième 
ordre  Tun  de  l'autre^  de  même  [a"[x^  est  infiniment 
petit  du  deuxième  ordre,  [jl''  et  [x'jj  étant  pris  dans  les 
mêmes  conditions  sur  Y2  et  C2.  Donc  enfin  le  plan  tan- 
gent en  [X  à  2],  ou  à  S',  est  la  limite,  soit  du  plan  [X[jl'[x'', 
soil  du  plan  [X[jl'^  [x^.  Cherchons  maintenant  l'enveloppe 
de  la  surface  2'  :  nous  devons  considérer  trois  surfaces 
S',  S',,  S2  correspondant  à  trois  points  de  S'  infiniment 
voisins  [x,  ix', ,  [x'|  ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  trois 
points  [X,  [x',  [x",  puisque  jx'[x',  et  [x''[x"|  sont  du  second 
ordre. 

Mais  alors  S'^  passe  au  point  Mt  et  2!^  au  point  M|  ; 
S^  et  Sg  coupent  donc  S'  infiniment  près  du  point  M 
qui  est  un  point  de  l'enveloppe  de  2' 5  comme  MM4  Mj 
a  pour  limite  le  plan  tangent  soit  à  S,  soit  a  S',  le  théo- 
rème est  entièrement  démontré. 

Exemple,  —  Revenons  aux  équations  (y)  du  pro- 
blème des  podaires.  Le  résultat  de  l'élimination  de /> 
et  de  q  entre  ces  équations  est 

X  î -h  Y  2 -h  Z  2  —  X  ^  —  Y  jK  -  Z  2  =  o . 
Si  X,  j',  z  sont  considérés  comme  des   paramètres, 
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rëquation  précédenle  représente    une    sphère   décrite 
sur  OM  comme  diamètre  :  la  podaire  est  Tenveloppe  de 
cette  sphère. 

Si  X,>Y,  Z  sont  des  paramètres,  la  même  équation 
représente  un  plan  passant  au  point  [x  et  perpendicu- 
laire sur  0[JL  :  c'est  le  plan  tangent  à  la  surface  donnée, 
il  enveloppe  cette  surface. 

RECHERCHE    DES    TRANSFORMATIONS    DE    CONTACT. 

Théorème  général.  —  Si  r on  appelle  X,  Y,  Z  les 
nouvelles  ^variables,  et  P,  Q  les  Héritées  de  Z  par 
rapport  àlL  et  àY  ^  le  problème  qui  consiste  à  recher- 
cher dans  quels  cas  ces  cinq  quantités  s'expriment  en 
fonction  de  x,  j^  z^  p^  q  est  le  même  que  celui  oit 
l'on  cherche  cinq  fonctions  X,  Y,  Z,  P,  Q  de  cinq  ua 
riables  indépendantes  x^  y^  Zy  py  q  satisfaisant  à  Iné- 
quation différentielle 

dZ  —  P  dX  —  Q  dY  =  p  {dz  — p  dx  —  q  dy)^ 

oii  p  est  une  fonction  dex^y^  z,  p,  q, 

i"  Je  suppose  trouvées  cinq  fonctions  X,  Y,  Z,  P,  Q 
de  x^y^  Zy  p,  q  vérifiant  Téquation  précédente.  Si  en 
plus  p  et  q  désignent  les  dérivées  de  z  par  rapport  à  x 

^ly-f  on  aura 

dz  —  p  dx  —  q  dy  =  o 
et,  par  suite, 

dZ  —  PdX  —  qdY  =  o, 

ce  qui  veut  dire  que 

2°  Réciproquement,  si  l'on  a  obtenu  une  transfor- 
mation de  contact,  et  si  l'on  suppose  ensuite  x,  y,  z, 
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p^   (j   indépendantes,    il    existera    une    relation   de    la 
forme 

dZ—Vd\  —  ÇldX=  ^{dz—pdx  —  qdy). 

Par  hypothèse  l'élimination  de  dx  et  dy  indiquée 
(p.  1 5)  entre  les  relations  (  P)  a  réussi,  c'est-à-dire  qu'on 
a  pu  trouver  des  multiplicateurs  P,  Q  ne  contenant 
pas  r,  5,  t  et  tels  qu'on  ait  identiquement 

é/Z  —  P  é/X  —  Q  tfï  =  o, 

/?,  q  étant  jusqu'à  présent  —  et  ^  •  Mais  r,  5,  t  ne  figu- 
rent que  dans  dp  et  dq  ;  il  faut  donc  qu'en  formant 

^  _  P  rfX  —  Q  rfY 

le  coefficient  de  dp  disparaisse  ainsi  que  celui  de  dq. 
Donc 

\    àg  dq  dq 

De  plus,  les  coefficients  de  dx^  dj  doivent  être  aussi 
nuls  : 


^   +/>  -T-"   —  »^  I    T^    -H  P   T^   I  -  Q  (   -^  -f-p  -f^   )  =   O, 


p1:- 

-Oï-D- 

<1 

^  dz 

pt- 

-d-ï)- 

-<i 

et  ces  conditions  sont  évidemment  suffisantes. 

Si  Ton  peut  trouver  des  fonctions  P  et  Q  vérifiant 
CCS  quatre  équations,  le  problème  sera  résolu.  Les 
équations  (2)  feront  connaître  /7X,  rfY,  r/Z,  d'où 
X,  Y,  Z. 

Gela  posé,  multiplions  les  quatre  équations  ci-dessus 
par  dp,  dq^  dx^  dy,   et  ajoutons  :  il   vient,   en  consi- 
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dérant  x,  j,  z,  /;,  </  comme    des    variables    indépen- 
dantes, 

df 
dfi f?  {dz  —pdx  —  q  dy) 


P  p/-  ~  {dz  -pdx~q  dy)\^ 
-^q[^/i-^'  {dz-pdx-qdy)\^, 


c'est-à-dire 

dZ  —  P  dX  —  QdY  =  p{dz—pdx  —  qdy), 

en  posant 

'^         ()2  dz         ^dz 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

Application.     —     Iransforniation    d^  Ampère,   — 
L'expression  dz  — p  dx  —  q  dy  peut  s'éciire 

d{z  —  qy)  — p  dx  -k- y  dq. 
Posons 

Z  =  ^  —  qy,         \  =  x,         Y  =  7  ; 

V=p,       q=~y. 
On  voit  que 

dZ  —p\d\  —  Q^dY  =  dz—p  dx  —  q  dy, 

par  suite  p  =  i  et  l'on  a  une  transformation  de  contact^ 
due  k  Ampère,  et  qui  pourra  être  utilisée  quand  celle 
de  Legendre  sera  illusoire,   c'est-à-dire  quand  on  aura 

rt  —  s^  =  o. 

Il  est  facile  de  se  rendre  compte  pourquoi,  dans  celte 
hypothèse,  on  ne  peut  prendre/?  et  q  comme  variables 
indépendantes. 

Choisissons  en  eflTet  x  et  q  cmnme   variables   (voir 
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ci-dtîssus)  et  calculons  •—-  : 

dp  =^  r  dx  -+-  s  dy, 

dq  =  s  dx  -h  i  dy  ; 
d'où 

dp  =  lr—  -  )  dx-{-  j  dg, 

et,  par  suite, 

âp       rt  —  s^ 

dx  t 

Donc,  si  rf  —  5^  =  o,  /7  ne  dépend  pas  de  a:  ;  il  y  a  donc 
une  relation  entre  p  et  ^,  ce  qui  empêche  de  les  prendre 
comme  variables  indépendantes. 

Remarque,  —  La  transformation  de  Legendre  résulte 
de  même  de  Tidentité 

d{z  — px —  qy) —  x  dp  — y  dq  =  dz — p  dx  —  q  dy. 

où  l'on  peut  poser 

X=7>,         Y  =  ^,         Z  =  z—px — qy, 

V=x,       q=y. 


AGRÉGATION  DïS  SCIENCES  MATIIÉMATiaUES 

(CONCOURS  DE  1893). 

SOLUTION  DE  LA  QUESTION  D'ANALYSE; 

Par  m.  AUDIBERT. 


Nous  convenons  que,  sur  le  chemin  OBo:,  on  ne  ren- 
contre aucun  des   points  critiques  ai,  ...,  a8  de  la 

fonction ?  et  que,  sur  le  parcours  OC  a/,  il  ne  s'en 

trouve  qu'un,  aj,  qui  termine  la  trajectoire  de  z. 

Cela  posé,  un  parcours  quelconque  donné,  pour  le- 
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quel  la  valeur  de  rinlégrale  est  V,  se  ramènera^  d'après 
un  théorème  connu,  au  parcours  d'un  certain  nombre 
de  lacets  suivi  du  chemin  OBa:. 

On  entend  par  lacet  relatif  au  pôle  aj  Tintégrale, 
prise  le  long  de  OCaj\  d'un  cercle  infiniment  petit  en- 
veloppant ce  pôle,  et  du  retour  suivant  o/CO.  Un  la- 
cet n*enveloppe  qu'un  point  critique. 

Dans  le  cas  considéré,  l'intégrale  sur  le  petit  cercle 
est  nulle;  niais^  quand  z  a  contourné  a/,  le  radical  a 
changé  de  signe  et  la  valeur  du  lacet  est 

r'^zp-'^dz      r\p-^  dz  _       . 
•>o        y        Jaj       y 

Le  radical  supposé  pris  avec  la  valeur  initiale  -l-jKo^ 
devient  — j^  quand  z  revient  en  O,  après  le  parcours 
du  lacet. 

L'intégrale  prise  sur  deux  lacets  successifs  relatifs 
aux  pôles  aj  et  ai  sera  2 (A/  —  Ai).  Après  ce  parcours, 
la  fonction  reprendra  la  valeur  et  le  signe  qu'elle  avait 
avant;  ^(Ay —  A/)  est  une  période. 

Prise  suivant  un  chemin  composé  de  plusieurs  lacets 
et  du  parcours  OBo:,  l'intégrale 

V  =  2A1 —  'xk^-\-. .  .±  ikj  zp  2A1  =b  I. 

Le  signe  —  ou  -1-  affectera  I  suivant  que  le  parcours 
comprendra,  en  outre  de  G^x,  un  nombre  impair  ou 
pair  de  lacets,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  un  nombre 
entier  de  périodes  suivies  ou  non  d'un  lacet. 

En  désignant  par  <py  une  période  et  par  mj  un  nombre 
entier  positif  ou  négatif  ou  nul,  on  aura 

V  =  S  ntj^j  -h  I         ou         V  =  2  ny^J  -^  '^  A./  —  I. 

En  remplaçant  dans  cette  seconde  évaluation  de  V 
9.Aj  par  2  A^ —  a(A,  —  Ay),  elle  devient 

V=:  viwycpy  H-2Ai—  I. 
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Le  polynôme  R{z)  a  huit  racines,  mais  on  n'aura  pas 
— ^  périodes  distinctes.  On  peut  d'abord  ne  laisser  sub- 
sister dans  Hmj'fj  que  les  périodes  de  la  forme 

2(Ai- A/), 
car  on  a 

•2(Ay  —  A  i)  =  2(A,  —  A/)—  2(  Al  —  Ay  ). 

A  ce  compte,  il  y  aurait  encore  sept  périodes  5  mais 
comme  (même  dans  le  cas  de  ^  =  3)  l'intégrale  V  prise 
sur  uii  cercle  de  rayon  infini  tracé  de  Torigine  est  nulle, 
et  qu'on  peut  passer  du  parcours  des  huit  lacets  succes- 
sifs au  cercle  infini,  sans  franchir  de  pôle, 

A  A 1  —  2  Aj  -+- . . .  -h  2  A7  —  2  A»  =  o, 
et,  par  suite, 

Cp  1  —  Cp2  H-  Cp3  —  Cp4  -H  Cps  —  «Pc  -4-  Cp7  =  O. 

On  pourra  donc  éliminer  cp7,  par  exemple,  et  écrire 

(i)       V  =  miOi-4- W2Cp2-f-. .  .H- /neCpe-H  (I  ou  2A1 — I). 

Les  périodes  composées  o)|,  ...,  Wo,  définies  dans  re- 
noncé, sont  liées  aux  périodes  simples  (p  parles  relations 

cp,  =  w,, 

Çpj  —  Wi-h  Ws, 
Cp3  =  W2-4-  W3, 
Cp4  =  0)2 -h  W3  H-  0)^, 

çpg  =  a>2 -f- W4  4-  W5, 

Cpg  =  0)2  -h  W4  -+-  W5  -h  a>6^ 

En  éliminant  les  cp  dans  (i),  on  arrive  à  l'expression 

(2)  V  =  miO)i-+-.  .  .-h /WeWe-l- (I  ou  2  Ai — I). 

1*^  On  suppose  que  la  fonction  R(^),  dont  a  serait 
racine,  se  réduise  h  z^  -h  nz^  -h  i  ]  ce  trinôme  s'annulera 


(  25  ) 
pour  les  huit  valeurs  de  z 


I 


->      -v/=T     v'- 


a,     — a,     a/ — i,      —a/ — i,      -?      j      '■ , 

a  a 


Posons 


1 


A, 


ces  intégrales  étant  prises  suivant  les  droites  Oa  et  O  -> 
à  la  condition  toutefois  que  ces  chemins  d'intégration 
ne  rencontrent  que  les  pôles  a  et  -  •  S'il  en  était  autre- 

CL 

ment,  si  deux  racines  de  R(z)  avaient  même  argument, 
ces  parcours  devraient  être  un  peu  infléchis. 

—  seront  respec- 
tivement 

2A1,     — 2A1,  2Aiv/ — I,      — aAiy— I, 

2A2,     —  2A2,     — '2A2/— I,  2A2/— I. 

Les  six  périodes  suivantes  s'en  déduisent 

4A1,     '2Ai(i  — y/— i),     2Ai(n-/^), 

4A2,       2A2(l  -h/—  l),       2A2(l— /—  l). 

On  voit  qu'elles  ne  sont  pas  toutes  distinctes,  car,  en  les 
désignant  par  ordre,  par  les  lettres  cp^,  cpj,  . , .,  on  a 

Cp2H-  93=  91,  ?S-+-96=  'f4- 

On  peut  donc  en  supprimer  deux,  cpa  et  cpg,  par  exemple, 
dans  l'évaluation  de  w. 
On  a  encore  les  relations 

2©3— Çi  =  4A,/^,  ?4—  "^^e  =  4^2/^. 

Les  seconds  membres,  qui  sont  d'ailleurs  des  périodes 


(  >6) 


relatives  aux  pôles  a^ —  i,    —  a^ —  i, 

peuvent  être  substitués  à  cp3  et  cp^. 

Finalement,  on  peut  adopter  pour  w  les  quatre  pé- 
riodes suivantes  : 

(3)  4A,,    4A2,     4A,v/— I,     4Aî/^. 

2^*  Considérons  en  second  lieu  l'intégrale 

z^  dz 


y 

Le  lacet  relatif  au  pôle  a 

^z^dz 


X 


y 

s'exprimera  par  l'intégrale 


'X 


après  le  changement  de  z  en  -• 

Ce  lacet  est  égal,  au  signe  près,  à  l'intégrale  w  prise 
sur  un  chemin  qui  part  de  Tin  fini  (où  les  éléments  de  w 

sont  nuls)  sur  la  droite  O-^  va  jusqu'au  pôle  -  qu'il 

contourne  sur  un  petit  cercle,  et  retourne  à  l'infini  sur 
la  même  droite,  sans  toutefois  franchir  d'autre  point 
critique. 

La  valeur  de  cette  intégrale  ne  changera  pas  si  nous 
étendons  son  double  parcours  jusqu'en  O,  à  la  condi- 
tion toujours  de  ne  pas  franchir  de  point  critique,  et 
sous  celte  réserve  on  aura 


J,   y  ~' \fo    y 


(  ^7  ) 
D'autre  part,  si  Ton  prolonge  à  l'infini  dans  les  mêmes 
conditions  le  lacet  2A2  de  w,  on  peut  écrire 

Donc  un  lacet  de  u  relatif  à  un  pôle  est  égal  au  lacet 
de  (0  relatif  au  pôle  de  valeur  inverse  et  réciproque- 
ment. 

Nous  connaissons  les  lacets  de  u  ;  en  les  combinant 
deux  à  deux,  nous  formerons  les  périodes  de  cette  inté- 
grale 

4  A,,     4A.j/— I,     _4A, /— I,     4Aj 

qui  sont  distinctes,  et  ont  avec  celles  de  w(3)  les  rela- 
tions indiquées  dans  l'énoncé. 

3°  Le  lacet  relatif  au  pôle  a  de  l'intégrale  Ato  -}-  Bu 
est 

il  s'ensuit  qu'en  adoptant  pour  (o  les  quatre  périodes 
(3),  celles  de  Aa>-|-Bu  seront  déterminées  :  elles  auront 
les  valeurs  suivantes 


4(AAi-hBA,),    4(AA,  — BA,)v/— I, 
4(  AAj  -4-  BAi ),     4(AAj—  BA,)  v/^. 

Elles  sont  distinctes,  mais,  si  Ton  fait  A  =  B  y/ —  1 , 
elles  deviennent 

4B(AjH-A,/::ri),     -4B(A,H-A2/=r7), 
4B(A,H-A,/=rr),     -4B(A2-4-A, /=7), 

et  il  n'v  en  a  plus  que  deux  de  distinctes. 


1 


(  ^8) 


SUR  UN  PROBLÈME  DE  (iÉOMÉTRIE  PLANE; 

Par  m.  Romuald  BLAZEIEVSKI. 


RELATIONS     ENTRE     LES      DISTANCES      D  UN    POINT    DU    PLAN 

AUX    SOMMETS    d'uN    TRIANGLE. 

Supposons  qu'un  point  C  {fig*  i)  est  joint  aux  som- 
mets Ai,A2,A3  parles  droiies  A^C,  AaC,  A3C  :  Jési- 


Fig.   I. 


gnons  par  (V,,  WP21  ^8  les  segments  A,  A^,  h^S^'.^^  A3  A3, 
par  z^y  ^29  2:3  les  distances  A<  C,  ...,  nous  avons  le 
théorème  (Euler)  exprimé  par  Téquation 


(0 


=  2» 


En    effet,    soient  /z2,  H2   les   hauteurs    des  triangles 
AiCA3,  Ai  A2A3  ayant  K^  A3  pour  base,  nous  avons 

surf.  A1GA3  :  surf.  AiAjAa 

=  /ij  :  Hj  =  GA'2  :  AîA'j  =  (^2  —  ^2  :  w^. 

De  la  même  façon,    eu  égard  aux  triangles  A4CA2, 
Ao  ^  A3 , 

surf.  Al  G  A2  :  surf.  Aj  A2  A3  =  (V3    -  ^3  :  «^3, 
surf.  '\2CA.3  :  surf.  A1A2A3  =  u'i  — ^,  :  w^. 


I 


<  29  ) 
La   sojnme  des  premiers  ternies  est  égale  à  A,  A2A3  ; 
ainsi 


Wi  —  ^1  tVî — Zi 


Wl 


W2 


W3  —  Z3 
«^3 


et  après  quelques  réductions  nous  avons  Téquation  (i). 
Si  le  triangle  doit  être  réel,  les  i?  doivent  satisfaire  à  une 

seconde  condition.  Nommons  0^  :=  A2GA3,  Oa^AsGA,, 

Ô3  =  A<  G  A2,  A  le  double  de  la  surface  du  triangle,  nous 

avons 

(Vj  Zi  sin  O3  H-  W|  ^3  sin ôj  =  A, 

iVj^i  sinQs-f-  w^^z  sin6i  =  A, 
W3Z1  sin 02-1-  <vj^2  sinOj  =  A, 

ou  bien,  en  résolvant  par  rapport  à  sin8<, 


Dsine, 


î     «'123     W1Z2 

l  O  (^2^1 

I       W3Z1  O 


D  = 


o  WiZ^       W1Z2 

W^Zi       W^Zi  o 


D  sinOi  =  A( — zl  w^iv^-^-  Ziz^wi  tVaH-  ^i ^3*^1  «^2), 
ou,  d'après  l'équation  (i), 


Zi  z> 


DsinO,  =  A(-  -^-i  H-il^fi) 

=  iKWx  Wi  W^Z\   l  I 


Zi  Wi  1^2  ^3 


Pour  la  réalité  de  84,  on  doit  avoir 

2X^1^2^33,  n—  -^j  I  <  I  D I, 

et  deux  autres  inégalités  doivent  avoir  lieu  : 

9.AtVi(V2  Wgxîî  il—  -^\   I  <  I  D  I, 
l\vi>xW2WzZx(  l )  I  <  I  D  I . 

Les  z  choisis  d'après  les  conditions  exprimées  par  les 


(  -^o) 
illégalités  ci  par  réqualiou  (i)  periiielteiU  de  couslruire 
le     iriangle    AiA^Aj.     Faisons    (//'g.    2)   A|C  =  Z|, 

rV|  V-i  x\.2  ^^^^  V;j^  A|  v>  A3  ^^^  ll2^   vjiV.2  ^^^  ^2>    ^-^3  """•  •^S    •  P'^e  — 

Fig.  a. 


A, 


nous  AnA\  pour  Taxe  des  x,  la  perpendiculaire  en  C  à 
A^  A',  pour  Taxe  des  j.  Nous  avons,  pour  les  coordon- 
nées de  A',,  Aa,  A3, 

a; «V,— ^,,  o, 

Aj — ZfCosBs,  ^2^1^63, 

As — ^sCosO,,     — ^3sinÔ2. 

La  surface  du   triangle  A^AaAs   sera    la   moitié  de 
l'exoression 


I  (Vi  —  Zi  o 

I     — ^jcosôa  ^jsinOs 

I     — Z3COSO2     — ^3sin02 
=  >S2'23(sinÔ2COs63+  cos92  sinÔs) 
-f-  (wi  —  Zi){Zi  sinôs  -h  Z3  sinOi), 


OU  bien 


^2^3  sin(2  7:  —  6t)  +  (iVi  — ^i)(<S2  sinô^-h  ^351062). 

D'après  les  valeurs  des  sinus  des  angles  &i,  62»  ^3  don- 
nées lotit  à  riieure,  cette  expression  est  proportion- 
nelle à 


Z2  -53^1  (   I 


«fi 


"■'-"■^[;-'('-S)+"-'('-S)] 


(  ^«  ) 

Stiloii  le  théorème  d'Euler  cette  quantité  s'annule.  Ainsi 
les  points  A2,  A3,  A^  sont  situés  sur  une  ligne  droite.  De 
nièuie  A',  est  sur  la  droite  A2A3,  A3  sur  A<  Aj.  Parmi 
les  triangles  construits  d'après  cette  méthode,  il  peut  s'en 
rencontrer  de  tels  que  Z|,  ^2^  ^3  soient  les  bissectrices 
des  angles  Ai,  A2,  A3.  En  donnant  cette  condition,  nous 
avons  un  problème  déterminé  :  soient  tv^,  (V2,  W3  les 
bissectrices  du  triangle  données  en  longueur,  mais  non 
en  position,  trouver  le  triangle. 


THÉORÈMES    SUR    LES    BISSECTRICES. 

Théorème  I.  —  Décrivons  le  cercle  circonscrit  à 
A|  Ao  A3,  soit  A^  le  milieu  rie  l'arc  A«  A3,  o/z  a  la  rep- 
tation 

A,  a;  :  A50  =  A,o  :  a,a;. 

En  effet  {fig*  3),  d'après  la  construction, 


A'^AjAs,         AîAjAJ 

X  A  *  A  1  A     A  " 


A.A.AÎ, 

X  A''  A 


Fi g.  3. 


en  désignant  Ag  Ai,  ...  les  arcs  A'^A,,  ...;  en  ajoutant 

i(A5A,-HA2Al[)  =  |(A?A3+A3AÎ), 

c'est-à-dire    les   angles    AiOA'g,    k\k^O    sont  égaux, 
et,  par  suite, 

a,a;  =  aîo. 


(   3a  ) 
Les   triangles   A,A2A!,,     A,A'.,  A'^    sont    seniblabtes, 
ayant 

A  2  A 1  A  2  ^^^  A I  A  2  A  2 , 

et  l'angle  Aj  A*!,  A',  eommun.  Nous  pouvons  conclure  la 

relation 

AtA'i  :  AjAJ^A^A;  :  A,A'^; 

mais  comme  A<  A'^  =  AgO, 

AJO  :  AjAJ  =  A^A'^  :  A;0; 

maisA2A:  =  OA.,4-OA;,A;A:  =  OA2-l-OA;~A2A;, 

en  désignant  A ,  A'2  par  î^^^  OA^  par  Zo,   AjA'g  par  ÇV2, 
nous  avons 

(2)    Çî  :  '52-+-Ç2='Sj-HÎ2  — W'î  :   îî,       (2-52  — «'2)Ï2  =  2j(«'j— >3,). 

Théorème  II.  —  Soit  D  /e  diamètre  2OK  rfw  cercle 
inscrit,  nous  a\fons 

OA;  :iAiO='OA3:{D. 

En  eiFet,  A4  AjO  =  A,  A3A2,  car  ces  angles,  inscrits 
dans  le  cercle,  s'appuient  sur  le  même  arc  A^  Aj;  A*  H 
est  la  hauteur  du  triangle  équilatéral  AgAjO;  les 
triangles  rectangles  A'^HO,  ROA3,  ayant  égaux  les 
angles  aigus,  sont  semblables  et  nous  avons  la  relation 
ci-dessus,  qu'on  peut  écrire 

(3)  ?'  =  ¥• 

UNE  MÉTHODE  POUR  s'asSURER  QUE  LE  PROBLÈME  A  DES 
SOLUTIONS  RÉELLES,  QUELLES  QUE  SOIENT  LES  VALEURS 
ARBITRAIRES    Wj  ,    (ï>2î   ^^'s* 

Faisant  une  substitution  circulaire  des  indices  dans 
(a)  et  (3),  nous  avons   . 

(4)  52(2-,—  W^i)  =.<Si(Wi—  ^1),  DÇi   =  32iÎ3, 

(5)  $3(233—  W:i)  =z  z^iiV^—  Z.^),  DÇ,  =  Z^Zi. 


(  3.i  ) 
Ces  six  ë(|uatioiis  et  l'équation  (i)  déterminent  les 
inconnues    z,    mais  rélîminalion    est  très   laborieusti, 
comme  nous  verrons  plus  loin.  Ainsi  nous  choisirons  la 
méthode  géométrique  suivante.  Supposons 

iV^  (ï'ï  w^ 

m  1  =  »  /Wo  =  ^—  y  m^  =  j 

W^W^  WiW;i  WiW^ 

Zi  Z2  ^3 

W^  Wi  W3 


Y 

"si 


alors  les  équations  données  par  le  théorème  I  prennent 

la  forme 

y{ix  —  i)  =  x{i  —  x), 

c'est-à-dire  les  points  3Ci^yi(i  =  i  ^  2,  3)  sont  sur  une 
conique.  En  outre,  nous  avons 

Dniiyi  =XiX3,         D/n^jg  =  ^i^a, 

Introduisons  une  variable  u  déterminée  par 

XiX^x^  =  Da, 

ff^i^iyx  =  "j       ^2^2.^2  =  ",       ^^3^3  y^  =  W- 

Le  point  ^i,,  j^i  t*st  sur  Tintersection  de  deux  courbes 
du  second  degré, 

yi7x  —  i)  —  37(1  —  j?)  =  o,         mixy=u. 

Laissant  pour  une  autre  occasion  la  discussion  du  cas  où 
jc^i,  iH^uiarquons  cette  propriété  intéressante  de  ces 
courbes  qu'elles  ont  un  seul  point  d'intersection.  En 
effet,  la  première  est  une  hj'perbole  passant  par  Pori- 
gine    et   le  point  x  =.  i    dont  les  asymptotes  sont  les 

droites 

x  —  \  =  o,        4jK  H-  ?.iP  —  I  =  o ; 

la  seconde  courbe  est  une  hyperbole  ayant  pour  asym- 
Ann,  de  Mathémat.j  Z*  série,  t.  XIII.  (Janvier  189^.)  3 


(  M) 

ptotes  les  axes  des  coordonnées  {fig^  4)-  L'intersection 
de  ces  deux  courbes  peut  être  située  seulement  sur  la 

Fig.  4. 


y 
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0 
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branche  FME.  Remarquons  que  pour  j:  >  i  ou  j: 
la  première  hyperbole  a  la  forme  de  \^  fig,  5.  Faisons 
varier  u  depuis  o  jusqu'à  l'infini  :  pour  m  =  o  on  a 
^  =r  o,  a:  =  I  ;   pour  u  =  oo,  x  ="j.  La  somme  des  va- 

Fig.  5. 


leurs  des  x  varie  depuis  le  maximum  3  jusqu'à  \,  La  con- 
dition jti  -^  x^-^-Xz  =2  sera  remplie  pour  de  certaines 
valeurs  des  x  renfermées  entre  les  limites  i  et  ^,  car  la 


dx 


dérivée  -=-  reste  négative  pour  toutes  les  valeurs  réelles 


du 
de  u,  Nous  avons 


a?*(f  —  x) 
m\  — ^^ =  m; 


•IX  —  I 


prenant  la  dérivée,  on  trouve 

dx  (2X  —  })' 


(lu        niix{  —  À  ->r  ôx  —  \x'^)' 


(35) 

le  dénominateur  n'a  pas  d'autres  racines  réelles,  excepté 
JT  =  o,  mais  cette  valeur  n'est  pas  renfermée  dans 
les  limites  données  pour  la  variation  de  x.  Ainsi 
JC^  -+-0:2-1-^3,  passant  de  la  valeur  3  à  la  valeur  |, 
prendra,  pour  i^ne  certaine  valeur  de  u,  la  valeur  2,  ce 
qui  est  la  condition  du  problème. 

SOLUTION    ANALYTIQUE    DU    PROBLÈME. 

Éliminant  les j^,  nous  avons 

r.          {'iOPi—\)XiXi 
/»3  D  =    ; -—  j  -Cl  -H  a?!  -h  073  =  2. 

^3(1  —  373) 

Supposons  que  x*,  x^^,  x^  soient  les  racines  d'une 
équation  du  troisième  degré 

z 

y  cl  z  sont  les  nouvelles  inconnues,    q   est  une  con- 
stante; posons 

h  =  /«i  -h  /Wj-h  ni3j 
k  =  //Il  /n,  -*-  //Il  /W3  -h  /iij  /wj. 
/  =  m\  //i]//i3. 

D'après  la  théorie  des  fonctions  symétriques,  on  trouve 

^  X  z  —  q  q(y—i) 

(B)  q  —  z  =  4^*(r—  i){^— 2g')-l-^a7», 

(C)  {q  —  z)z  =  {Sq  —  3z)a?3-h  ^{z  —  'iq)yx\ 

en  substituant  au  lieu  de  D  la  quantité 

1 
X  =  — -  » 

D/k 


(  •56  ) 
et  posant 


T  X 


Retranchant  Téquation  (B)  de  (C)  après  avoir  multi- 
plié par^,  nous  avons  x^  —  j?  -}-  r  =  o.  Il  est  intéres- 
sant que  j:^,  x'2,  x^  peuvent  être  exprimés  comme 
fonctions  elliptiques  de  la  mémo  variable.   Nous  avons 

/Tii  q^x  (i  —  a?!  )  =  xx^x^i^ixx  —  i), 
m^qç^x^il^i— x^)  =  xxxX%{ix^—\)^ 


Par  une  simple  transformation,  nous  trouvons 

/Wiçroa7i(i  —  x^)  —  m^q^x^i^i  —  x<i) 

=  XX^  (  iTi  —  iPj  )  =  a  XXx  —  xx\  —  {7,xx^i  —  xx\  ). 

Ainsi  le  polynôme 

xV  =  miqQXi{i  —  Xi)  —  ixXi-{-  xxf 

n'éprouve  aucun  changement  quand  on  permute  les  in- 
dices i:  c'est  une  fonction  symétrique  de  Xi.  Répétant 
la  méthode  par  laquelle  nous  avons  trouvé  Téquation 
(A),  nous  avons 

X  z  —  q        q{y  —  ^) 

en  comparant  avec  A,  nous  avons 

Yz{yz—q)       ^  yz  —  iq  __      y^z       ^ 
Ç{^  —  Ç)(y  —  ^)  z^q'        q{y  —  xy 

mais  la  seconde  partie  de  l'équation  est  divisible  par 
yz  —  q^  comme  on  peut  le  véritier  facilement.  Ainsi 


(  <^7  ) 

A  l'aide  des  équations  (A),  (B),  (C),  on  a 


et  nous  avons  l'équation 

•4  gr- 
avée deux  autres  analogues.  En  résolvant  par  rapport  à 
jCi,  on  trouve  sous  le  radical  un  polynôme  du  quatrième 
degré. 


NOTE    A    L  ARTICLE    PRECEDENT. 

Pour  être  bref,  nous  avons  donné  les  résultats  de  la  trans- 
formation des  équations  par  les  fonctions  symétriques  sans 
aucune  preuve;  pour  remplir  cette  lacune  reprenons  les  équa- 
tions 

{lXx—l)XiXfi)                                         (2375— I)j7,.r3 
/Wi   U   =     ; r »  /nj  U  = ;: » 

Xx{\ Xx)  X^{\—  X^) 

ma  D  = . . . ,         Xx-\-  x^-\-  Xi=  1. 
Les  quantités  x^,  opz  sont  racines  de  l'équation 

t^-\-{xx  —  2)^  -H  -a^î —  'IX i-^ y  =  o, 

c'est-à-dire 

X2X3  =  x\  —  2  a?!  -4-  y, 

(i  —Xi){i  —  a™3)=  x^  —  xi-hy  —  i. 
La  fonction  de  Xi  entrant  dans  miD  peut  être  représentée  par 

2071  —  î        __  I  I 

a7i(i  —  Xi)        I  —  Xi       Xi 
Ainsi 

1  —  071  07i  I Xi  Xi 

Multipliant  les  numérateurs  et  les  dénominateurs  des  fractions 


(  38) 


>  —  par  (i  —  o^j)!!  —  3^3 ),  XfX3  et  remarquant  que 


I  —  ^1      Xi 


(I  — ari)(i— jr,)(i-j73)=7—i— |(^— 1)=(7— i)n  — Ij 
nous  avons 


miD  =  3  —  2Xi  -h 


I-?  ?(r-) 


> 


mais,  d'après  la  théorie  des  équations, 

^x\=^(lùXiy—  2'S.xiX2  =  i  —  2y; 
ainsi  nous  avons  la  formule  (â) 


(A)  AD  =  5-f- 


Le  produit  ms/njD^  est  exprimé  par 

(ix^i  —  \)(9.Xn  —  i)x\  _  (4^î  —  6iPi-4-4.y  —  3)a^î 
(i  — a73)(i  — a-j)      "~  j?«  _ar, -f-j^— I 

,    ,      ,  V       (  '2 y  —  3 ).ri  -+-  r  —  I 

=  4^î— (2a7,-Hi)H ^ — '■ ; 

xl  —  Xi-hy  —  i 

multipliant   la  fraction    par  i  —  xi  et   divisant  par   la   même 
quantité,  nous  aurons  au  dénominateur 

(i-^Xi){i  —  Xt){i-~-Xi)  =  (y  —  i)(i—  Ij, 


■  • 


ainsi 

mi/n^  D*=  ixl—{'?.Xi-\-i)-^- = ^ ^; 

(^-o(.-f) 

Téquation  (B)  de  l'article  précédent  est 

(7-0(.-f) 

4r  — 7 


/f  D2  =  9  -  8y -+- 


1-2 
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I 


L'écpiation  (C)  est  le  résultat  de  la  substitution   de  t  =  -> 
t  =  I  dans  le  premier  membre  de  l'équation 

^'-a<2H-7/-f  (jK-i)=o=/<, 

TiXiXi(7.Xi  —  l)('AXi-'l){7.X3—l)           8/(0) /( -2  ) 
//Il  1/19  Tfl%  U     =  =     ..  ■  ■       y 

8/(i)=(i-ai:,)(i-aa:,)(i-2x,)  =  4(1-22^^^+8  2-3, 

/(")=(r-o(i-f).       m=-i{y-i), 

Chassant  les  dénominateurs,  on  trouve  l'équation  (C). 
Nous  avons  posé  Téquation' 

mxqQXx(\  —  Xx)  —  2370:1  •+-  xx\  =  arF, 

désignant  par  F  une  fonction  symétrique  des  racines  de  l'équa- 
tion/(^)=  o.  Divisant  parrra?i(i  —  X\)^  on  trouve 

m^qa       Xx  —  1  F 

j =  — _, 

X  I X\  Xx{\  —  Xx) 

mxqo  _  i-hF         F  ^0  _  p. 

=  1  -f- -h  —  >  —  =  Uj 

X  1  —  Xx  Xx  X 

2/n,D  =  3-h(iF)2  — î hFS—- 

I  —  Xx  Xx 

Par  la  théorie  des  fonctions  symétriques,  nous  avons 

V       r.       o       (r-f-F)^            Vyz 
S  /ni  D  =  3  -♦-  ^ ' ! ■  : 

mais  nous  avons  pour  S/H]  D  l'équation  (A).  Ainsi 

F r -il  +   ^'^   1  =  9-4-  ^y-'^^^ ^'^  , 

F>s(^5  —  q^      __  yz  —  'iq  y^z 


(  4o  )       . 

Il  est  facile  de  constater  que  yz  —  q  entre  comme  facteur  dans 
le  second  membre  de  l'équation;  chassant  les  dénominateurs 
et  divisant  par  ^3  —  q^  on  trouve 

F^  =  —  'iq^{^\—y)—zy. 
Les  équations  (B),  (C)  donnent 

Ai'iq  —  z)x'^y  =  {(^q  —  \z)x^-\-  z—  q^         z  =  x  —  a?^, 

^F(i  —  x^)x^=2  Sqx^  —  i^q  —  ^z)x^—  z-\-  q 
*—  —  qx^-\-  ix^z  —  z  -\-  q. 

Pour  X  -—  i,  z  s'annule  ;  ainsi  la  seconde  partie  de  l'équation 
est  divisible  par  i  —  x,  ainsi  que  par  i-^x.  On  a,  après  avoir 
divisé  les  deux,  membres  de  Téquation  par  i  —  x^, 

^Fx^=q-{-— — —  =  q-^ -i ■-  =q—x-hix^. 

» 

L'inconnue  Xi  est  déterminée  par  l'équation 

g  —  X 
(x  —  miqo)x\-h(miqii--'zx)xi  =  x -^     7~1'  ^ 

dont  le  discriminant  est 
désignons-le  par 

R(£) 

R(a7)  étant  un  polynôme  du  quatrième  degré,  on  a 

'2(miqo —  •2x)xi-\-  rriiqo —  ix  =  —  \/R(x)  . 

2X 

Si  Ton  introduit  une  variable  u 

dx 


/dx 
7W^ 


) 

on  aura  Xi  fonction  doublement  périodique  de  u. 
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SlIR  LES  CONDITIOIVS  QUI  EXPRIMENT  QrUN  SYSTÈME 
DE  TROIS  AXES  EST  TRIRECTANGLE; 

Par  m.  Paul  APPELL. 


1.  On  donne,  dans  tous  les  traités  de  Géométrie 
analytique,  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  qui 
doivent  exister  entre  les  neuf  cosinus  des  angles  que 
forme  un  svstème  de  trois  axes  avec  trois  axes  rectan- 
gulaires,  pour  que  ce  système  de  trois  axes  forme  un 
trièdre  trirectangle  ;  mais  il  peut  être  utile  de  connaître 
les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  qui  doivent 
exister  entre  les  neuf  cosinus  des  angles  que  fait  un  pre- 
mier système  de  trois  axes  avec  un  second  système,  non 
supposé  rectangulaire,  pour  que  les  deux  systèmes  for- 
ment des  trièdres  trirectangles  ou  pour  que  Tun  d*eux 
forme  un  trièdre  trirectangle. 

Voici  une  solution  sommaire  de  cette  question,  qui  a 
été  posée  par  M.  Boussinesq. 

2.  Soient  a,  P,  y,  a ,  ^\  y'^  a",  [3'',  y"  les  cosinus  des 
angles  que  font  entre  eux  deux  systèmes  d'axes  quel- 
conques Oxyz  et  Ox^yi  Zi.  Considérons  un  autre  sys- 
tème d'axes  auxiliaires  OXYZ  supposé  rectangulaire,  et 

soient 

a,  6,  c;     a',  b\  c' ;     a",  b%  c" 

les  cosinus  des  angles  des  axes  O.r,  Oy^  Oz  avoc  OX, 
OY,  OZ  ; 

ai,  6i,  Ci;     a\,b\,c\\     a'[,  b'[,  c'[ 

les  cosinus  des  angles  des  axes  Ox,,  Oy^^  Oz^   avec  OX, 
OY,  OZ. 
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Ou  a,  d'après  des  formules  éléineuiaires, 


(0 


a  =  a  ai 
^  =z  a  a\ 


fj  bi  -h  c  Cl, 
b  b\  -{-c  c\ , 


f=a''a'[ 


b'bl 


C   Cj 


On  sait,  d'autre  part,  que  le  déterminant 


D  = 


abc 
a'     b'     c' 
a"     b"     c" 


a  une  signification  géométrique  remarquable  \  il  est,  en 
valeur  absolue,  égal  au  volume  du  parallélépipède  ayant 
pour  arêtes  des  segments  de  longueur  i  portés  sur  les 
axes  Ox,  Oj^  O^;  si  Ton  appelle  Ox'  la  normale  au 
plan  jOz^  on  a 

D  =  =h  sin/0^  cosa^Oa?'. 

D'après  cela,  le  déterminant  D,  qu'on  nomme  quel- 
quefois sinus  du  trièdre  Oxyz^  est,  en  valeur  absolue, 
moindre  que  l'unité,  sauf  dans  le  cas  particulier  où  le 
trièdre  Oxjz  est  trirectangle  :  alors  D  =  db  i . 

Donc,  pour  exprimer,  sous  forme  condensée,  qu*un 
trièdre  réel  Oxjz  est  trirectangle,  il  faut  et  il  suffit  que 
l'on  écrive  D  =  dz  i . 

Cela  posé,  si  l'on  appelle  de  même  Dj  le  sinus  du 
trièdre  Ox^y^  z^ , 


D,= 


et  si  l'on  pose 


A  = 


fll 

éi 

Cl 

a\ 

*'. 

c'. 

«î 

b\ 

o\ 

a 

P 

t 

a' 

P' 

Y' 

a' 

P" 

T' 

(  43) 

la  règle  de  niulliplîcalion  des  déterminants  donne,  en 
vertu  des  relations  (i), 

(2)  1=DD,. 

Le  déterminant  A  est  donc,  en  valeur  absolue, 
moindre  que  Tunité,  excepté  quand  les  deux  trièdres 
Oxyz  et  Oxi^i  z^  sont  trirectangles  :  alors  A  =  riz  i . 

3.  Pour  que  les  deux  trièdres  réels  Oxyz,  Ox^y^z^ 
soient  trire»ctangles,  il  faut  et  il  suffit  que 

(3)  A==fci. 

Cette  condition  montre  que  les  six  relations  clas- 
siques 


(4) 


a» 

-f- 

àî 

-h 

'(' 

I, 

a'« 

-h 

?'• 

-h 

i' 

= 

I, 

«"'2 

-h 

Yi 

-+- 

Y' 

: — 

I, 

aa! 

-h 

P?' 

H- 

Ti 

— 

o» 

olol" 

-f- 

î?" 

-f- 

Ti' 

— 

o, 

a' a' 

'-h 

i'p 

'  + 

T'Y" 

=: 

o, 

qui  ont  Heu  nécessairement  quand  les  deux  trièdres 
Oxyz  et  Ox^j^  z^  sont  trirectangles,  sont  suffisantes 
pour  qu'il  en  soit  ainsi;  car  elles  entraînent  la  condi- 
tion A  =±  I. 

4.  Pour  que  le  trièdre  Ox^y^z^  soit  trirectangle, 
Oxyz  ne  l'étant  pas,  il  faut  et  il  suffit  que  D|  ==  zi:  i , 
c'est-à-dire,  d'après  (2), 

(5)  A=±D. 

Ainsi,  il  faut  et  il  suffit,  pour  que  Ox^y^z^  soit  tri- 
rectangle,  que  Je  déterminant  A  des  neuf  cosinus  soit 
égal,  en  valeur  absolue,  au  sinus  du  trièdre  Oxyz, 

Comme  dans  le  cas  précédent,  cette  condition  est 
équivalente  à  plusieurs  relations  distinctes. 


i^^) 


CONCOURS  POUR  LES  BOURSES  DE  LICENCE  EN  1893  ('); 

Par  m.  AUDIBERT. 


I.    1°  La  tangente  à  la  courbe  (c)  au  point  x^  y,  z, 

X  —  X       Y — y       Z  —  z 


it  it^ 


fait  avec  les  axes  les  angles  a,  p,  y^  on  aura,  d'après 
l'énoncé, 

cosp  =  — =  r, 

COSY  =   ; =  z. 

x^jG\.z  désignant  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu. 
On  en  tire,  par  l'élimination  de  f, 

x-\-z  =  i^        y*-h  %x^  =  2Xj 

équations  d'un  cercle  situé  dans  le  plan  x  -\-  z  =  i  y  de    . 

rayon—?  ayant   son  centre   au  point  x  =  ^,  j^  =  o, 

Z  j. 

2°  La  normale  principale  est  déterminée  par  l'inter- 
section du  plan  osculateur 

(X— a:)2^2  — (Y— jK)2f  H-Z  — z  =  o, 
avec  le  plan  normal 

X  — n?-h(Y--^)2/-l-(Z  —z)%t^  =  o, 

(>)   Voir  3- série,  L  XII,  p.  462. 


(45) 
Son  équation  peut  s'écrire 

X  —  x       it{\—y)        Z  —  z 

I  2** — I  — I 

On  aura,  comme  dans  le  cas  précédent, 

cosa  = r =  X. 

Q  2^2— I 

cosp  =  — -T =  r, 

COSY  =   T 1  =  Z. 

d'où  les  deux  équations 

ar -h  2  =  O,  J^*-t- 237*=  I, 

qui  représentent  un  cercle  de  rayon   i,  dans  le  plan 
:r  -H  5  =  o,  et  dont  le  centre  est  à  Torigine. 

3°  La  perpendiculaire  au  plan  osculateur,  ou  binor- 
male  au  poin.t  x,  j",  z  de  la  courbe  (c),  a  pour  équa- 
tion 

X  —  ^  __  Y — y       Z  —  z 

it^     ~"   — 2*  —       i 
On  aura  encore 

2/« 

cosa  =  — =  X, 

2f»-Hl 

I 

COSY  =   2 =  'S, 

'  2*«-hI  ' 

et  l'élimination  de  t  donne,  comme  dans  le  premier  cas, 

X-hZ  =  ly  J^2-h  237*=  207. 

II.  Une  des  bissectrices  de  l'angle  formé  par  la  tan- 
gente et  la  bî normale  au  point  x,  y^  z  de  (c), 

Y  =y^        Z  =  X  -{-  z  —  X, 

fait  avec  les  axes  les  angles  fixes  -y  -»  -• 

^  42/1 


(  46) 
L'équation  de  la  surface  cylindrique  qu'elle  forme  eu 
s'appuyant  sur  (c)  s'obtiendra  en  éliminant  a:,  j^  et  z 
entre  ses  équations  et  celles  de  la  courbe  (c), 

La  résultante  est 

Y(27~9)«  =  27(Z-X)«. 

L'équation  de  la  projection  sur  le  plan  dés  XY  de  la 
section  de  cette  surface  par  le  plan  Z  H-  X  =  a  sera 

(1)  Y(2j'-9)«  =  27(a-aX)«. 

•Rapportons  cette  courbe  à  deux  axes  situés  dans  son 
plan  Z  -I-  X  =  «,  Taxe  des  abscisses  étant  la  trace  de  ce 
plan  sur  les  XZ,  celui  des  ordonnées  la  perpendiculaire 
à  cette  trace  élevée  au  point  où  la  bissectrice  de  Tangle 

des  XZ  la  rencontre. 

» 

Soient  S  et  71  les  nouvelles  coordonnées,  les  formules 
de  transformation 

X  - ^         ^  Y- r 

introduites  dans  (i),  donneront  l'équation  de  la  section 
droite 

Cette  courbe  située  dans  la  région  des  ordonnées  po- 
sitives est  symétrique  par  rapport  à  Taxe  des  r\  ;  elle  est 
tangente  à  Torigine  à  Taxe  des  \,  Au  point  $  =  o, 
•/l  =  \^  elle  a  un  nœud  où  se  croisent  deux  branches 
allant  à  Tinfini.  Les  deux  tangentes  ont  au  nœud  les 

coefficients  angulaires  =h  y/S. 

IlL  Le  plan  contenant  à  la  fois  la  biiiormale  et  la 
tangente  au  pointer,  i*,  z  de  la  courbe  (c)  est  représenté 


(47) 

par  rëqualîon 

/(4«2-h2)(X-57)-4-(4^*-i)(Y-^) 

—  «(4^»-i-2)(Z  — ^)  =  o, 

qui  devient,  en  remplaçant  x,  y  et  z  par  leurs  valeurs 
en  t^ 

2/X-|-(2/2-_i)Y  — 2*Z  — f>(2i>-4-  3)=0. 

Soit  donné  un  point  Gxe  (/  =  a)  sur  la  courbe  (c); 
écrivons  que  ce  point  est  sur  ]e  plan,  nous  aurons  la 
condition 

6a*-f-3a2(2i2  — i)  — 4a3<  — /2(2<«-f-3)  =  o 
ou 

(f  —  a)»(2<«H-  4afH-  3)  =  o. 

Le  second  facteur  du  premier  membre  égalé  à  zéro 
donnera  deux  valeurs  de  t  (autres  que  a)  qui  annuleront 
cette  équation.  On  en  conclut  que  d'un  point  quel- 
conque (^=a)  de  la  courbe  (c)  on  peut  mener  deux 
plans  remplissant  les  conditions  de  l'énoncé.  Pour  que 
ces  plans  soient  réels,  il  faudra  avoir  a^  >  |. 


SUR  LES  EQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  LINÉAIRES 
A  COEFFICIENTS  CONSTANTS; 

Par  m.  AURIG. 


1.  Soit  Téquation  différentielle  linéaire  à  coefficients 
constants 

Soient  m^,  ma,  ...,  ni^  les  racine?  de  Téquation  carac- 
téristique. On  donne,  en  général,  comme  solution  gé- 


(48) 

nérale  de  l'équation  (i) 

(•2)  y  =^  C|e"»i*-i-  c^e'^a^-f-. .  .-f-  c„e'"«-^. 

Celte  façon  de  s'exprimer  donne  lieu,  suivant  nous, 
à  de  nombreuses  objections. 

1°  En  général,  ce  sont  les  coefficients /7|,yL>2,  ...,/>«  qui 
sont  donnés  et  connus  et  non  les  racines  m^^  tn^', ...,  rrifi  ; 
la  solution  devrait  donc  être  donnée  en  fonction  des 
coefiicients  p, 

2°  Eli  général,  ce  sont  les  conditions  initiales  qu'on 
se  donne  arbitrairement;  il  en  résulte  que  les  con- 
stantes C|,  C2, ...,  c,,,  étant  des  fonctions  bien  déterminées 
de  ce;s  conditions  initiales,  ne  sont  plus  absolument  ar- 
bitraires. 

3"  La  solution  devant  être  fonction  des  coefficients  p^ 
en  d'autres  termes  des  données  mêmes  de  la  question , 
doit  être  une  fonction  symétrique  des  racines,  ce  qui  ne 
peut  avoir  lieu  que  si  les  constantes  c^^  c^^  . . .,  c,i  sont 
elles-mêmes  des  fonctions  particulières  de  ces  racines. 
En  résuuié,  la  solution  (2)  est  plutôt  une  solution 
symbolique  qu'une  véritable  solution  pratique. 

Dans  notre  thèse  (Chap.  VIII),  nous  sommes  arrivé 
au  résultat  suivant. 

Considérons  la  fraction 

et  admettons  que  cette  fraction  développée  soit 

«0  -+-  ai  07  -h  «î  a:*  -4-  03073  H- ... , 

la  solution  générale  de  Téquation  (i)  prend  la  forme 

^  -^  I  1.2  1 . 2 . 3 


-! 


(  49  ) 
solution    susceptible    d'applications    immédiates,    car, 
ainsi  que  nous  allons  le  montrer,  la  série  obtenue  est 
toujours  convergente. 

2.  Rernan/ue.  —  Si  une  série 

est  convergente  pour  la  valeur  Xq^o  d(î  a*,  je  dis  que 
la  série 

I  I  .  2  1.2.3 

est  convergente  pour  toute  valeur  de  x. 
En  efiet,  la  série 

étant  convergente,  on  a  nécessairement 
ou  aura  donc,  en  valeur  absolue. 


an ô =M 5 , 


d'où  Ton  voit  que  la  série 


X  x^ 

I  1.2 


a  chacun  de  ses  termes  plus  petits  eu  valeur  absolue  que 
ceux  de  la  série  toujours  convergente 


X 


M  e^  0  =  M  -t-  M  —  -t-  M 


X  /  ^  \' 

^0      ,      ^   \Xq) 


1  I  .'2 


donc  cette  série  est  également  toujours  convergente. 


1 


(  5o  ) 

3.  Si  maintenant  nous  considérons  la  fonction 

U 

U  étant  un  polynôme  entier  de  degré  {n  —  i)  en  x,  et 
si  p  est  le  module  Diiuimum  des  racines  de  Péquation 

I -+-/?! 37  -h. .  .-i-/>,ja?«=  o, 

cette  fonction  sera  liolomorphe  à  l'intérieur  du  cercle 
de  rayon  p  \  on  pourra  donc  lui  appliquer  le  tliéorènae 
de  Taylor;  en  d'autres  termes,  le  quotient  développé 
sera  une  série  convergente  pour  toute  valeur  de  x  infé- 
rieure à  p. 

Il  en  résulte  que  le  procédé   indiqué  plus  haut  est 
toujours  applicable. 

4.  Applications,  —  i°  L'équation  caractéristique  a 
une  seule  racine  réelle, 

dy 
Nous  considérons  la  fraction 

.Ko 


I  —  ax 
et  la  solution  est 


=  yQ{i-h  ax  -^  a-x^-h. . .) 


I  ax  ««072  \ 

(4)  7o  (^i  -+-  —  +  -j-j-  •+■• . .  j  =roe«^. 

2°  L'équation  caractéristique  a  deux  racines  imagi 
naires 

Nous  avons  à  développer  la  fraction 

I  —  2  pa"  cosO -h  p2^2  1  —  2pa:  cosO -h  p*:r2 


(5) 


(  5i  ) 

Or,  en  considérant  le  développement  de  — : ^.  ,  on 

I  —  p  xe^^ 

trouve  les  deux  formules 

I  ~~~  0  Sj  cos  fi 

^ — — —  =  n-  pa:cosô-4-p*a?*cos2  6-hp3a?3cos3ÔH-..., 

i  — 2pa7COs9-h  p^a?^  r  r  r 

pa7sin6  .    ^  .      f,        o    ,    .    «/x 
* ji r— r  =         pa?  sin 8-1- p* 37*  sin 26  + p3ic3  5,11  3 Q4_..., 

I — 2pa7Cos8-i-p2a72  «^  »  *^ 

d*où  Ton  a  la  solution  générale 

r  — ro  =  (-T-)  — r-;: (  i— - sm 6 -f- *- sin20 

^       ^         \cw7/opsinG\   I  1.2 

(6)    '  '•"•'  ^ 


•^    sinfi  \  1.2  1 .2.3 

H-— i— -;r— ,  sin36  -4-...  ). 
1.2.3.4  / 


3**  Incidemment,  remarquons  que  les  séries  (5)  res- 
tent convergentes  tant  que  mod(px)  <^  i. 

Eu  effet,  si  on  limite  ces  séries  au  x^^^^  terme,  les 
restes  respectifs  prennent  la  forme 

p/t-t-ia7«+i[cos(/i  -f-i)6  H-  pa7cos(/i  -4-2)6] 
I  —  2pa7COs6 -h  p*ar' 

p/t-Mar/i-n[^sin(/i  -h  1)6  -h  ^x  sin(/i  -\-  2)6] 
I  —  2pir  cosG  H-  p2a72 

et  ces  restes  tendent  vers  zéro  lorsque  mod(pj:)<^i; 

011  en  déduit  la  règle  de  convergence  suivante: 

Soit  la  série 

«0 -+- <^i  ^ -H  ^î  ip* -+■•••  ; 

si,  à  la  limite,  on  a,  soit 

soit 

lima/2  =  p"sinn6, 


(  52) 
la  série  sera  convergente  pour  toute  valeur  de  x  de  mo- 
dule inférieur  à  -• 

P 
Ce  résultat  peut  être  généralisé  par  la  considération 

des  sinus  d'ordre  supérieur. 

4°  Admettons  que  Ton  connaisse  les  racines  de  l'é- 
quation caractéristique  et,  par  suite,  de  Téquation  aux 

inverses 

I  -\-piX  -H.. .-!-/?« a7«=  o; 

on  décomposera  en  éléments  simples  la  fraction 

U 

et  l'on  obtiendra  des  fractions  élémentaires  de  la  forme 

A  A 

I  —  ax      (i  —  ax)^ 

Ma:-hN  Ma?-hN 

1  —  2pJ7COsG  -f-  p*ir*'      (i  —  2pa7COSÔ  -t-  p^ar^)* 

qui  donneront  chacune  une  portion  de  l'intégrale  géné- 
rale sous  une  forme  relativement  simple. 


SUR  LA  DYNAMIQUE  DU  POINT; 

Par  m.  ANDOYER. 


\  .  Soit  un  point  matériel  M,  de  masse  /n,  soumis  à  une 
force  dérivant  d'un  potentiel  U,  tel  que,  v  désignant 
sa  vitesse,  on  ait 

Si  Vn  et  F^  sont  les  projections  de  la  force  sur  la 
normale  principale  et  sur  la  binormale  à  la  trajectoire, 


(  53) 
on  a 

i^6  =  o,  =  t^/i, 

P 

p  désignant  le  rayon  de  courbure. 

Imaginons  maintenant  que  l'on  oblige  le  même  point 
à  suivre  la  même  courbe  sous  l'action  d'une  force  déri- 
vée d'un  potentiel  M'  fonction  de  U,  tel  que,  v'  dési- 
gnant la  vitesse  dans  ce  nouveau  mouvement,  on  ait 

mv'^  =  2U'. 

On  aura  aussi,  en  appelant  F'^  et  F^  les  quantités 
analogues  à  F^  et  à  F,|,  et  N  la  réaction  de  la  courbe, 
dirigée  nécessairement  suivant  la  normale  principale, 

La  force  est  dans  le  plan  osculateur,  de  même  que  la 
réaction  de  la  courbe. 

Ces  équations  peuvent  servir  dans  presque  tous  les 
cas  h  ramener  la  question  de  l'étude  du  mouvement 
d'un  point  sur  une  courbe  fixe  (la  force  étant  assujettie 
à  rester  dans  le  plan  osculateur)  à  Tétude  du  mouve- 
ment d'un  point  libre  admettant  cette  courbe  comme 
trajectoire.  Cette  question  n'est  pas  sans  intérêt  :  nous 
allons  en  donner  plusieurs  exemples. 

1°  Soient  donnés 

V    et     n^^a^J^V    '"K 

P  P 

On  a  alors  la  relation 
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Si  eu  particulier  y(i^')  est  une  conslanle  2a, 

U=G(U'-a), 

C  étant  une  constante  arbitraire. 

Ce  résultat  est  d^ailleurs  très  connu, 
a**  On  donne 


U'     et     N  = 
On  a  donc 


^  =  K/(y)=^Kf(i/^\ 


d'où 


dv     dv'[      ./  Aû^M 

Si  en  parliculiery(i'')  est  une  constante  a,  on  a 

U  =GU'«+S 

C  étant  une  constante  arbitraire. 

C'est  encore  un  résultat  connu  5  pour  a  =  —  i ,  il  cor- 
respond à  la  théorie  des  brachistochrones. 

3°  On  donne 

U'    et    F'„  =  Ûp==  fiscal; 
alors 

Siy(i^')  =  m^^'^,  on  trouve,  naturellement,  11=  CU'. 


(  â^  ) 

Ce   cas  rentre   d'ailleurs   dans    le  premier,   puisque 

p 

2.  Le  plus  généralement  U  et  U'  seront  fonctions  de 
ia  distance  à  un  plan,  à  un  point  ou  à  une  droite,  et  s'il 
en  est  de  même  des  diverses  quantités  qu'on  peut  se 
donner  pour  déterminer  le  mouvement,  le  problème 
sera  susceptible  de  quelque  extension. 

Supposons  d'abord  U  et  U'  fonctions  de  la  distance  à 
un  plan,  celui  des  xy.  Le  mouvement  a  lieu  dans  un 
plan  parallèle  à  Taxe  des  z,  que  nous  pouvons  choisir 
pour  le  plan  des  xz, 

dx  /    ^ 

En  faisant  -*-  =  4/  — r-,  A  étant  une  constante  ar- 
dt        y   m  A 

bîtraire,  la  trajectoire  est  déterminée  par 

,  dz 

dT=  ; 

v/UA- I 
le  rayon  de  courbure  est  donné  par 

2(U\ydz 


On  a 


aussi 


P  = 


F„  = 


d{l]X) 
d\] 


dz/UX 
et,  en  appelant  F^  la  force  tangentielle, 


^'"^-d^V'-ik' 


Cela  étant,  supposons  qu'on  veuille  déterminer  la 
courbe  dans  le  plan  de  zx^  en  se  donnant  en  fonction 
de  z  ; 

1°  U'  et  N.  On  aura 

aU  dV  ^i\}'      ^ 

p     dU  "^     p  ' 


(  5<)) 


3  . 


(UA)rfU'— U'^(tJA)-h(UA)«  N^/c  =  o, 

U' 


UA  = 


Ndz\'' 


et 

dz 
d.r  = 


/    /•    [\  dz  \ 

r  "Sdz 
J   VÎT' 


\/^^^è 


Exemple  (n)  : 

\]'  —  mg{z-^  h)^         N  =  X/n^, 
,    _  dz{k  ->r-\}/z  -^  h) 


\/{z  -h  h)  —  (  k  -h  X  \/z  -h  h  y 

Exemple  (b)  : 

U  '  =  w^  z,         N  =  X  m^z" , 

.    dzik-hz"^^) 


dx  = 


\/ 


(  2>,  n-h  I  )î 


(>t  +  /^î)' 


2"  U'  et  f;,. 


_  2U  flfU'  rfU' 


...      /dV'Y   I 


Exemple  V 


t/lïV-n. 


U'  =  mgz,         F;,  =  mglzn^ 


_    -2/i 


F 


L 
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3°  U'  et  F;  .  On  en  tire 


^■"^m'-^- 


et  ToiJ  est  ramené  au  cas  précédent. 
4"  U'  et  la  force  centripète  F^  = 


mv 


'1 


On  a 

rc=  —-  = 3 — 9 


P         (Uky'dz 


UA  =  ^ 


dz 
dx  = 


F'.dzy 

F'dz 


ifW) 

j  2U' 


V'  -  {/m  • 

Exemple  : 

\}'=zmgz,        F'^  =  mg\zn, 

dz^z^^-hk) 


dx  = 


i/¥^ 


*)' 


5°  Connaissant  U  ou  l'une  quelconque  des  quantités 
qui  peuvent  déterminer  U  et  U',  calculer  N. 

^       ^\^           é^U/       U'rf(UA)  — (UA)^U' 
IN  z=  =  1 . 

^  (UA)2rfz 

Exemple,  —  La  courbe  est 

a?2  =  2/>z         et  U' = /n/?c*  (  >5  4- —  1  • 

Ou  a  d'abord 

U  A    = h  I  , 

et,  par  suite, 

N  =  o. 

Ann.  de  Mathémat.,  3* série,  t.  XIII.  (Février  1894.)  ^ 
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6"  Connaissant  U  et  N,  calculer  U'. 

p     d{]  ~    p 

{{JA)dU'—  IJ'^(UA)4-  N(VXydz  =  o, 

U'  =  XUA-UA  r^. 

./    /UA 

Exemple.  —  La  courbe  est 

z^  =  2px        et         N  =  X. 

On  a  d'abord 

UA  =  =^H-i, 

z^         ^ 

s 

3.  Supposons  maintenant  U  et  U'  fonctions  de  la 
distance  à  un  point.  Soît  Torigine  ce  point;  la  courbe 
est  dans  un  plan  que  nous  prendrons  pour  celui  des  xy^ 
et,  en  coordonnées  polaires,  on  aura 


r^:ZZ  =i/  -TL^,  ^e=  '^'' 


d^  _  y  1 

dt  ~\    m\ 


r 


v/r2UA 


i(VA)Kdr 

P  =  ■ 


d{VA) 
F    -         ^^  F    -  ^U  â  A  ~ 


Avec  ces  formules,  on  pourra  traiter  les  mêmes  pro- 
blèmes que  précédemment. 

Il  en  sera  de  même  si  l'on  suppose  U  et  U'  fonctions 
de  la  distance  à  une  droite,  l'axe  des  z^  par  exemple  ; 

faisant  r=  \lx'^-\-j'^  on  aura  comme  formules  priii- 


(  59  )  •  .  I 


cipalcs, 


S=v/^'  ''"S=i/^'  ^^= 


é/(UA)v/i-i- AA'/'2 


4.  Imaginons  maintenant  que  le  point  M  se  meuve  sur 
une  surface  donnée  sous  l'action  du  potentiel  U  ;  soient 
Fn  et  F^  les  projections  de  la  force  sur  la  normale  à  la 
surface  et  la  normale  à  la  courbe  située  dans  le  plan 
tangent  ;  soient  enfin  p^  et  R  le  rayon  de  courbure  géo- 
désique  de  la  courbe  et  le  rayon  de  courbure  de  la  sec- 
tion normale  correspondante,  N  la  réaction;  on  a 

Si  l'on  oblige  le  même  point  à  suivre  la  même  courbe 
sous  l'action  d'une  force  dérivée  du  potentiel  U',  fonc- 
tion de  U,  on  aura,  en  appelant  p»',  F'  et  F'„  les  quan- 
tités analogues  à  i^^  Fg  et  F^,  et  désignant  par  ]N'  et  N)^ 
les  projections  correspondantes  de  la  réaction  ]\', 

mt;'2=2U', 
2U'  dV 

— -^'  =  F^  =  Fir^' 

R         ^^''-^^~^''  du' 

et  ces  équations  permettront  de  résoudre  des  questions 
tout  à  fait  semblables  à  celles  qui  ont  été  résolues  plus 
haut.  Les  deux  premières  applications  subsistent  pour 
ainsi  dire  sans  moditications.  Pour  aller  plus  loin,  nous 
donnerons  les  formules  principales  qu'il  y  aura  lieu 
d'employer  dans  les  cas  les  plus  fréquents. 

1°  U  et  U'  sont  fonctions  de  z,  La  surface  est  de  ré- 


(6o) 
volution  et  a  pour  équalion  z  =.J\r), 


dt       \    m\  rv/r'UA  — I 

dz  /iH-y*      rv/i-h/'=^      ^r^  'dr\r^i^/'ij 

^^    /i-H/'j  *  dz    /UÂ/-v/i-h/'»' 

'       dz  ^riT/^V  rîUA' 

•__  •x{vx)h^dzs/'r^rn 

^^   UA 

-  i(rîUA  ~i);lf      /—   -V  ^A  -7^= 

Exemple.  —  Sur  le  paraboloïde  2:  =  — »  on  suppose 

U'  =  /wg"(-3  4-/2)  ;  eu  outre,  la  projection  de  N'  sur  Oz  est 
—  mg,  de  sorte  que  le  point  est  animé  dans  le  sens  de 
Oz  d'un  mouvement  uniforme.  On  trouve 

iz  -^  p 


et,  par  suite, 

pr  \/i.kp 

Il  est  clair,  d'ailleurs,  que  le  problème  est  plus  facile 
à  irai  ter  directement  que  de  cette  façon. 

2°  U  et  U'  sont  fonctions  de  la  distance  à  un  point 

R  =  y/x^H-j^'-H- ^^;  la  surface  est  de  révolution   et  a 
pour  équation  z=J(^r). 

dt       y    niK  rv/r^UA— I 

d\]    z  —  rf  iVf  o.(r^l]\—i)  d  /       f 


d\\\\yj^^f±       ,yi-F/'2  Ar         dv\r^y^f"i 


-    > 
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_.        dV     rf—  z  j,        dV  /•  -h  zf 


«'R  R/h-/'*  «?R  v/UAR/-/r+/'* 


V^-'-^v 


«^R  Rv/i-H/'î 


R=-  ^^^ 


l(r^VX-f)4-(      .Z1.,^WUA         '^" 


3**  U  et  U'  sont  fondions  de  la  distance  à  une  droite  /•  ; 
la  surface  est  un  liélicoïde. 

z  =zf(r)-h  A6     (pour  A  =  o,  la  surface  est  de  révolution). 

d^  dz       ^  /T~ 

dt  dt        \    nxK 


dr  """"  r«4-  h> 


hf  y_  _      /(i-i-/g)r»-f-/?^ 

4- ^«  "^ /'2 -h  7i2  y/  UA(/-2  4-A*)  — I 


N=  ~ 


^  /•/' 


A(r2-+-  ^2)2  (^2^_  A*)  v/(i-h  n)/'2-+-  A2 


Ar  di 

d\}  rf 


T -'-^'  I 


'^       «^'-   v/ÏJÂv/A2 +  (!+/'») 7-2 


h^-hr^—     * 


UA 


v//i2-h(i-+-/'2)/-2 

__    2  (   U  A  )^  (//•  v//l2  -4-  (  I  ^-  fi  )  ;.2 


R  = 
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UA 


'  ■  U  A 


[UA(r2-hA«)— i]    rf  r r\fl 1   ( 

Il  est  clair  que  les  formules  qui  précèdent  peuvent 
encore  servir  à  résoudre  quantité  de  problèmes  sur  le 
mouvement  d'un  point  matériel  assujetti  ou  non  à  res- 
ter sur  une  surface  donnée. 

5.  Il  est  de  môme  intéressant  de  ramener  les  courbes 
tautochrones  à  des  trajectoires  libres  d'un  point  matériel. 

Si  U'  est  le  potentiel  s'annulant  au  point  de  tauto- 
chronisme,  et  si  T  est  le  temps  constant  pour  arriver  à 
ce  point,  on  a,  en  appelant  s  Tare  de  la  courbe  compté 
à  partir  du  point  de  tautoclironisme, 

d'où 


et 


U  H 52  = 

8T« 


•2  1' 


Supposons  d*abord  le  point  libre  et  la  force  assujettie 
/  à  rester  dans  le  plan  osculateur^  si  d'abord  U'  est  fonc- 

tion de  s,  la  courbe  est  dans  le  plan  des  xz  par  exemple, 
et  Ton  a 

dx 


=^V" 


7r2/n  U'    dz'^ 


Le   potentiel  U  sous  l'action  duquel  le  même  point 
décrirait  librement  la  même  courbe  est  déterminé  par 


2T2        /rfU'\2 


r:-ln\^'   \  dz  I 


...   _        t:*//(U'  V  d 

I  H r— .-77    I 


r 
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Inversement,  on  peut  en  déduire  U'  en  fonction  de  UA. 

Exemple  : 

U'=  mgz^ 

I 


UA  = 


14- 


TZ-Z 


•2  TV 


dx  =  dz 


^T'»-  ^, 


ir* 


Soit  maintenant  U'  fonction  de  la  distance  à  un  point; 
la  courbe  est  dans  le  plan  des  xy  par  exemple,  et  l'on  a 


6^6  = 


r 
On  en  déduit 

rî  7c«/nU'    dr^ 
UA  =  


2T2        rfU'2 


Tr*/nU'    dr^ 
Exemple  : 

UA= r^î , 


7C 


4rr.(«'-'-^> 


r2— a2 

Enfin  imaginons  que  U'  est    fonction   de  rj   on  aura 

d'abord,  d'après  la  condition  que  la  force  est  dans  le  plan 

osculateur, 

2T2     dm  ' 


^d^        dz               .             ,i.        drk                    7:2  m  U'    dr^ 
/•2  — -  =  — —  puis  a6  =  —  1  /    -Fcr—z. > 

d'où 

I       oTs     ^U'2 

—  r2  _j 
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De  même,  sur  Thélicoïde  z  =f(r)-h-h^,  avec  U'  fonc- 
tion de  r,  on  aura 


dr  r*  -+-  h^ 


^  ^-  [d  -f-/«)/'2  -+-  h^]  -  (rî-f- A2) 


2  T«     rfU* 


Sur  une  surface  de  révolution  z  =y(r),  on  aura 

et  l*on  pourra  aussi  bien  supposer  U'  fonction  de  z  et  R, 
à  cause  de  l'équation  de  la  surface  qui  permet  toujours 

d'exprimer  —r-  en  fonction  de  r. 

De  ces  formules,  on  tirerait  facilement  les  valeurs 
correspondantes  de  UA.  Si,  par  exemple,  la  surface  est 
de  révolution  et  U'  fonction  de  r,  on  a 

i_     iT^     dV'^ 

r2  Tz^ml]'    dr^ 
UA  =  


2T2     dV'^ 

^-^    ^Tz^mU'    dr^ 


Exemple.  —  Déterminer  une  surface  de  révolution 
telle  que  la  ligne  gépdésique  tangente  en  A  au  parallèle 
du  rayon  p  soit  tautochrone  en  A  pour  la  force 

—  m(ar  -\-  b) 

(Agrégation,  i885). 
Ici 

UA  =3  >L,  U'=  m  [-^{p'-  r^)-^  Hp  -  r)] , 

et,  en  faisant 


on  a 


-,2  _  a(g— i)r3-h(a— i)(/?a  +  2^)r^-+-(2/?a  -\-  ^)^r->t-p^^ 

7-2  (  a  r  -f-  ay?  4-  2  p  ) 
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Remarque.  —  U  y  a  une  différence  essentielle  entre 
les  problèmes  traités  dans  le  premier  paragraphe  et  ceux 
qui  suivent  :  pour  ceux-ci,  en  effet,  c'est  la  quantité  UA 
et  non  U  qui  joue  le  rôle  prépondér^mt.  Il  est  inutile 
d'insister  sur  les  conséquences  immédiates  qui  résultent 
de  ce  fait. 


AD6DSTE  CONTE  EXANINATEDR  D'ADMISSION 
A  L ÉCOLE  POLYTECHNIQUE; 

Par  m.  Pierre  LAFFITE, 
Professeur-  au  Collège  de  France. 


Auguste  Comte  fut  nommé,  pour  ]a  première  fois,  examina- 
teur d'admission  à  l'École  Polytechnique  en  1887,  et  il  occupa 
cette  position  jusqu'en  i843;  il  remplit  donc  la  fonction  pen- 
dant sept  années  consécutives.  Jamais  nomination  ne  fut 
mieux  méritée.  Auguste  Comte  était  un  ancien  élève,  et  des 
plus  brillants,  de  l'École  Polytechnique.  Il  n'avait  eu  aucune 
réparation  pour  le  licenciement  de  l'École,  au  mois  d'a- 
vril 18 16,  comme  cela  était  arrivé  à  plusieurs  de  ses  cama- 
rades de  l'École  Polytechnique,  notamment  M.  Lamé,  nommé 
professeur  de  Physique  à  son  retour  de  Russie.  En  outre, 
Auguste  Comte  avait  vécu,  depuis  1816,  de  l'enseignement 
privé  mathématique,  principalement  de  la  préparation  à  l'É- 
cole Polytechnique.  Parmi  ceux  qu'il  avait  préparés  pour 
cette  école,  et  qu'il  y  avait  fait  recevoir,  était  La  Moricière, 
qui  devint  plus  tard  le  célèbre  général  d'Afrique.  Auguste 
Comte  avait  été  introduit,  en  1882,  comme  répétiteur  d'Ana- 
lyse et  de  Mécanique,  à  l'École  Polytechnique,  par  M.  Navier. 
La  fermeté  du  caractère  d'Auguste  Comte,  sa  bonté  et  sa 
scrupuleuse  probité,  à  qui  tout  le  monde  se  plaisait  à  rendre 
justice,  montraient  assez  qu'il  remplissait  aussi  bien  les  con- 
ditions morales  que  les  conditions  mentales  d'une  telle  fonc- 
tion. J'ai  entendu  mon  professeur  de  Physique  au  collège 
Charlemagne,  M.  E.  Bary,  me  dire,  ainsi  qu'à  plusieurs  de  mes 
camarades,  en  184 fj  à  propos  d'Auguste  Comte  :  «  C'est  un 
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Romain  ».  Enfin,  il  remplissait  les  conditions  d'âge,  qu'on 
oublie  trop  souvent  de  nos  jours;  car  il  avait,  en  i837,  Sg  ans. 
L'homme  était  donc  parfaitement  choisi  pour  la  fonction.  Au- 
guste Comte  la  désirait,  et  l'influence  de  Dulong  la  lui  fît  obtenir. 

M.  Dulong  était  directeur  des  études  à  l'École  Polytechni- 
que; il  a  toujours  montré  à  Auguste  Comte  une  considération 
particulière.  En  i835,  M.  Dinet,  examinateur  d'admission  à 
l'École  Polytechnique,  n'ayant  pu  faire  sa  tournée  à  cause 
d'un  accident,  il  fallut  le  remplacer  immédiatement.  M.  Comte 
demanda  la  position,  mais  il  s'y  était  pris  trop  tard.  M.  Du- 
hamel fut  nommé,  et  M.  Dulong  exprima  à  Auguste  Comte 
tout  son  regret  d'un  tel  contretemps  (*). 

M.  Dulong  avait  pris  bonne  note  du  désir  d'Auguste  Comte 
d'arriver  à  la  position  d'examinateur  d'admission  a  l'École 
Polytechnique,  et,  la  place  étant  devenue  vacante  par  l'élimi- 
nation de  Reynaud,  Dulong  prévint  immédiatement  Auguste 
Comte,  et  celui-ci  remplaça  Reynaud,  qui  fui  abandonna  la 
totalité  de  son  traitement,  à  savoir  4000*^  (*).  Ces  fonctions, 
si  importantes  et  si  difficiles,  d'examinateur  d'admission  à 
l'École  Polytechnique  étaient  rétribuées  de  la  manière  la  plus 
modeste.  Le  traitement  était  de  Sooo'"^,  plus  les  frais  de  dépla- 
cément;  mais  on  pouvait  cumuler  ces  fonctions  avec  d'autres, 
et  c'est  ce  que  fit  Auguste  Comte,  qui  était  à  la  fois  répétiteur 
à  l'École  Polytechnique  et  examinateur  d'admission.  En  outre, 
il  n'avait  pas  renoncé  à  l'enseignement  libre,  et  il  faisait  un 
Cours  d'Algèbre  supérieure  et  de  Géométrie  analytique  da-ns 
l'école  préparatoire  de  M.  Laville.  Cette  institution,  qui  est 
devenue  un  couvent,  forme  le  coin  de  la  rue  Méchain  et  de  la 
rue  du  Faubourg-Saint-Jacques,  faisant  face  à  la  fois  au  jardin 
de  l'Observatoire  et  à  l'hôpital  Cochin. 

Dulong,  qui  avait  un  très  noble  caractère,  outre  sa  haute 
valeur  scientifique,  aida,  comme  Navier,  Auguste  Comte  dan» 
ses  efforts  pour  se  créer,  à  l'École  Polytechnique,  une  posi- 
tion honorable  qui,  en  lui  assurant  la  vie  matérielle,  lui  permît 
de  poursuivre  sa  haute  carrière  philosophique  :  aussi  je  con- 
sacrerai à  Dulong  une  place  parmi  les  protecteurs  d'Auguste 


(*)  Voir  aux  Notes  justificatives  la  lettre  de  Dulong  du  i4  juil- 
let i835. 

{')  Voir  aux  Pièces  justificatives  la  lettre  de  Dulong  à  Auguste 
Comte  du  12  juillet  1837. 
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Comte.  Le  monument  élevé  à  Dulong  par  les  élèves  de  l'École 
Polytechnique  est  au  Père-Lachaise,  non  loin  de  celui  que  les 
médecins  ont  élevé  au  grand  Bichat. 

Auguste  Comte  succédait  au  baron  Reynaud,  dans  des  cir- 
constances spéciales,  qui  firent  prendre  une  mesure  que  Ton 
peut  qualifier  de  directement  absurde.  On  décida  qu'à  partir 
de  cette  époque  les  nouveaux  examinateurs  seraient  soumis  à 
une  réélection  annuelle.  On  supprima  ainsi  l'inamovibilité  ta- 
cite d'une  telle  fonction.  Or,  il  est  de  toute  évidence  que  l'ina- 
movibilité est  absolument  nécessaire  dans  une  fonction  de  cette 
nature.  Cette  mesure  révolutionnaire  cachait,  comme  d'habi- 
tude, une  véritable  lâcheté.  Craignant  d'être  obligé  de  punir 
des  prévarications  constatées  ou  supçonnées,  on  se  cachait 
ainsi  derrière  une  formalité.  En  fait,  elle  resta,  pour  Auguste 
Comte,  une  formalité  effective,  jusqu'au  jour  où,  sous  Tin- 
fLuence  d'Arago,  voulant  venger  sa  vanité  outragée,  on  l'ap- 
pliqua à  Auguste  Comte  lui-même,  et  on  lui  fit  perdre, 
en  i844>  en  violant  toutes  les  lois  de  la  justice  et  de  la  mora- 
lité, une  fonction  qu'il  avait  toujours  si  dignement  remplie. 

Il  est  bon  de  donner  quelques  idées  du  système  d'examen 
d'admission  à  l'École  Polytechnique.  Les  examinateurs  étaient 
au  nombre  de  quatre,  formant  deux  séries.  Auguste  Comte,  à 
cette  époque,  formait  l'une,  avec  Bourdon;  Lefébure  de 
Fourcy  et  Dinet  formaient  l'autre.  A  Paris,  l'on  tirait  au  sort 
le3  élèves  qui  devaient  appartenir  à  l'une  ou  l'autre  de  ces  sé- 
ries. Tout  élève  qui  tombait  dans  la  série  Comte  et  Bourdon 
sabissait  un  examen  séparé  et  distinct  sous  chacun  de  ces  deux 
examinateurs,  et  il  en  était  de  même  pour  les  élèves  que  le 
sort  avait  désignés  pour  l'autre  série.  Puis,  le  reste  de  la 
France  était  partagé  en  deux  sections,  l'Est  et  l'Ouest,  dans 
lesquelles  étaient  fixées  à  l'avance  les  villes  qui  devaient  servir 
de  lieux  d'examen.  On  les  désignait  sous  le  nom  de  tournée 
de  l'Est  et  tournée  de  l'Ouest.  Par  exemple,  si  la  série  Comte 
et  Bourdon  avait  la  série  de  l'Ouest,  la  tournée  de  l'Est  appar- 
tenait à  la  série  Lefébure  et  Dinet.  Chaque  examinateur  for- 
mait sa  liste  d'élèves  par  ordre  de  mérite,  contenant  les  admis- 
sibles et  les  inadmissibles  ;  tous  les  admissibles,  bien  entendu, 
n'étaient  pas  admis,  le  nombre  des  élèves  qui  devaient  entrer 
à  l'École  étant  fixé  à  l'avance  par  le  Ministre  de  la  Guerre,  de 
qui  dépendait  et  dépend  encore  l'École  Polytechnique.  Chaque 
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élève  se  trouvait  ainsi  sur  deux  listes  d'examinateur,  suivant  la 
série  à  laquelle  il  appartenait.  Gela  a  été  une  heureuse  inspira- 
tion d'avoir  fait  dépendre  l'École  Polytechnique  d'un  Ministre 
purement  pratique  ;  mais  c'a  été  une  véritable  rétrogradation 
d'y  avoir  introduit  indirectement  l'Université,  en  exigeant  des 
candidats  l'examen  du  baccalauréat;  ce  qui  faisait  rentrer  la 
métaphysique,  d'abord  si  sagement  exclue.  Je  crois  que  c'est 
sous  le  second  Empire  que  cette  déplorable  mesure  a  été 
prise;  l'heureuse  influence  d'Arago  l'avait  fait  jusque-là 
échouer. 

Outre  ces  examens  oraux,  qui  étaient,  du  reste,  la  partie 
essentielle  de  l'examen  à  l'École  Polytechnique,  il  y  avait  un 
examen  écrit,  ou,  suivant  l'expression  consacrée,  des  compo- 
sitions écrites.  Elles  se  composaient  d'une  épure  de  Géométrie 
descriptive,  d*un  dessin,  du  calcul  d'un  triangle  rectiligne, 
d'un  discours  français  et  d'une  version  latine.  Tous  les  candi- 
dats de  Paris  composaient  ensemble  et  traitaient  les  mêmes 
questions.  Pour  la  province,  on  procédait  de  la  manière  sui- 
vante :  les  deux  examinateurs  recevaient  dans  la  ville  d'exa- 
men, où  ils  devaient  être  rendus  à  une  époque  déterminée, 
sous  pli  cacheté,  les  questions  de  la  composition  écrite.  Ils 
brisaient  les  cachets  devant  les  élèves,  donnaient  connaissance 
de  la  composition  et  présidaient  à  son  exécution.  Ges  diverses 
compositions,  il  est  bon  de  l'indiquer,  étaient  jugées  par  des 
examinateurs  spéciaux;  la  composition  latine  et  française,  par 
un  professeur  de  Lettres.  Auguste  Gomte  m'a  raconté  à  ce 
sujet  une  anecdote  assez  piquante.  Dans  une  ville  de  province, 
à  Montpellier,  je  crois,  il  lut  aux  élèves  le  sujet  de  la  compo- 
sition française  ;  il  consistait  à  décrire  les  émotions  éprouvées 
parles  spectateurs  en  voyant  élever  l'obélisque  de  Louqsor  sur 
la  place  de  la  Goncorde.  Après  avoir  donné  lecture  du  sujet 
de  la  composition,  Auguste  Gomte  ajouta  gravement  :  «  Je 
vous  avertis.  Messieurs,  que  je  ne  fais  que  transmettre  la  ques- 
tion, et  que  je  ne  suis  pour  rien  dans  son  choix.  »  Le  fait  est 
qu'il  était  caractéristique  :  donner  à  des  jeunes  gens  de  Mont- 
pellier, qui  n'étaient  jamais  venus  à  Paris,  qui  n'avaient  vu,  ni 
l'obélisque,  ni  son  érection,  à  décrire  les  émotions  éprouvées 
devant  un  tel  phénomène,  c'est  vraiment  abuser  un  peu  du 
droit  littéraire  d'écrire  sur  ce  que  l'on  n'a  ni  vu  ni  senti. 

Enfin,  les  examinateurs  revenus  à  Paris  en   octobre    for- 
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maient,  sous  la  présidence  du  général  de  l'École,  je  crois,  une 
Commission  qui,  au  moyen  des  quatre  listes  et  des  notes  rela- 
tives aux  compositions  écrites,  formait  la  liste  unique  des 
élèves  admissibles  à  TËcole  Polytechnique.  Sur  cette  liste,  le 
Ministre  de  la  Guerre  choisissait  les  premiers,  jusqu'au 
nombre  qu'exigeaient  les  services  publics.  Ce  nombre  oscillait*, 
sous  Louis-Philippe,  entre  iS5  et  i45  élèves.  La  force  de  l'É- 
cole consistait  précisément  dans  la  disproportion  entre  le 
petit  nombre  des  élèves  admis  et  le  grand  nombre  des  candi- 
dats qui  se  présentaient.  Sous  Louis- Philippe,  le  nombre  des 
candidats  a  toujours  oscillé  entre  5oo  et  700;  je  ne  crois  pas 
m'éloigner  beaucoup  de  la  réalité,  quoique  je  n'aie  pas  fait  à 
cet  égard  de  relevé  précis. 

Les  matières  sur  lesquelles  les  élèves  devaient  être  examinés 
étaient  :  l'Arithmétique,  la  Géométrie  élémentaire,  la  Trigono- 
métrie, la  Géométrie  descriptive,  réduite  essentiellement  au 
pojnt,  à  la  ligne  droite  et  au  plan,  la  Géométrie  analytique  à 
deux  et  trois  dimensions,  l'Algçbre  élémentaire  et  supérieure, 
et  enfin  la  Statique.  Le  programme,  semble  peu  étendu,  mais 
les  questions  étaient  profondément  creusées,  et  c'est  là  l'essen- 
tiel, car  cela  constituait  une  admirable  gymnastique,  ce  qu'on 
oublie  trop  de  nos  jours.  D'après  l'opinion  d'Auguste  Comte, 
la  préparation  à  l'École  formait  la  partie  essentielle  de  tout 
l'enseignement  polytechnique.  Il  y  avait  là  une  gymnastique 
vraiment  remarquable  que  rien  ne  peut  réellement  remplacer. 
Enfin  les  divers  sujets  traités  dans  la  composition  écrite, 
comme  dans  les  examens  oraux,  avaient  chacun  un  coefficient 
qui  marquait  sa  valeur  relative  aux  yeux  du  gouvernement  et 
de  la  direction  de  l'École. 

Voyons  maintenant  la  manière  dont  Auguste  Comte  avait 
organisé  son  «ystème  d'examens.  Et  d'abord,  quelques  notions 
sur  les  conditions  matérielles.  L'examen  était  toujours  public. 
L'assistance,  outre  quelques  curieux,  se  composait  de  candi- 
dats et  de  professeurs  de  Mathématiques.  En  1837,  le  nombre 
des  candidats  qu'Auguste  Comte  examina  effectivement  à 
Paris  fut  de  i34.  H  commença  les  examens  le  mercredi,  '16  juil- 
let, et  les  termina  le*25  août.  Il  y  eut  examen  tous  les  jours, 
sans  discontinuité,  y  compris  les  dimanches.  Il  n'y  eut  inter- 
ruption que  pour  deux  jours,  le  samedi  29  juillet,  qui  était 
fête   nationale  sous  Louis-Philippe,   et  le   i5  août,  jour  de 
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l'Assomption,  qui  est  toujours  spontanément  fêté  à  Paris,  vu 
le  grand  nombre  de  femmes  qui  portent  le  nom  de  Marie. 
Auguste  Comte  examina  donc  i34  candidats  dans  l'espace  de 
29  jours.  Les  examens  commençaient  habituellement  entre 
9**  et  9'*3o°,  et  se  terminaient  entre  5**  et  5**3o°*.  Auguste 
Comte  examinait  habituellement  4  candidats  par  jour;  quel- 
quefois 5,  mais  exceptionnellement.  La  durée  de  chaque  examen 
dépendait  de  la  valeur  du  candidat  :  de  une  heure  et  demie 
à  deux  heures  pour  les  forts;  de  une  heure  environ  pour  les 
moyens;  elle  n'était  guère  que  d'une  demi-heure,  et  parfois 
moins  encore,  pour  ceux  qui  n'avaient  aucune  chance  de 
succès. 

Comme  le  but  final  était  le  classement  des  candidats,  sui- 
vant l'ordre  de  mérite  constaté,  il  était  nécessaire  d'avoir  des 
signes,  pour  représenter  les  mérites  relatifs  et  avoir  la  possi- 
bilité de  voir  immédiatement  la  place  de  l'élève  dans  la  .série. 
Le  procédé  habituel  consiste,  comme  on  sait,  à  employer  des 
chiffres.  On  prend,  pour  représenter  la  valeur  de  chaque  ques- 
tion, tous  les  nombres  compris  entre  zéro  et  vingt.  On  a  ainsi 
le  chiffre  qui  représente,  du  moins  on  le  croit,  la  valeur  de 
chaque  question  ;  l'on  fait  la  somme  et  l'on  prend  la  moyenne, 
ce  qui  donne  la  valeur  de  l'élève,  numériquement  représentée. 
Cette  méthode  a  une  apparence  de  rigueur  numérique  qui 
peut  séduire  ;  mais  cette  rigueur  même  empêche  de  bien  se 
représenter  toutes  ces  nuances  délicates,  par  lesquelles  la  va- 
leur effective  des  intelligences  peut  être  vraiment  appréciée. 
Elle  dispose  trop  à  une  sorte  de  procédé  mécanique,  et  doit 
exposer  à  des  erreurs  considérables  dans  le  jugement,  surtout 
des  intelligences  d'élite.  Auguste  Comte  employait  un  procédé 
tout  à  fait  différent  qu'il  est  bon  d'exposer.  Il  avait  des  signes 
généraux  de  classification,  au  moyen  desquels  les  élèves  étaient 
disposés  dans  six  catégories  successives,  représentant  l'ordre 
décroissant  de  mérite.  Voici  les  signes  de  ces  six  catégories  : 
H- -H,  -h,  ±,  =p,  — , .  L'un  de  ses  signes  était  placé  im- 
médiatement après  l'examen  de  chaque  candidat,  au  bas  de  la 
page  et  à  côté  de  l'appréciation  générale  qui  terminait  cet 
examen.  Ainsi,  par  exemple,  dans  les  deux  examens  que  j'ai 
déjà  publiés,  M.  Edouard  Hardy  porte,  à  la  fin  de  son  examen, 
le  signe  -f--i-  et  M.  de  Noé  (Cham)  le  signe .  Mais  ces  ca- 
tégories étaient  elles-mêmes  partagées  en  catégories  succès- 
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sives,  représentées  par  des  signes  grecs  que  je  vais  indiquer  : 

-^-  -h,    t6,     IT),     t3r,     iS,     l£,     l8. 


^-» 

'?> 

t6, 

-f- 

'«. 

-H» 

la, 

"""> 

t,  e, 

1. 

a, 

s, 

-.  e, 

8, 

r. 

P. 

a 

Ces  signes  sont  rangés  de  manière  à  représenter  la  valeur 
décroissante  dans  chaque  catégorie.  Ainsi,  dans  la  catégorie 
des  ++,  i6  représente  la  subdivision  la  plus  élevée,  i8  la 
moins  élevée. 

Voyons  maintenant  comment  était  représentée,  pour  Au- 
guste Comte,  la  valeur  de  chaque  question.  Il  se  servait  pour 
cela  d'expressions  anglaises,  qu'il  résun^ait  par  un  signe  grec 
entre  parenthèses.  Je  vais  donner  le  Tableau  de  ces  princi- 
pales dénominations,  placées  à  la  fin  de  chaque  question,  pour 
exprimer  la  valeur  relative  de  la  réponse  : 

Extremely  well  (i6),  very  well  (tïj),  well  (t{),  enough  well 
(  iÇ ),  very  badly  (  S ),  badly  (  li  ),  indifferently  (  6  ),  moderately  (  t ), 
little  better  (ïa),  suffîciently  (î)well(îe). 

Auguste  Comte  faisait,  à  la  fin  de  chaque  journée,  le  classe- 
ment du  jour;  c'est-à-dire  que  les  quatre  ou  cinq  élèves  exa- 
minés étaient  disposés  par  ordre  de  mérite,  avec  les  signes  de 
leur  catégorie  et  le  signe  grec  de  la  subdivision  de  la  caté- 
gorie. Tous  les  cinq  jours,  il  faisait  un  classement  de  tous  les 
élèves  examinés  pendant  cette  durée,  et  de  temps  en  temps 
un  classement  général  depuis  le  commencement;  et  enfin  il 
terminait  par  le  classement  de  tous  les  élèves,  par  exemple, 
examinés  à  Paris.  Il  procédait  de  la  même  manière  en  pro- 
vince, mais  le  problème  était  beaucoup  plus  facile,  vu  le  petit 
nombre  de  «candidats.  Ainsi,  par  exemple,  en  consultant  les 
notes  des  examens  faits  à  Paris  en  1887,  je  vois  :  t°  outre  le 
classement  de  chaque  jour,  celui  des  cinq  premiers  jours,  con- 
tenant vingt-trois  élèves;  2°  puis  le  classement  des  quarante- 
deux  élèves  examinés,  depuis  le  commencement  jusqu'à  la  fin 
du  vendredi  4  août;  3°  ensuite,  le  classement  des  soixante  can- 
didats examinés  depuis  le  commencement  jusqu'à  la  fin  du 
mardi  8  août;  4"  le  classement  des  quatre-vingt-huit  candidats 
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examinés  jusqu'à  la  fia  du  lundi  i4  août;  5°  le  classement  des 
cent  douze  candidats  jusqu'à  la  fin  du  dimanche  20  août; 
6""  enfin  le  classement  général  et  final  pour  Paris. 

Voyons  maintenant  Texamen  en  lui-même.  Le  nombre  des 
questions  était  habituellement  de  quatre,  cinq  ou  six  au  maxi- 
mum. Mais^  quoique  Auguste  Comte  détaille  dans  ses  notes, 
surtout  celles  de  1837,  la  marche  de  chaque  question,  il  y 
ayait  toujours  dans  son  développement  des  incidents,  sou- 
vent importants,  qui  permettaient  d'apprécier  l'intelligence,  la 
sagacité  et  l'esprit  d'initiative  du  candidat.  Les  questions  sui- 
vaient habituellement  l'ordre  suivant  :  une,  quelquefois  deux 
questions  d^ élémentaires,  puis  des  questions  dites  de  spé- 
ciales, portant  sur  l'Algèbre  supérieure  et  la  Géométrie  ana- 
lytique; l'examen  se  terminait  le  plus  souvent  par  une  question 
de  Statique  ou  de  Géométrie  descriptive. 

Mais  c'est  la  natuoe  des  questions  qui  a  surtout  caractérisé 
le  système  d'examen  introduit  par  Auguste  Comte,  système 
qui  produisit,  à  l'époque  de  son  apparition,  une  grande  im- 
pression dans  le  public  polytechnique,  et  a  réagi  certainement 
sur  l'enseignement  de  la  Mathématique,  surtout  en  ce  qui 
concerne  ce  qu'on  nomme  les  Mathématiques  spéciales,  à 
savoir  :  la  Géométrie  analytique  et  l'Algèbre  supérieure.  Au- 
guste Comte  demandait  rarement  l'exposition  d'une  des  théo- 
ries enseignées  dans  le  cours,  quoique  néanmoins  il  le  fit 
quelquefois,  n'ayant  rien  d'absolu  à  ce  sujet.  Mais  ce  qui  ca- 
ractérisait son  système  consistait  à  poser  un  problème  où  l'on 
pouvait  voir  si  l'élève  savait  combiner  les  diverses  théories, 
pour  résoudre  des  questions  déterminées  et  surmonter  les  dif- 
ficultés, souvent  fort  délicates,  que  fait  surgir  leur  applica- 
tion. De  cette  manière,  il  lui  était  possible  d'apprécier,  non 
seulement  si  le  candidat  possédait  la  théorie,  mais  aussi  s'il 
savait  s'en  servir.  Il  étendait,  du  reste,  ou  concentrait  l'étendue 
de  la  question,  suivant  l'intelligence  et  la  capacité  de  l'élève, 
ce  qui  lui  permettait  une  meilleure  appréciation.  Les  questions 
étaient  choisies  de  manière  à  pouvoir,  être  réellement  résolues 
au  tableau  par  un  jeune  homme  encore  animé  de  cet  entraî- 
nement, qui  résulte  nécessairement  d'une  longue  préparation. 
Auguste  Comte  a  toujours  évité  avec  soin  les  questions  singu- 
lières qu'on  ne  peut  vraiment  résoudre  qu'autant  qu'on  les  a 
directement  apprises,  et  qui,  faites  pour  la  galerie,  satisfont 
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surtout  l'amour-propre  de  Texaminateur.  Les  questions  intro- 
duites par  Auguste  Comte  avaient,  en  analytique  surtout,  pour 
but  de  dégager  renseignement  mathématique  de  Tépoque  de 
la  préoccupation  trop  étroite  et  trop  exclusive  de  l'étude  ana- 
lytique des  trois  coniques.  De  même  en  Algèbre  supérieure. 
Ainsi,  pour  la  Transformation  des  équations,  au  lieu  de  conce- 
voir cette  théorie  d'une  manière  générale,  on  exposait  presque 
exclusivement  la  question  de  l'équation  au  carré  des  diffé- 
rences, en  tant  que  liée  par  Lagrange  à  la  question  de  la  sépa- 
ration dès  racines.  Auguste  Comte,  dès  le  début,  proposa  sur 
des  équations  spéciales,  habituellement  du  troisième  degré,  la 
détermination  des  équations  aux  produits,  aux  quotients,  aux 
sommes,  etc.  Du  reste,  je  vais  faire  un  choix  parmi  les  ques- 
tions proposées  dans  les  examens  d'Auguste  Comte,  en  1887, 
et  le  lecteur  pourra  apprécier  pièces  en  mains. 

Pour  bien  juger  le  système  de  Comte,  il  serait  utile  d'avoir 
les  questions  d'examen  depuis  le  commencement  de  l'École 
Polytechnique.  Il  y  aurait  surtout  un  immense  intérêt  à  con- 
naître les  questions  posées  par  des  examinateurs  tels  que 
Poinsot  et  Ampère.  •Les  a-t-on  conservées?  C'est  ce  que 
j'ignore;  mais  je  signale  le  desideratum. 

Quoi  qu'il  en  soit,  les  examens  de  Comte  produisaient  une 
grande  impression.  Poinsot  raconta  jadis  à  Auguste  Comte 
qu'une  dame  distinguée  et  de  haute  valeur  eut  la  curiosité 
d'assister  aux  examens  de  Comte  et  qu'elle  s'y  rendit  habillée 
en  homme.  Elle  fut  frappée  de  la  nature  des  examens,  et  tra- 
duisit ainsi  à  Poinsot  son  impression  :  «  M.  Comte  a  l'air,  à 
chaque  question,  d'inventer  les  Mathématiques.  »  Du  reste,  on 
a  publié  dans  un  recueil  mathématique,  la  solution  des  ques- 
tions posées  par  Auguste  Comte. 

Je  puis  citer  une  curieuse  anecdote,  que  je  tiens  d'Auguste 
Comte  lui-même,  qui  montre  bien  l'impression  produite  par 
la  nature  de  ses  questions.  Il  demande  à  un  élève  la  détermina- 
tion de  la  tangente  à  une  courbe,  autre  que  du  second  degré. 
Le  candidat,  après  avoir  cherché  quelques  instants,  dit  à 
Auguste  Comte  :  «  Monsieur,  aucune  méthode  ne  m'a  été  en- 
seignée à  ce  sujet.  —  Je  le  regrette,  répondit  l'examinateur, 
d'autant  mieux  qu'il  y  a  déjà  un  certain  temps  que  je  pose  des 
questions  analogues,  et  que  l'on  enseigne  déjà  les  méthodes 
correspondantes.  —  Monsieur,  dit  une   voix  dans  l'auditoire, 
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c^est  moi  qui  suis  le  professeur  de  cet  élève.  —  Eh  bien,  Mon- 
sieur dit  Comte,  je  ne  vous  en  fais  pas  mon  compliment,  ces 
questions  sont  enseignées  déjà  depuis  longtemps.  »  Le  pro- 
f^seur  commençait  à  récriminer,  a  Monsieur,  lui  dit  Auguste 
Comte  :  si  vous  voulez  recommencer  la  discussion  de  Vadius 
et  Trissotin,  je  vous  préviens  que  je  n'ai  aucune  envie  d'y 
faire  ma  partie;  je  vous  prierai  donc  de  vouloir  bien  cesser.  » 
Et  le  professeur,  en  quittant  la  salle,  dit  à  haute  voix  :  «  Je 
m'appelle  Vernier.  —  Monsieur,  répondit  Auguste  Comte, 
c'est  un  nom  comme  un  autre.  »  Ce  n'était  pas  absolument 
vrai  car  Vernier  était  au  mieux  avec  une  des  plus  grandes 
puissances  mathématiques  de  l'époque,  le  fameux  géomètre 
Poisson.  L'affaire  fit  du  bruit  et  eut  une  suite.  M.  de  Rambu- 
teau  était  alors  préfet  de  la  Seine,  et  M.  de  Jussieu,  secrétaire 
général.  Les  examens  se  faisaient  dans  une  des  salles  du  nouvel 
Hôtel  de  Ville,  dont  la  construction  même  n'était  pas  alors 
terminée.  M.  de  Jussieu  pria  Auguste  Comte  de  passer  dans 
son  cabinet,  et  là,  avec  toute  sorte  de  courtoisie  :  «  Voyons, 
Monsieur  Comte,  n'y  a-t-il  pas  moyen  d'arranger  cette  affaire? 
—  Aucune,  dit  Comte,  car  je  ne  puis  pas  même  djre  comme 
Alceste  :  A  moins  qu'un  ordre  exprès  du  roi  ne  vienne;  car  je 
suis  républicain.  »  M.  de  Jussieu  sourit,  et  les  deux  interlo- 
cuteurs se  séparèrent  dans  les  meilleurs  termes. 

Auguste  Comte,  comme  examinateur,  était  de  la  politesse  la 
plus  absolue;  jamais  un  signe  d'impatience,  jamais  l'ombre 
d'une  qualification  désobligeante.  Il  avait  au  plus  haut  degré 
le  respect  de  la  dignité  des  autres;  et,  comme  je  l'ai  dit  bien 
souvent,  s'il  était  quelquefois  bien  sévère  dans  ses  apprécia- 
tions, il  ne  cherchait  jamais  à  être  blessant.  Du  reste,  il  n'ai- 
dait presque  jamais  le  candidat  au  tableau.  Il  évitait  ces  sortes 
d'examens,  qui  sont  de  véritables  dialogues  entre  le  candidat 
et  l'examinateur,  et  où  il  est  souvent  bien  difficile  de  séparer 
ce  qui  appartient  à  l'un  ou  à  l'autre.  Auguste  Comte  voulait 
pouvoir  juger  la  véritable  valeur  du  candidat  dans  sa  sponta- 
néité. 

Auguste  Comte  fut  chargé,  en  1837,  de  la  tournée  de  l'Ouest 

et  du  Sud.  Les  villes  d'examen  furent  Rouen,  Rennes,  Lorient, 
La  Flèche,  Angoulême,  Toulouse,  Montpellier  et  Bourges.  Le 
hombre  des  candidats  inscrits  en  province  fut  de  i33,  et  le 
nombre  des  candidats  réellement  examinés  de  93.  Le  nombre 
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total  de  candidats  inscrits,  pour  la  série  Bourdon  et  Auguste 
Comte,  avait  été  de  3ii.  Du  reste,  avec  ses  habitudes  de  rigou- 
reuse précision,  Auguste  Comte  a  tracé  un  tableau  de  sa 
tournée  Ouest  et  Sud  en  1887  que  je  vais  reproduire. 


TOURinSB  OUEST  ET  SUD 

(1837) 


su  CANDIDATS  imciiiTa* 


Paris  178.  —  134  effectifs. 


VILLES   D^EXAMBN. 

NOMBRE 

des 

Inscriptions. 

NOMBRE 

effectif  des 

examens. 

DATES  d'arrivée. 

Rouen 

i5 

6 

3  septembre. 

Rennes 

12 

II 

9  (réelle  ii).1 

Lorient 

32 

18 

i4  (réelle  i5). 

La  Flèche^ 

10 

8 

20  (réelle  22). 

An&rouléme 

20 

16 

25  (réelle  27). 

Toulouse 

17 

9 

2  octobre  (réelle  3). 

• 

Montpellier 

26 

16 

8  (réelle  8). 

Bourses 

II 

9 

i-j  (réelle  20). 

Auguste  Comte  indique  la  date  où,  officiellement,  d'après  le 
Tableau  arrêté  à  l'École  Polytechnique  ou  au  Ministère  de  la 
Guerre,  il  devait  être  arrivé  dans  la  ville  d'examen.  On  voit 
qu'il  y  a  habituellement  désaccord  entre  la  date  officielle  et  la 
date  réelle. 

J'ai  fait  un  Tableau  de  tous  les  examens  faits  par  Auguste 
Comte  ;  et,  en  remarquant  que  chaque  candidat  examiné  a  son 
dossier  propre,  on  aura  une  idée  de  la  richesse  des  documents 
que  nous  possédons  dans  nos  archives. 

Voici  le  Tableau  dont  je  viens  de  parler  : 


à 
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4"  Chercher  sur  la  circonférence  d'une  ellipse  le  point 
le  plus  éloigné  du  sommet  du  petit  axe. 

Il  soupçonne  d'abord  le  point  au  delà  du  grand  axe  et  justi<- 
fie  ce  soupçon  par  une  très  simple  considération  géométrique. 
Il  forme  très  bien  Féquation  et  établit  parfaitement,  tant  a 
priori  qu*a  posteriori,  que  le  cas  du  maximum  correspond  à 
celui  des  racines  égales.  Il  détermine  bien  la  longueur  et  la 
position  de  la  corde  maximum,  sauf  une  légère  erreur  de  con- 
struction,  et  une  inexactitude  plus  grave  pour  Tellipse  équila^ 
tère.  {Extremely  welL) 

5*  Discussion  de  la  courbe  y^  =  x^-^  x*. 

Il  discute  très  bien  Tordonnée,  et  trouve  très  rationnelle- 
ment le  maximum  :  il  discute  un  peu  moins  bien  la  tangente. 
(  Very  well.) 

6°  Exemple  de  double  décomposition  de  forces  conçer-- 
gentes. 


Il  trouve  très  bien  le  résultat  et  l'explique  suffisamment. 
(  WelL) 

Cet  élève  est  meilleur  que  tous  les  précédents,  quoique  évi- 
demment mal  enseigné  (-h  -+-). 


Tricotel,  ï7  ans  passés  (de  ii''45"  à  i^). 

I**  Inscrire  un  carré  dans  un  triangle. 

Il  trouve  bien  la  construction;  mais  interpellé  de  classer  les 
trois  carrés  par  ordre  de  grandeur,  il  ne  peut  y  parvenir.  Inter- 
pellé d'assigner  le  carré  maximum  inscrit  dans  tous  les  triangles 
équivalents  et  la  figure  du  triangle  correspondant,  il  ramène, 
après  avertissement,  la  question  à  celle  du  minimum  de  la 
somme  de  base  et  hauteur;  il  se  trompe  complètement  et  ré- 
pond que  la  base  doit  être  le  quart  de  la  hauteur.  (  Weakly,) 
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2**  Résoudre  l'équation  x^-hpx  =  q^  en  cas  déracines 
doubles. 

Il  forme  directement  et  par  la  voie  la  plus  simple  la  condi- 
tion entre  p  el  q*\\  voit  très  bien  que  la  racine  double  est 
nécessairement  réelle;  qu'on  peut  obtenir  l'équation  des  deux 
autres  sans  exécuter  la  division;  et  il  assigne  exactement  toutes 
les  racines,  mais  sans  bien  démêler  a  priori  la  nature  des  der- 
nières racines.  Il  découvre,  par  le  théorème  de  Descartes, 
qu'elles  doivent  être  imaginaires  et  le  confirme  confusément 

par  leur  formule.  {Very  well.) 

oc 
3"  Discussion  de  la  courbe  v'  = • 

Il  discute  très  bien  l'ordonnée  et  reconnaît  bientôt  l'inutilité 
de  discuter  la  tangente.  Cherchant  le  centre,  il  hésite  à  con- 
clure qu'il  n'y  en  a  point  et  finit  toutefois  parle  constater  algé- 
briquement. Il  s'échappe  à  dire  que  les  courbes  de  degré  im- 
pair ne  peuvent  pas  avoir  de  centre.  Averti  de  cette  erreur,  il 
finit  par  apercevoir  analytiquement  que  le  centre  serait  sur  la 
courbe.  (  WelL) 

4"  Équilibre  d'un  poids  entre  deux  plans  inclinés  :  situa- 
tion d^ équilibre  d'une  baguette  de  longueur  donnée. 

Il  établit  bien  le  principe  de  cet  équilibre  ;  il  invente  très 
heureusement,  d'après  ce  principe,  une  solution  graphique 
simple  et  ingénieuse,  d'où  il  déduit  le  plan  d'un  calcul  trigo- 
nométrique  trop  compliqué  mais  exact.  (  Very  welL){-\ — h). 

Ce  candidat  est  des  plus  intelligents  et  des  mieux  instruits. 

Blondeau,  i8  ans  passés  (de  lo^So"  à  12**  i5"). 

i"  Approximation  de  tc. 

Il  expose  bien  la  méthode  par  les  isopérimètres  et  mesure 
avec  justesse  le  degré  d'approximation  obtenue.  Il  en  déduit 
mal  le  nombre  d'opérations  nécessaires  pour  un  degré  voulu 
d'approximation.  Interpellé  de  montrer  très  simplement  qucTc 
est  cgmpris  entre  3  et  4 »  il  y  parvient  très  bien.  (  Well.) 

2"  Conditions  de  possibilité  d'un  angle  trièdre  d'après 
les  faces. 

Il  montre  par  la  construction  effective  la  nécessité  de  la  pre- 
mière condition,  mais  il  affirme  qu'il  n'en  faut  pas  d'autre. 
(  Sufjiciently,) 


n 
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3°  Analyse  de  l 'équation  x^  —  îioa"'  -h  1 5 ar  h-  4  =  0. 

Il  découvre  immédiatement  la  racine  1  et,  après  l'avoir  ôtée, 
croit  qu'il  n'y  a  plus  de  racine  commensurable.  Par  le  théorème 
de  Sturm,  il  reconnaît  la  réalité  et  le  signe  des  trois  autres  ra- 
cines. Interpellé  si  elles  peuvent  être  toutes  les  trois  des  ra- 
cines du  second  degré,  il  répond  affirmativement;  il  finit  pour- 
tant par  se  rectifier  et  apercevoir  la  seconde  racine  commen- 
surable et,  en  l'ûtant,  il  trouve  aisément  les  deux  autres  racines. 
* {Enough  well.) 

4"  Conditions  de  contact  indéterminé  entre  les  deux 
courbes  y  =  ax  -+-  bx^  et  x^-^y*  =  1;  lieu  des  foyers  de  la 
première  courbe. 

Il  résout  la  première  partie  de  la  question  par  la  méthode 
des  équations  factices',  à  une  racine  double;  interpellé  s'il  faut 
ajouter  une  condition  pour  que  cette  racine  double  soit  réelle, 
il  ne  s'aperçoit  pas  qu'elle  est  nécessairement  déjà  établie.  La 
voie  choisie  l'engage  à  des  calculs  qui  deviennent  inexécu- 
tables. Il  emploie,  sur  interpellation,  la  méthode  des  tangentes 
et  parvient  exactement  à  la  condition  cherchée.  (  Well,) 

Il  met  très  bien  et  fort  simplement  en  équation  la  deuxième 
partie  de  la  question.  (  Very  well.) 

5**  Équilibre  du  tour  :  position  du  poids  pour  que  les 
appuis  soient  éffalem.ent  chargés. 

Il  expose  convenablement,  mais  sans  distinction,  la  loi  d'équi- 
libre. Il*  se  trompe  complètement  sur  la  deuxième  partie  de  la 
question  et,  après  avoir  reconnu  directement  l'erreur,  il  ne 
parvient  pas  à  la  rectifier.  (Moderately.)  (-f-  H-). 

Ce  candidat  est  instruit,  exercé  et  d'une  bonne  intelligence 
ordinaire;  certainement  très  admissible. 

(A  suivre.) 
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INTERSECTION  DE  DEUX  GONIQUES; 

Par  m.  e.  amigues. 


I.    —  Solution. 

La  méthode  qui  suit  étant  absolument  algébrique, 
nous  aurons  soin  de  n'employer  aucune  expression  em- 
pruntée à  la  Géométrie. 

Il  s'agit  de  trouver  les  solutions  d'un  système  de 
deux  équations  du  second  degré  à  deux  inconnues, 
X  ety^  dont  les  coefjficients  sont  réels  ou  imaginaires, 
savoir 

(  S  =0, 

(3=0. 

Nous  écarterons  le  cas  où  Tun  au  moins  des  poly- 
nômes S  et  S'  est  une  somme  de  deux  carrés,  et  aussi  le 
cas  où  les  deux  équations  ne  diffèrent  que  par  un  fac- 
teur numérique. 

Si  l'on  rend  homogène  l'expression 


XS' 


» 


en  introduisant  une  variable  z,  cette  expression  devient 
une  forme  quadratique.  Egalant  à  o  son  discriminant  A, 
on  obtient  une  équation  du  troisième  degré  en  X. 

Puisque  ni  S  ni  S'  ne  sont  des  sommes  de  deux  car- 
rés, l'équation  en  A  n'a  ni  racine  nulle  ni  racine  infinie. 
Pour  la  même  raison,  elle  ne  peut  être  une  identité. 
(On peut  voir  sans  peine  que,  si  elle  était  une  identité, 
les  expressions  S  et  S'  se  décomposeraient  en  facteurs 
du  premier  degré  et  auraient  un  facteur  commun.) 
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Soient  Xi  et  X2  deux  racines  différentes  de  Téquation 
en  X.  Le  système  proposé  est  équivalent  au  système 

(  S-f-X,S'  =  o, 
^^^  I  S-f-X2S'  =  o, 

lequel  peut  s'écrire  sous  la  forme 

1  MN  =  o, 

(3)  ^ 

^    ^  (  PQ  =  o. 

Ce  dernier  système  a  pour  solutions  les  solutions  de 
quatre  systèmes  du  premier  degré,  savoir 

(  M  =  o,  1  M  =  o,  (  N  =  o,  1  N  =  o, 

^^^       I  P=o,  1  Q=o,  I  P  =  o,  1  Q  =  o. 

Le  problème  est  donc  résolu  dès  qu'on  connaît  X<  et 
^2,  et  Ton  peut  dire  que  l'équation  en  "k  est  une  résol- 
vante du  système  (i). 

Remarque,  —  Si  Téquation  en  X  a  toutes  ses  racines 
égales,  la  méthode  est  en  défaut.  Si  l'on  représente  par 
X<  la  racine  triple,  le  système  proposé  est  équivalent  au 
système 

(5)  î 

dans  lequel  la  seconde  équation  se  décompose  en. un 
produit  de  deux  facteurs. 

[On  aurait  en  particulier  racine  triple  si  les  poly- 
nômes S  et  S<  ne  différaient  que  par  un  facteur  numé- 
rique, mais  nous  avons  écarté  ce  cas,  pour  lequel  la 
deuxième  des  équations  (5)  se  réduirait  d'ailleurs  à  une 
identité .  ] 

IL  —  Discussion  générale. 

Nous  écarterons  ici  les  deux  mêmes  cas  que  pour  la 
solution. 
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Premier  théorème.  —  Le  système  proposé  ne  peut 
jamais  aifoir  plus  de  quatre  solutions. 

En  effet,  j'ai  à  résoudre  les  systèmes  (4).  Or  aucun 

d'eux  ne  peut  admettre  plus  d'une  solution.  Car  si  le 

premier,  par  exemple,  admettait  plus  d'une  solution, 

on  aurait 

M  =  KP, 
et,  par  suite, 

Sh_XiS'  =  KPN, 

Sh-X5S'  =  PQ. 
Donc,  en  retranchant, 

(Xt-X,)S'^P(KN-Q), 

ce  qui  est  contre  notre  hypothèse. 

La  démonstration  ne  s'applique  pas  au  cas  de  la  ra- 
cine triple.  On  a  alors  à  résoudre  le  système  (5),  c'est- 
à-dire  en  posant 

S-+-X,S'  =  MN, 

que  l'on  doit  résoudre  les  deux  systèmes 

S  =  o,  (  S  =  o, 

M  =  o,  I  N  =  o. 

Si  chacun  d'eux  n'a  que  deux  solutions,  le  théorème 
est  démontré.  Prouvons  qu'il  en  est  ainsi  pour  le  pre- 
mier. 

L'équation  M  =  o  contient  au  moins  une  des  incon- 
nues, sans  quoi  le  premier  système  n'aurait  pas  de  solu- 
tion :  supposons  que  ce  soitj^.  On  en  tire  alors 

y  =  mx  ■+-  n. 
Portant  cette  valeur  dans  l'équation 

S  =  o, 
on  a  une  équation  en  x  du  second  degré.  Il  s^agit  de 
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prouver  que  cette  équation  n'est  pas  une  identité.  En 
effet,  si  elle  était  une  identité,  le  polynôme  S  serait  di- 
visible par  y  —  nix — n  pour  toute  valeur  de  j:,  ce 
qui  est  contraire  à  nos  hypothèses. 

Second  théorème.  —  Pour  que  deux  solutions  soient 
confondues,  il  faut  et  il  sujfit  que  V équation  en  \ 
ait  une  racine  double.  Pour  que  les  deux  solutions 
qui  restent  soient  également  confondues ,  il  faut  et  il 
sujffit  que  cette  racine  double  annule  les  mineurs  du 
discriminant  A. 

Nous  ferons  d'abord  une  remarque.  Si  deux  facteurs 

de  la  forme 

ax  -f-  by  -h  c 

s'annulent  tous  deux  pour  x  =  a  et  ^  =  p,  et  aussi 
pour  or  =  a'  et  j^  =  P',  ces  facteurs  sont  les  mêmes  à 
un  facteur  numérique  près.  Car  le  système  linéaire 
obtenu  en  les  égalant  à  o  admet,  dans  ce  cas,  deux  solu- 
tions et,  par  suite,  une  infinité. 

Autre  remarque.  Si  un  facteur  s'annule  pour  trois 
des  quatre  solutions,  deux  de  ces  solutions  sont  con- 
fondues. Car,  d'après  le  système  (3),  si  trois  solutions 
annulent  la  facteur  M,  ces  trois  solutions  sont  solutions 

du  système 

M  =o, 

PQ  =  o, 

qui  ne  peut  en  avoir  que  deux,  n'en  ayant  pas  une  in- 
finité. Ces  trois  solutions  ne  peuvent  donc  être  dis- 
tinctes. 

Autre  remarque.  Des  deux  facteurs  M  et  N  qui  entrent 
dans  Tune  des  équations  (3),  Tune  admet  deux  des  so- 
lutions, l'autre  les  deux  autres. 

Désignons   maintenant  les   quatre  solutions  par  les 
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nombres  i,  2,  3,  4^  et  par  P/y  le  facteur  du  premier 
degré  qui  admet  les  solutions  i  et  y,  en  sorte  que  P/y  ne 
diflFère  pas  de  Py/.  En  appelant  a,  p,  y  les  trois  racines 
de  l'équation  en  X,  on  a 

(  S-4-aS'^P„P3*, 
(6)  S-f-pS'  =  PnP,4, 

Si  les  solutions  1  et  2  se  confondent,  on  a 

S-f-pS'=fjL(S-hYS'). 

Ceci  ayant  lieu  en  particulier  pour  des  valeurs  de  x 
et  jr  qui  annulent  S'  sans  annuler  S,  on  a 

et  alors 

Récipiroquement,  si  Ton  a 

Y  =  P. 
on  peut  conclure  que  Ton  a  l'identité 

(7)  PiaPn^PuPîs. 

Les  facteurs  de  ces  deux  produits  sont  donc  iden- 
tiques deux  à  deux.  Le  premier  facteur  du  produit  de 
gauche  peut  être  identique  au  premier  facteur  du  pro- 
duit de  droite,  ou  inversement. 

Dans  la  première  hypothèse,  les  facteurs  P<3  etP<4 
ont  chacun  les  solutions  1,  3,  4?  ^^  ^^^  facteurs  P249 
P23  ont  chacun  les  solutions  2,  3,  4-  H  f^^^  pour  cela 
que  deux  solutions  au  moins  soient  confondues. 

Dans  l'autre  hypothèse,  on  arrive  à  la  même  con- 
clusion. 

Cherchons  maintenant  les  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  pour  que  les  solutions  soient  confondues 
deux  à  deux.  Si  les  solutions  i  et  2  sont  confondues  (ce 
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qui  exige  p  =  y)  et  que  les  solutions  3  et  4  soient  éga- 
lement confondues,  les  facteurs  P^  et  P24  ont  deux  so- 
lutions qui  sont  les  mêmes,  et,  par  suite,  ne  diffèrent 
que  par  un  facteur  numérique.  Donc  la  racine  double  ^ 
donne  un  carré  parfait 

S  +  pS'. 

Réciproquement,  si  une  racine  double  p  donne  un 
carré  parfait,  les  solutions  i  et  3  du  facteur  P^a  sont 
aussi  solutions  du  facteur  P24,  qui,  dès  lors,  admet  les 
quatre  solutions  i,  2,  3,  4-  Donc  les  premières  sont 
confondues  deux  à  deux  avec  les  secondes,  à  moins  que 
plus  de  deux  solutions  ne  fussent  confondues,  ce  qui 
exigerait  que  ^  fût  racine  triple,  comme  on  verra 
par  le  théorème  suivant.  Ainsi,  pour  que  les  quatre  so- 
lutions se  confondent  deux  à  deux,  il  faut  et  il  suffit 
que  l'équation  en  X  ait  une  racine  double  ^  et  que  cette 
racine  double  donne  un  carré  parfait 

S  +  pS', 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  annule  les  mineurs  du  dis- 
criminant A. 

Troisième  théorème.  —  Pour  que  trois  des  solutions 
soient  confondues,  il  faut  et  il  suffit  que  V équation  en 
\  ait  ses  trois  racines  égales.  Pour  que  la  quatrième 
solution  soit  confondue  avec  les  trois  premières  y  il 
faut  et  il  suffit  que  cette  racine  triple  annule  les  mi- 
neurs du  déterminant  A. 

En  effet,  si  les  solutions  2,  3  et  4  sont  confondues, 
les  seconds  membres  des  identités  (6)  ne  peuvent  diffé- 
rer que  par  un  facteur  numérique  (*).   Il  en  est  de 


(*)  Le  signe  P„  représente  un  facteur  linéaire  qui  admet  la  solu- 
tion 3  et  une  solution  infiniment  voisine. 
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même  des  premiers  membres,  ce  qui  montre  que  ces 
facteurs  numériques  sont  égaux  à  ^ ,  et  qu^on  a  en  outre 

Piécîproquemenl,  si  l'on  a 

les  premiers  membres  des  identités  (6)  sont  identiques. 
Donc  il  en  est  de  même  des  seconds  et  Ton  a 

(8)  PijPjv^  PisPjv  ^  PtvPjj» 

On  a  donc  trois  produits  dont  les  facteurs  doivent  être 
identiques  deux  à  deux.  Cela  donne  lieu  à  quatre  com- 
binaisons. Dans  l'une  d'elles,  par  exemple,  les  pre- 
miers facteurs  des  trois  produits  sont  identiques,  et  les 
trois  seconds  identiques.  Les  trois  premiers  ont  alors 
les  solutions  i,  2,  3,  4  ^^  J<^s  trois  autres  les  solutions 
2,  3,  4*  Il  ^^^^  pour  cela,  ou  bien  que  trois  solu- 
tions au  moins  soient  confondues  ou  bien  que  les 
quatre  soient  confondues  deux  à  deux.  Les  trois  autres 
combinaisons  possibles  conduisent  évidemment  h  la 
même  conclusion. 

Si  trois  solutions  au  moins  sont  confondues,  la  réci- 
proque est  démontrée.  Si  les  quatre  solutions  sont  con- 
fondues deux  à  deux,  l'un  des  produits  (8)  est  un  carré 
parfait,  et,  par  suite,  les  deux  autres  sont  aussi  des 
carrés  et  les  mêmes  carrés. 

Supposons,  par  exemple,  les  solutions  impaires  con- 
fondues, et  les  solutions  paires  aussi.  Les  identités  (8) 

deviennent 

PJ,  ^  PitPji  ^  PtjPji' 
On  a  donc 

Pli  ^  Pai> 

c'est-à-dire  que  les  solutions  i  et  2  sont  confondues. 
Ainsi  les  quatre  solutions  sont  confondues  et  la  réci- 
proque est  encore  vraie. 
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Cherchons  d'une  manière  générale  les  conditions  né- 
cessaires et  suffisantes  pour  que  les  quatre  solutions 
soient  confondues.  Si  elles  le  sont,  les  seconds  membres 
des  identités  (6)  sont  des  carrés  qui  ne  diffèrent  que 
par  un  facteur  numérique.  Les  premiers  membres  de 
ces  identités  ne  peuvent  aussi  différer  que  par  un  fac- 
teur numérique.  On  voit  facilement  que  ce  facteur  est  i 
et  que  Ton  a 

En  outre,  celte  racine  triple  donne  un  carré  parfait 

S-+-aS'. 

Réciproquement,  .si  une  racine  triple  a  donne  un 
carré,  les  seconds  membres  des  identités  (6)  sont  trois 
carrés  identiques.  Les  six  facteurs  des  identités  (8)  ne 
peuvent  donc  différer  que  par  des  facteurs  numériques. 
Par  exemple,  on  a 

Ceci  exige  que  les  solutions  soient  confondues  deux  à 
deux.  Supposons,  par  exemple,  les  solutions  impaires 
confondues  et  les  solutions  paires  aussi.  On  prouvera 
comme  ci-dessus  que  les  quatre  sont  confondues. 

Ainsi,  pour  que  les  quatre  solutions  soient  confon- 
dues, il  faut  et  il  suffit  que  la  racine  triple  a  donne  un 

carré  parfait 

SH-aS', 

ou,  en  d'autres  termes,  annule  les  mineurs  de  A. 
IIL   —  Discussion   complémentaire   dans  le   cas 

ou    LES    DEUX    équations    DONNÉES    SONT    A    COEF- 
FICIENTS   RÉELS. 

Premier  théorème.  —  Si  Inéquation  en  \  a  deux 
racines  imaginaires,  le  système  admet  deux  solutions 
réelles  et  deux  solutions  imaginaires  conjuguées. 
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En  effet,  ces  deux  racines  sont  imaginaires  conju- 
guées et  donnent  le  système  (3)  sous  la  forme  sui- 
vante 

(M-i-NO(P-t-QO  =  o, 

(M  — NO(P  — Q0=o- 

En  associant  les  facteurs  conjugués,  on  a  deux  solu- 
tions réelles.  En  associant  les  facteurs  non  conjugués, 
on  a  deux  solutions  imaginaires  conjuguées,  c'est-à-dire 
dans  lesquelles  les  valeurs  de  x  sont  conjuguées  et  les 
valeurs  dey  aussi. 

Ces  dernières  ne  peuvent  être  réelles  qu'en  étant 
confondues,  ce  qui  n'a  lieu  qu'autant  que  les  valeurs 
imaginaires  conjuguées  de  X  deviennent  égales,  et,  par 
suite,  réelles. 

Second  théorème.  —  Si  l'équation  en  X  na  que  des 
racines  réelles,  le  système  proposé  admet  quatre 
solutions  réelles,^  ou  quatre  solutions  imaginaires  con- 
juguées deux  à  deux. 

Chaque  racine,  étant  réelle,  donne  un  couple  de  fac- 
teurs, qui  sont  ou  réels  ou  imaginaires  conjugués. 

Supposons  d'abord  qu'un  couple  au  moins  soit  formé 
de  facteurs  imaginaires  conjugués.  Soit 

(M-hNO(M  — Ni)  =  o 

l'équation  obtenue  en  égalant  à  o  ce  couple,  et 

G  =  o 

l'équation  obtenue  en  égalant  à  o  un  autre  couple,  cette 
équation  étant  à  coefficients  réels  d'après  notre  hypo- 
thèse. 

Ce  système  de  deux  équations  se  décompose  en  deux 
autres,  dont  l'un  donne  deux  solutions  imaginaires,  et 
l'autre  les  deux  solutions  conjuguées. 
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Ces  solutions  ne  pourraient  être  toutes  réelles  que  si 
les  deux  premières  étaient  respectivement  confondues 
avec  les  deux  conjuguées.  Mais  alors  les  facteurs 
M  ih  Ni  devraient  être  les  mêmes,  ce  qui  ne  peut  avoir 
lieu,  puisqu'ils  sont  conjugués. 

Mais  deux  solutions  imaginaires  conjuguées  peuvent 
devenir  réelles  en  devenant  égales,  les  deux  autres  de- 
meurant imaginaires  conjuguées. 

De  même,  les  solutions  imaginaires  données  par  le 
premier  système  peuvent  être  confondues  en  demeurant 
imaginaires  ;  mais  alors  les  solutions  conjuguées  don- 
nées par  le  second  système  sont  confondues  aussi. 

Supposons  en  second  lieu  qu'aucun  couple  ne  soit 
formé  de  facteurs  imaginaires  conjugués,  alors  tous  les 
couples  sont  formés  de  facteurs  réels.  Deux  des  trois 
couples  sont  alors  représentés  par  des  équations  de  la 

forme 

MN  =  o, 

PQ  =  o, 

qui  donnent  quatre  solutions  réelles. 

Deux  de  ces  solutions  peuvent  se  confondre,  les 
autres  demeurant  distinctes,  ou  bien  elles  peuvent  se 
confondre  deux  à  deux. 

Remarque  I,  —  Si  Téquation  en  X  a  une  racine 
triple,  les  trois  ou  quatre  solutions  confondues  ne  peu- 
vent être  que  réelles,  sans  quoi  on  aurait  les  conju- 
guées, c'est-à-dire  en  tout  plus  de  quatre  solutions. 

Remarque  II.  —  Le  nombre  des  couples  de  facteurs 
imaginaires  conjugués  est  ou  o  ou  2.  D'abord  il  ne  sau- 
rait être  égal  à  i .  sans  quoi  les  deux  couples  de  facteurs 
réels  prouveraient  que  toutes  les  solutions  sont  réelles, 
et  le  couple  de  facteurs  imaginaires  conjugués  prouve- 
rait qu^il  y  a  au  moins  deux  solutions  imaginaires.  Il  ne 
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saurait  non  plus  être  égal  à  3,  car  il  faut  un  couple  au 
moins  de  facteurs  réels,  toutes  les  fois  que  les  deux  po- 
lynômes S  et  S'  sont  à  coefficients  réels.  Démontrons  ce 
dernier  fait.  Les  quatre  solutions  étant  réelles  ou  con- 
juguées deux  à  deux,  il  y  a  toujours  un  couple  de  fac- 
teurs dont  chacun  admet  ou  deux  solutions  réelles  ou 
deux  solutions  conjuguées.  Je  dis  que  chaque  facteur 
de  ce  couple  est  toujours  réel.  En  effet,  soit  un  facteur 
à  coefficients  réels  inconnus  a,  b^  c, 

ax  H-  by  ->r  c. 

Je  dis  qu'on  a  des  valeurs  réelles  de  a,  i,  c,  si  ce  fac- 
teur admet  les  solutions  réelles  (j:=a,j'=P)  et 
(^  =z  çl\  y=  p')  •  je  dis,  en  d'autres  termes,  qu'on  peut 
tirer  des  valeurs  réelles  de  a,  i,  c  du  système  suivant 

aoL  -h  6p  -h  c  =  o, 

aa'-f-  èp'-f-  c  =  o, 

ce  qui  est  évident. 

Je  dis  maintenant  que  l'on  a  encore  des  valeurs  réelles 
de  a,  i,  c,  si  le  facteur  admet  deux  solutions  imagi- 
naires conjuguées.  En  effet,  soit  l'une  de  ces  solutions 

x  =  a  4-  ^ijj)'  =  Y  +  Si-  On  doit  avoir 

a(a  -h  pt)  H-  6(y  h-  8t)  -f-  c  =  o, 

c'est-à-dire,  puisqu'on  cherche  des  valeurs  réelles  de  a, 

i,  c, 

aaH-  ^Y  H-  c  =  o, 

ap  -h  68  =  o. 

La  solution  conjuguée  donne  le  même  système,  lequel 
donne  évidemment  des  valeurs  réelles  pour  a,  i,  c. 

Remarque  III,  —  Les  réciproques  des  deux  théo- 
rèmes sont  vraies  et  se  démontrent  par  l'absurde. 
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SUR  LE  PROBLÈME  DU  CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  1893; 

Par  m.  André  CAZAMIAN, 
Élève  de  Mathématiques  spéciales  au  Collège  Sainte-Barbe. 


On  donne  une  conique  S  et  un  triangle  conjugué 
ABC. 

1°  Démontrer  que,  par  un  point  quelconque  fj  de  S, 
passent  quatre  coniques  circonscrites  à  ABC  et  tou- 
chant S  chacune  en  un  point  autre  que  P. 

2°  Les  points  où,  ces  quatre  coniques  touchent  S  sont 
situés  sur  une  conique  S  circonscrite  à  ABC. 

3®  Quand  P  décrit  S,  S  enveloppe  une  courbe  T  du 
quatrième  ordre, 

4°  DUin  point  M  de  la  courbe  T,  on  peut  mener  à 
cette  courbe  quatre  tangentes ,  autres  que  celle  qui 
touche  la  courbe  en  M.  Démontrer  que  les  points  de 
contact  sont  sur  une  droite!);  trouver  l'enveloppe  deH 
quand  le  point  M  décrit  la  courbe  T. 


En  prenant  le  triangle  ABC  comme  triangle  de  réfé- 
rence, et 

Aa?»  -h  A.' y* -h  A'^»  =  o 

pour  équation  de  la  conique  conjuguée  S,  on  trouve 
que  Téquatîon  de  la  courbe  T,  enveloppe  de  S,  est 

La  courbe  T  est  donc  une  quartique  pour  laquelle 
les  trois  sommets  A,  B,  C  du  triangle  de  référence  sont 
des  points  doubles  d^nilexlon. 

£n  cherchant  maintenant  Tenveloppe  de  la  droite  D 
qui  contient  les  quatre  points  de  contact  des  tangentes 
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à  T  issues  d'un  point  M  de  la  courbe,  on  est  conduit,  en 
suivant  une  marche  parallèle,  à  Téquation 

c'est-à-dire  qu'on  retrouve  la  conique  donnée  S. 

Nous  allons  expliquer  ce  résultat  en  montrant  que  le 
problème  peut  se  diviser  en  deux  parties  dont  Tune 
n'est  que  la  transformation  de  l'autre. 

Si  l'on  se  reporte  à  un  Mémoire  de  Laguerre  (  Nou- 
velles  Annales,  août  1878),  on  verra  que,  pour  toutes 
les  quartiques  Q  ayant  trois  points  doubles  d'inflexion, 
quartiques  dont  les  équations,  en  les  rapportant  au 
triangle  de  référence  ayant  les  trois  points  doubles  pour 
sommets,  peuvent  se  ramener  à  la  forme 

la  cubique  polaire  d'un  point  quelconque  de  la  courbe 
se  décompose  en  une  conique  et  une  droite,  cette 
dernière  renfermant  les  quatre  points  de  contact  des 
tangentes  issues  du  point,  et  Tenveloppe  de  cette  droite, 
quand  le  point  se  déplace  sur  la  courbe,  est  une  co- 
nique conjuguée  au  triangle  des  points  doubles.  On  re- 
connaît là  l'ensemble  des  propriétés  qu'il  s'agissait 
d'établir  dans  la  dernière  partie  de  la  question.  Pour  en 
déduire  celles  de  la  première  partie,  appliquons  aux 
résultats  ci-dessus  énoncés  la  transformation  trilinéaire 
réciproque  connue  sous  le  nom  de  transformation  par 
points  inverses.  Au  point  (x,  y,  z)  nous  faisons  corres- 
pondre le  point  (X,  Y,  Z),  tel  que 

Nous  tirons  de  là 

Z.  -  ^  -  -£ 

YZ  ~  XZ  ~  XY 
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et 

yz   ^  xz  ~~  xy 

Pour  avoir  Téq nation  de  la  transformée,  il  suffira  de 
remplacer  x^  y^  z  par  les  valeurs  proportionnelles  YZ, 
XZ,  XY.  On  voit  ainsi  qu'à  la  quartique  T 

correspond  la  courbe 

AX«-4-A'Y»-f-A'Z»  =  o: 

c'est  la  conique  S  conjuguée  au  triangle  de  référence. 

A  toute  droite 

OLX  -\-  ^y  -^-^z  =  o 

correspond  la  courbe 

aYZ-+-pXZ-t-YXY  =  o, 

qui  est  une  conique  circonscrite  au  triangle  de  réfé- 
rence. 

On  voit  ainsi  : 

I®  Que,  par  un  point  quelconque  P,  de  S,  passent 
quatre  coniques  circonscrites  à  ABC  (transformées  des 
tangentes  qu'on  peut  mener  du  point  correspondant  à 
la  quartique  T)  et  touchant  S  chacune  en  un  point 
autre  que  P  ; 

2°  Que  les  points  de  tangence  sont  situés  sur  une  co- 
nique S  circonscrite  à  ABC  dont  l'enveloppe,  quand  P 
se  déplace  sur  S,  est  la  quartique  T. 

Supposons  maintenant  que  nous  effectuions  une 
transformation  homograpliîque  de  la  figure  donnée, 
amenant  les  points  B  et  C  aux  points  circulaires  à  Tin- 
fini  du  plan,  I  et  J.  Le  point  A,  pôle  de  BC  par  rapport 
à  S,  devient  le  pôle  de  la  droite  de  Tinfini,  c'est-à-dire 
le  centre  de  la  conique  H  transformée  de  S  5  de  plus, 
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ceHe  conique  étant  conjuguée  par  rapport  au  triangle 
OU,   est  une  hyperbole  équîlatère.  La  première  partie 
du  problème,    ainsi   transformée,  conduit  à  Pénoncé 
suivant  : 

Si,  par  un  point  quelconque  M  d'une  hyperbole 
équilalère  et  le  centre  O  de  la  courbe,  on  mène  les 
quatre  cercles  tangents  à  Vhyperbole  en  des  points 
autres  que  M,  les  quatre  points  de  contact  sont  sur  un 
cercle  passant  par  O.  L'enveloppe  de  ce  cercle  est  une 
quar tique  bicirculaire. 

Inversement,  si  nous  démontrons  directement  cette 
propriété,  nous  pourrons  considérer  toute  la  question 
comme  résolue. 

Remarquons  d'ailleurs  que,  pour  arriver  à  l'énoncé 
précédent,  nous  avons  fait  subir  à  la  propriété  des 
quartiques  Q  d'abord  une  transformation  par  points 
inverses,  puis  une  transformation  honiograpbique,  mais 
nous  aurions  pu  d'abord  transformer  homographique- 
ment  de  façon  que  deux  points  doubles  de  la  qunrtique 
devinssent  les  points  I  et  J,  et  alors  cette  dernière  se 
serait  transformée  en  une  lemniscate,  comme  il  est 
aisé  de  le  voir  sur  son  équation,  puis  faire  une  trans- 
formation par  points  inverses  qui,  dans  le  cas  où  le 
triangle  de  référence  n'a  qu'un  sommet  à  distance 
Gnie  (le  point  double  de  la  lemniscate),  les  deux  autres 
étant  les  points  cycliques,  n'est  pas  autre  chose  qu'une 
transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques.  Cette 
dernière  aurait  transformé  la  lemniscate  en  une  hyper- 
bole équilatère  H  ayant  pour  centre  le  point  double,  et 
les  tangentes  à  la  lemniscate  seraient  devenues  des  cer- 
cles passant  par  le  centre  et  tangents  à  Thyperbole  H. 

Soient  donc  H  une  hyperbole  équilatère,  et  MNOA 
un  cercle  passant  par  le  centre  de  la  courbe,  la  touchant 
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en  A  et  la  rencontrant  en  deux  autres  points  M  et  JN, 
Tun  de  ces  points,  M,  étant  supposé  fixe.   Soit  A'  le  sy- 


métrique du  point  A  sur  Thyperbole.  Je  dis  que 
MO  =  MA. 

On  voit  d'abord  que  MN  est  une  hauteur  du  triangle 
AMA',  car  les  deux  droites  MN  et  AOA'  sont,  d'après 
le  théorème  de  Joachimsthal  et  la  propriété  des  diamè- 
tres conjugués  de  l'hyperbole  équîlatère,  symétriques 
de  la  tangente  en  A,  par  rapport  à  deux  directions  (un 
axe  et  une  asymptote)  faisant  entre  elles  un  angle  de 
45®.  Les  cercles  des  neuf  points  des  triangles  AN  M, 
AA'M  se  confondent  alors  comme  ayant  trois  points 
communs  :  le  point  O,  Thyperbole  équilatère  étant  cir- 
conscrite à  la  fois  à  ces  deux  triangles,  le  pied  K  de  la 
perpendiculaire  MK  et  le  milieu  du  côté  commun  AM. 

Il  résulte  delà  que  le  point  Çî  est  Torthocentre  du 
triangle  AMA'.  On  a,  par  conséquent, 


AA'N  =  AMK, 


et  ce  dernier  est  égal  à  l'angle  ON  A',  le  quadrilatère 
AMNO  étant  inscrit  dans  la  circonférence.  Le  triangle 
OAN',  et  par  suite  le  triangle  OMA'  est  donc  isoscèle. 
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Il  en  sera  de  même  du  triangle  OM'A,  M'  étant  le  sy- 
métrique de  M  sur  Thyperbole  équilatère,  ce  qui  prouve 
que  le  point  de  contact  A  appartient  à  un  cercle  C  pas- 
sant par  O  et  ayant  pour  centre  le  point  M'.  Les  quatre 
points  de  contact  sont  sur  ce  cercle. 

Si  nous  supposons  maintenant  que  le  point  M  parcotire 
l'hyperbole  équilatère,  le  cercle  C,  qui  passe  constam- 
ment par  O,  et  dont  le  centre  décrit  aussi  riiyperbole, 
enveloppera  une  lemniscate,  homothétique  de  la  podaire 
du  centre  O  de  l'hyperbole  équilatère  dans  le  rapport  q. 


FORNULES  RELATIVES  AUX  FOYERS  DES  CONIQUES; 

Par  m.  a.  TISSOT. 


L'angle  des  axes  étant  désigné  par  9,  soit 

Aa?*  -H  A'^'-h  lExy  ->r  iCx  -\-  i-Cy  -+-  D  =  o 

l'équation  d'une  conique. 
Soient  de  plus 

A  le  discriminant  du  premier  membre  rendu  homo- 
gène; 

a,  t! ,  p,  Y,  y' el-  ^  l^s  mineurs  de  A  qui  correspondent 
respectivement  à  A,  A',  B,  C,  C  et  D  ; 

S  une  des  racines  de  l'équation  en  S  de  la  conique; 

p  Tabscisse  et  q  l'ordonnée  d'un  foyer. 

On  aies  formules  suivantes  : 

p  =  ;  [y  ±  ,/a7S~A')],         q  =  ~  [v'zfc  v/A(S3-A)], 
Ann.de  Mathémat,,  3"série,  t.  XIII.  (Mars  1894.)  8 
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et,  pour  les  équations  des  directrices, 

L'une  des  racines  de  Téquation  en  S  fournit  les 
foyers  réels,  et  l'autre  les  foyers  imaginaires.  Pour  le 
t;alcul  de  p  et  de  q,  et  pour  celui  du  premier  membre 
de  l'équation  de  la  directrice,  il  faut  faire  usage  de  deux 
racines  différentes,  si  Ton  veut  obtenir  un  foyer  et  une 
directrice  qui  se  correspondent.  Enfin,  chaque  racine 
donne  deux  foyers  et  deux  directrices,  parce  que  l'un 
des  quatre  radicaux  peut  être  pris  soit  positivement, 
soit  négativement-,  mais,  du  signe  dont  on  aura  affecté 

ce  radical,  et  de  ceux  des  quantités 6,  A  cosO  —  B, 

A'cosO  —  B,  résulteront  les  signes  des  trois  autres  ra- 
dicaux. 

Une  transformation  convenable  permet  d'employer 
les  formules  ci-dessus  dans  le  cas  où  8  est  nul.  Alors,  S 
désignant  la  racine  de  Téquation  en  S  qui  ne  devient 
pas  égale  à  zéro,  on  trouve,  pour  les  coordonnées  du 
foyer  qui  reste  à  distance  finie, 

_  1  /a  j/ \  _  i^  /(x!_  y'       \ 

et,  pour  Téquation  de  la  directrice, 

(A  cosÔ  —  B)xH-(A  —  B  cose)^'-!-  —  (a-+-a'-i-2pcosO)  =  o. 

2Y 
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SUR  L'ENVELOPPE  ÏÏM  PLAN; 

Par  m.  p.  BARBARIN, 

Professeur  au  lycée  de  Toulon. 


La  ligne  droite  mobile  AB,  qui  dans  le  plan  de  Tangle 
fixe  AOB  découpe  un  triangle  AOB  d'aire  constanle, 
enveloppe  une  hyperbole  dont  OA  el  OB  sont  les  asym- 
ptotes. 

Ce  théorème  s'étend  sans  difficulté  à  l'espace. 

Les  plans  qui  découpent  dans  un  cône  du  second 
degré  des  ^volumes  limités  de  grandeur  constante  sont 
tangents  à  un  hyperboloïde  à  deux  nappes,  asymptote 
à  ce  cône. 

Ce  théorème  avait-il  été  remarqué  jusqu'à  ce  jour? 
Au  surplus,  en  voici  une  démonstration  simple. 

Le  plan  a x  +  ^j  -h  y^r  =  5  (coordonnées  rectangu- 
laires) coupe  le  cône  S, 

x^        v'       z^ 

—    -f-    r  _     —    :rr  O 

suivant  une  ellipse  qui  a  pour  aire 

la    distance    du    sommet    au    plan   de   la    section    est 
,  — r;    si  Ton    représente  par  ^irA^   le  volume 

constant,  on  a  donc 

*'=  S' 


(     '00    ) 

d'où 

sjahc 

le  plan   sécant  enveloppe  donc  Tliyperboloïde  à  deux 
nappes, 

X^  yl  ^« 


x^ 

l2  6«C» 

-i- 

JK« 

-♦- 

z« 

— 

î^^ 

-62  A:» 

c2X:2 

y/"^ 

z2  62c2 

{^a«62c» 

asymptote  au  cône  proposé.  La  réciproque  est  vraîe. 


NOTE  SUR  UNE  PROPRIÉTÉ  DE  LHYPERBOLE  ÉQUILATÈRE; 

Par  m.  J.  RÉVEILLE. 


On  sait  qu'un  faisceau  F  de  coniques  passant  par 
quatre  points  détermine,  sur  une  droite  donnée,  une 
série  de  points  en  involution. 

Il  est  facile  de  voir  qu'un  faisceau  F'  de  coniques 
passant  par  trois  points  et  déterminant  sur  une  droite 
donnée  D  une  série  de  points  en  involution  se  com- 
pose de  coniques  passant  par  un  quatrième  point  com- 
mun. 

Prenons,  en  elï'et,  deux  coniques  c  et  c'  du  faisceau 
F',  et  soit  a  le  quatrième  point  d'intersection,  les  trois 
autres  étant  P,  y?  2.  Considérons  le  faisceau  F  des  co- 
niques passant  par  a,  p,  y»  8-  H  détermine  sur  la 
droite  D  la  même  involution  que  le  faisceau  F',  puis- 
qu'il contient  deux  coniques  c  et  d  de  ce  faisceau,  et 
que  deux  couples  de  points  suffisent  pour  déterminer 
une  involution.  Les  deux  faisceaux  F  et  F'  n'en  forment 
donc  qu'un  seul. 
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Cela  posé,  considérons  le  faisceau  des  hjrperboles 
ëquilatères  circonscrites  à  un  triangle. 

Par  un  point  P  du  plan  du  triangle,  je  mène  des  pa- 
rallèles aux  asymptotes  de  chacune  de  ces  hyperboles. 

J'obtiens  un  double  faisceau  de  droites  engendré  par 
la  rotation  d'un  angle  droit  pivotant  autour  de  son 
sommet  P.  Ce  double  faisceau  détermine  sur  une  droite 
quelconque,  et  en  particulier  sur  la  droite  de  Tinfini, 
une  série  de  points  en  involution. 

Ces  points,  où  les  droites  du  faisceau  P  rencontrent 
la  droite  de  l'infini ,  sont  évidemment  les  mêmes  points 
où  cette  droite  est  rencontrée  par  les  asymptotes  des 
hyperboles,  et,  par  conséquent,  par  les  hyperboles 
elles-mêmes.  Ces  hyperboles  forment  donc  un  faisceau 
de  coniques  passant  par  trois  points  et  déterminant  sur 
une  droite  (la  droite  de  l'infini)  une  série  de  points  en 
învolution. 

Donc  elles  passent  par  un  quatrième  point. 

La  conique  formée  par  un  côté  du  triangle  et  la  hau- 
teur correspondante  est  évidemment  une  hyperbole  du 
faisceau.  Le  point  de  rencontre  des  hauteurs  est  donc 
le  quatrième  point. 

Le  lieu  desi pôles  d'une  droite  D  par  rapport  aux  co- 
niques passant  par  quatre  points  fixes  est  une  co- 
nique. 

Cherchons,  en  effet,  quels  sont  les  points  du  lieu  si- 
tués sur  la  droite  D.  Puisque,  pour  ces  points,  le  pôle 
est  sur  la  polaire,  on  les  obtiendra  en  déterminant  les 
points  de  contact  de  D  avec  les  coniques  du  faisceau 
qui  lui  sont  tangentes.  Ce  sont  les  deux  points  doubles 
de  Tinvolution  déterminée  par  le  faisceau  de  coniques 
sur  la  droite. 

Le  lieu  est  donc  du  second  degré. 

Supposons  que  la  droite  D  s'éloigne  à  l'iniîni. 
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Le  lieu  préeédenl  devieiil  le  lieu  des  centres  des  co- 
niques. C'est  encore  une  conî(|ue  ayant  pour  directions 
asyoïptotiques  les  directions  des  axes  des  deux  para- 
boles du  faisceau. 

Dans  le  cas  des  hyperboles  éi|uilatères  passant  par  les 
trois  sommets  d*un  triangle,  la  conique  lieu  des  rentres 
coupe  la  droite  de  Finfini  aux  deux  points  doubles  de 
Tinvolution  déterminée  par  un  angle  droit  qui  pivote 
autour  de  son  sommet. 

Or  on  sait  que  ces  deux  points  doubles  sont  les  points 
cycliques  du  plan. 

Donc  le  lieu  des  centres  est  un  cercle. 


SUR  UNE  \OTE  DE  GÉOMÉTRIE  INFINITESIMALE; 

Par  m.  K.  CKSÀRO 


Les  courbes  rappelées  par  INL  Husquin  de  Rhéville 
dans  un  article  des  Nou\^elles  Annales  (*)  sont  les  spi» 
raies  sinusoïdes,  et  la  propriété  énoncée  à  la  fin  de  l'ar- 
ticle a  été  déjà  signalée  par  plus  d'un  auteur  (^).  Les 
spirales  sinusoïdes  sont  caractérisées  par  Inéquation  in- 
trinsèque 

pour  //i  —  1 -f- Â*.  La  môme  é(|uation  représente,  pour 
m  =-  2 A",  \qs  lignes  (le  Bihaucour,  Elle  représente  aussi, 
quel  que  soit  A,  les  lignes  cj  dot  claies  pour  m  ^^  —  2, 
1rs  al  y  soldes  (')  pour  m  —  i ,  les  alysotdes  d'égale  ré- 


<h 


(')  Nouvelles  Annules,  p.  1  "i  • '.  ^^\i 
(')  IbUt.,  p.  iS'>:  isss. 

(••)    ////>/,.    p.    7'):    iSSfi. 


(   «o3  ) 
sisiance  pour  m  —  2,  cU:.  Les  développées  de  toutes  ces 
courbes  ont  pour  équation  intrinsèque 


^-iva) 


m 

U)  ?-  rl/C-  )     -   ■• 


On  les  rencontre  souvent  dans  les  reelierches  de  Géonié- 
trie  infinitésimale,  mais  on  prend  rarement  la  peine  de 
s*assurer  de  leur  identité.  Par  exemple,  les  courbes 
étudiées  par  MM.  Nies  et  Mùller  dans  les  Programmes 
des  Gymnases  de  Darmstadt  et  Berlin  (*)  ne  sont  autres 
que  les  développéns  des  /ignés  de  Ribaucour.  Elles  sont 
définies,  dans  les  travaux  en  question,  par  la  propriété 
suivante  : 

(2)  s  —■  axV-. 

Or  on  a,  en  difiéreutiant  cette  égalité  par  rapport  à  5, 

jx  coscp  —  a    V-  s^ 

'fêtant  Tinclinaison  de  la  tangente  sur  Taxe  des  ab- 
scisses*, puis,  par  une  nouvelle  diiïérentiation, 
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p  —  --' —  tango. 

L^élimination  de  o  entre  les  deux  dernières  égalités 
donne 

Pour    une  valeur  convenable  de    a,   celte  équation 
peut  coïncider  avec  (1),  pourvu  (juon  su[)pose 

A  —  i  -    -  j         m  —  xk. 


\^ 


(  ')   HuUt'tin  de  Dd/httux.  p.  '»s  (  I- •  P.irtii*):  !>*•»«' 


(  ^"4  ) 

Il  n'y  a  donc  que  les  développées  des  ligues  de  Ribau- 
cour,  dont  la  longueur  puisse  s'exprimer  par  une  puis- 
sance de  l'abscisse.  Du  reste  cette  propriété  est  contenue 
dans  quelques  formules  d'un  travail  antérieur  à  celui 
de  M.  MûUer  (*).  Si  Ton  observe  que 

on  peut  préciser  davantage  en  disant  que  la  courbe  dé- 
finie par  la  propriété  (2)  est  la  développée  de  la  ligne 
de  Ribaucour  dont  l'indice  est  1  —  2  a.  On  sait  que  cette 
dernière  ligne  possède  dans  son  plan  une  droite  (direc- 
trice) interceptant  sur  chaque  normale  un  segment  égal 
à  (i  —  l^-)?'  La  courbe  (2)  est  donc  une  cycloïde  pour 
[X  =  7,  une  hypocycloïde  à  quatre  rebroussements  pour 
[JL  ^=1  I,  une  dévfeloppée  de  parabole  pour  [jl  =  |,  une 
développée  de  chaînette  pour  [x=2,  etc.  Il  est  d'ail-  . 
leurs  aisé  de  trouver  une  propriété  géométrique  des 
lignes  (2),  qui  puisse  servir  de  définition.  Par  rapport 
à  la  tangente  et  à  la  normale  en  un  point  quelconque  de 
la  ligne  de  Ribaucour,  dont  l'indice  est  i  —  2  w.,  l'équa- 
tion de  la  directrice  est 

Pi  étant  le  rayon  de  courbure  de  la  développée.  La 
droite  qui  rencontre  orthogonalement  la  directrice  sur 
la  normale  à  la  courbe  intercepte  donc  sur  la  normale  à 
la  développée  un  segment  égal  à  (i —  p"-)?!-  En  consé- 
quence, les  courbes  (2)  peuvent  être  définies  en  disant 
que  leur  rayon  de  courbure  est  proportionnel  au  seg- 
ment que  la  perpendiculaire  élev^ée  à  une  droite  fixe, 
par  le  pied  de  la  tangente^  intercepte  sur  la  normale. 


(')  Nouvelles  Annales,  p.  180;  1888. 


(  io5  ) 

Si  nos  souvenirs  sont  exacts,  ces  courbes  oui  été  étu- 
diées, il  y  a  longtemps,  par  M,  Bassani  (*  ).  A  vrai  dire, 
la  dernière  propriété  n'appartient  pas  exclusivement  aux 
courbes  (2).  Pour  le  montrer,  prenons  la  droite  fixe 
pour  axe  des  ordonnées ,  et  appelons  x  Tabscisse  du 
point  de  la  courbe,  qu'on  prend  pour  origine  mobile. 
Soit  ff  la  rotation  que  doivent  subir  les  axes  mobiles 
pour  devenir  parallèles  aux  axes  fixes.  On  exprime 
l'immobilité  de  ces  axes  par  les  relations 

do  I  dx 

et  Ton  met  le  problème  en  équation  en  écrivant  • 

p  X 

d'où  Ton  déduit,  par  intégration, 

puis 

J   cos(p  J  \a/ 

Tant  que  [Ji  n'est  pas  nul,  on  retrouve  les  courbes  (2)5 
mais,  pour  [jl  =  o,  on  obtient 

s 
Cl  X  ~~  ~ 

s  —  a  loff  -  9  cos  9  =  -  —  c    <* , 

^  X  ^       a 

puis 

p  —  a  tang ç  =  a  y  c '^  -  -  I . 

C'est  l'équation  d'une  tractrice.  Plus  généralement,  les 
lignes  dont  les  centres  de  courbure  ont  pour  projections, 
orthogonales  ou  obliques,  sur  une  droite  fixe,  les  pieds 


(•)  Journal  de  Battaglini,  passim. 
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des  tangentes,  sont  les  dév^eloppantes  de  chaînette.  Rap- 
pelons, pour  finir,  que  ces  courbes  sont  comprises  parmi 
celles  qui,  d'après  M,  Hazzidakis  (*),  peuvent  engen- 
drer, par  un  mouvement  convenable,  des  surfaces  dont 
elles  sont  k  chaque  instant  lignes  de  courbure. 


CORRESPONDANCE. 


Extrait  d*une  Lettre  de  M,  Cesàro  à  M.  Bouché. 

Je  viens  de  lire  dans  la  livraison  d'octobre  (iSgS)  des 
]S ouv^elles  Annales  quelques  observations  de  M.  Bioclie, 
relatives  à  ma  Note  «  Sur  l'étude  intrinsèque  des  surfaces 
réglées  »  (JVoui^elles  Annales,  p.  29/j;  1890)  et  à  mes 
((  Remarques  sur  les  surfaces  gauches  »  (Noui^elles  An- 
nales, p.  445;  1889).  M.  Bioche  croit  que  la  première 
de  ces  Notes  renferme  une  «  réclamation  de  priorité  », 
et,  partant  de  là,  il  s'efforce  de  prouver  qu'il  «  était  en 
droit  de  faire  sa  Communication  Sur  les  surfaces  ré- 
glées, etc.,  à  l'Académie  des  Sciences  »  (10  mars,  1890). 
Or  c'est  là  un  droit  que  je  n'ai  jamais  pensé  à  lui  con- 
tester, ma  Note  de  1890  n'ayant  d'autre  but  que  d'ap- 
peler l'attention  sur  la  Note  de  1889,  afin  de  montrer  : 
I®  qu'elle  contenait  sous  une  forme  plus  ou  moins  ex- 
plicite tous  les  théorèmes  énoncés  par  M.  Bioche  dans 
sa  Communication  ;  1°  que  les  restrictions  de  certains 
énoncés  pouvaient  être  supprimées  en  prenant  comme 
courbe  fondamentale  une  ligne  quelconque  de  la  surface. 
M.  Bioche,  je  le  reconnais,  n'avait  pas  lu  ma  Note  de 
1  889  en  écrivant  sa  Conimunication,  et  il  a  laissé  passer 


(')  Journal  de  C relie;  i^H,'). 


(  1^7  ) 
plus  de  trois  ans  (il  tient  à  le  faire  savoir)  avant  de  lire 
ma  Note  de  1890.  J'ai  lu,  au  contraire,  tout  ce  que 
M.  Bîoclie  a  écrit  dans  cet  intervalle  de  temps,  et  cet 
avantage  que  j'ai  sur  lui  me  permettrait  de  faire  d'autres 
«  réclamations  de  priorité  »  si  je  ne  les  trouvais  fort 
ridicules  pour  des  sujets  si  futiles. 

Quant  aux  énoncés  trop  restrictifs  et  très  connus,  je 
ne  comprends  pas  pourquoi  M.  Bioche  a  tenu  à  en  faire 
l'objet  de  ses  critiques,  alors  que  j'avais  moi-même  fait 
remarquer  (Nouvelles  annales,  p.  296;  1890)  que  les 
restrictions  de  certains  énoncés  étaient  inutiles.  Je  n'au- 
rais pu,  d'ailleurs,  suivre  le  conseil  de  les  supprimer, 
que  veut  bien  me  donner  aujourd'hui  M.  Bioche,  parce 
qu'elles  étaient  une  conséquence  nécessaire  de  la  mé- 
thode employée.  Je  savais  bien  aussi  que  les  théorèmes 
démontrés  par  moi  étaient  très  connus,  mais  mon  but 
était  précisément  de  montrer  aux  lecteurs  des  Nouvelles 
Annales  {\o\xvxïd\  des  candidats  aux  écoles  spéciales,  etc.) 
comment  ces  propositions  connues  pouvaient  être  éta- 
blies, d'une  manière  expéditive,  par  les  méthodes  in- 
trinsèques (dont,  à  icoup  sûr,  je  ne  suis  pas  l'inventeur). 
La  déclaration  préliminaire  de  la  Note  en  question,  et 
les  citations  fréquentes  (Amigues,  Bonnet,  Pirondini, 
Catalan,  Dini,  Àppell)  sontlà  pour  le  prouver.  Si  j'avais 
cru  que  ma  Note  contenait  quelque  résultat  nouveau, 
d'une  certaine  importance,  j'aurais  fait  comme  M.  Bioche, 
je  l'aurais  présentée  à  l'Académie  des  Sciences. 


(  io8  ) 


SUR  LES  ÉOUATIONS  RÉCIPROQUES  ET  LES  ÉQUATIONS 

DU  QUATRIÈME  DEGRÉ  ; 

Par    m.    A.-E.    PELLET. 


1 .  Supposons  que  les  racines  d'une  équation  f{x)  =  o 
de  degré  ini  se  partagent  en  m  groupes  de  deux  racines 
inégales  Xf,  0:2,  satisfaisant  à  la  relation 

axiXi-{-  ô ( a?! H-  372 ) -H  c  =  o. 

On  peut  par  une  substitution  linéaire  ramener  cette 
équation  à  être  réciproque  ou  à  ne  contenir  que  des 
puissances  paires  de  Tinconnue.  Soit  d'abord  a^o; 
posons  X  =  j^-+-  P;  les  valeurs  de  y  correspondant  à 
.Tf ,  X2  satisfont  à  la  relation 

«7i7î -+-(*  ^- «P)  (ri-^- J^î)+ «P'-^- 2^P -+•  c  =  O' 

qui  se  réduit  à 

ac—  b^ 

pour  ^==- •  L'équation  en  y  devient  réciproque  si 

l'on  remplace  j^  par 

'b^  —  ac 


/ 


a2         ' 
et  paire  si  Ton  remplace  y  par 

/^2  —  ac  z  -\-^ 
a         z  ~  ^ 

Y  étant  une  quantité  quelconrjue  différente  de  05  en 
elïet,  dans  le  premier  cas  on  a  la  relation  ^1^2=1,  et 
dans  le  second  cas  Zi  -i-  Zo  =  o. 
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Lorsque  «  :=  o,  réqualion  f{x)  =  o  devient  paire 

en  posant 

c 

et  réciproque  en  posant 

y-^\         c 
y-\        ib 

2.  Considérons  une  équation  du  quatrième  degré,  à 
coefficients  réels 

et  soient  x<,  Xi-^Xz^Xj,^  ses  quatre  racines  supposées 
inégales. 

Les  deux  équations 

ax\X%-\-  b{x\-'r  Xi)-\-  c  =  o, 
ax^Xi,-^  b{xz-^Xi,)-^  c  =  o 

déterminent  les  rapports  des  quantités  a,  £,  c.  a  est  nul    ' 

si  X\-\-  X2^=x%-\'  Xj^-^^  —  -  ;  et  alors  la  substitution 

X  •=  y —  j  transforme  l'équation  en  une  équation  paire. 

Supposons  Xi  H- Xa  différent  de  —  -«Si  a:<,  X2  sont 

des  quantités  imaginaires  conjuguées,  0:3,  0:4  sont  des 
quantités  réelles  ou  imaginaires  conjuguées,  par  suite 
les  rapports  des  quantités  «,  è,  c  sont  réels.  Effectuons 

la  substitution   xz=zj ;  y\^y*i  sont  des  quantités 

imaginaires  conjuguées;  leur  produit,  qui  est  égal   à 

-—  ,  est  donc  positif;  les  deux  substitutions 

Jb^ — ac  s/b^—acz-^y 

y  r=    I ^  V  — y 

^  a  »         ^  a         3  —  ^ 

qui  ramènent  Téquation  donnée  à  une  équation  réci- 


(  "^  ) 

proque  ou  à  une  ëqualion  paire  sont  donc  réelles.  Si  les 
racines  Xi,  Xo  sont  réelles  ainsi  que  X3  et  jc^,  suppo- 
sons-les rangées  par  ordre  de  grandeur, 

^1  <C  ^s  *C  ^3  <C  ^k' 

Après  la  substitution  x  :z- y >  on  a 

b^~-  ac 

y\yt=-y^yk=  — ^,  -  ; 

il  en  résulte  que  ^ —  est  positif.  En  effet,  si  le  pro- 

A\i\ljij2  était  négatif,  les  quantitésj^i,  j^2  seraient  de 
signes  contraires,  y^  négatif  et  ^2  positif,  car  on  a 

y 3,  j'4  seraient  tous  deux  positifs,  ainsi  que  leur  pro- 
duit; et  l'on  aurait  une  contradiction. 

Ainsi  l'on  peut,  dans  tous  les  cas,  ramener  une  équa- 
tion du  quatrième  degré,  à  coefficients  réels,  à  être 
paire  ou  réciproque  par  une  substitution  linéaire  à 
coeffi<îients  réels. 

3.   D'après  ce  qui  précède,  l'intégrale 

f(x)dx 


f 


^x'*-+-px^-\-  q  x^-^  rx  -\-  s 
peut  se  ramener  à  la  forme 

^{y)dy 


f 


/Ay*  ■+-  BjK*  -h  G 

de  trois  manières  différentes  par  une  substitution   lî- 

3 
g;./ et  F  désignent  des  fonctions  ra- 


a  y -h  3 
neaire  x  = -' 


/  • 


tionnelles.    Soit    V{j)  =  F^{y^)-^  V2{j^)y\     l'inté- 
grale précédente  se  décompose  en  deux  autres,   l'une 


(...) 

cl  elles   /  "^     - — -- -  -    pouvant  s  exprimer    a  1  aide 

des  fonelions  algébriques  el  logarithmiques,  ce  que  Ton 
voit  immédiatement  en  prenant  j^  pour  variable;   il 

peut  se  taire   que  1  autre    /  ^^y   ^   -/        puisse   se 

^  i    c  r         F(z^)zdz  ,      . 

ramener  a  la  forme   /  -  par  une  substi- 

tution  linéaire.  Cette  substitution,  laissant  sous  forme 
paire  Téquation  Ay*  -f-  Bj*  -h  C,  est  déterminée;  on  a 

a  étant  égal  à  ±:  i/—y  et  y  une  indéterminée  différente 

de  o! 

— ^^ ;  »  intéffrale  effectuée   par 

(H-ar2)/i-+-.r*  ^  ^ 

Euler,    en  posant  p  =  — —  -  ;   en    remplaçant   x    par 


~^—9  elle  devient 

z  dz 


f 


('»'-T-ï*)v/^'«'^Y)*-f-('3-  ï)*' 


et  en  remplaçant  a:  par  y/ —  i 


f 


(2* H-  y')  /—  î  dz 


On  voit  de  même  que  l'intégrale 

/{x^)dx 


f 


où 


"^^    "  k^x^ 


F  désignant  une  fonction  rationnelle,  se  ramène  à  riii- 


(  "2  ) 

t<%rale  d'une  fonction  rationnelle  eu  posant 


X 

puis 


z^=  t\ 


cette  intégrale  a  été  considérée  par  M.  Hermite  (Cours 
de  la  Sorbonne). 

En  général  soit  (p(x)=  o  une  équation  de  degré  2fw, 
dont  les  racines  peuvent  se  partager  en  m  groupes  de 
deux  racines  satisfaisant  à  une  relation  de  la  forme 

l'intégrale 

f(x) dx 


f 


^if(x) 

pourra   se    ramener  par   une   transformation  linéaire 
X  ^  — — ^  à  la  forme 


f 


A(j^)  étant  une  fonction  entière  et  de  degré  m  en  y^^ 
fs  (y)  une  fonction  rationnelle  de  y  en  même  temps 
quef(x).  Posons 

y'  =  ^     /i(7)-  F(7M-^-Fl(7»)r;    • 


il  vient 


My)dy        fFi(t)de^  p¥{t)dt 


fMy)dy  ^  ri}(^±dt^  rnt} 


et  Tinlégrale  proposée  est  ramenée  à  d'autres  de  même 
forme,  la  racine  carrée  portant  sur  un  polynôme  de 
degré  inférieur.  En  particulier,  si  ^(^x)zz:o  est  une 
équation  du  sixième  degré,  ^{t)  et  tij(^t)  sont  des  poly- 
nômes du  troisième  et  du  quatrième?  degré  et  l'on  est 
ramené  aux  fonctions  elliptiques. 
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AUGUSTE  COMTE  EXAMINATEUR  D'ADMISSION 
A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  ('); 

Par  m.  Pierre  LAFFITË, 
Professeur  au  Collège  de  France. 


Gaslonde,  19  ans  passés  (de  7}*'io^  à  4**)- 

1°  Construire  sur  un  côté  donné  un  décagone  régulier. 

Il  se  tire  très  bien  de  la  construction  en  imaginant  d'inscrire 
préalablement  un  décagone  dans  un  cercle  arbitraire.  11  cal- 
cule d'ailleurs  exactement  le  rayon  correspondant  et  en  con- 
struit convenablement  la  valeur  après  quelque  hésitation. 
(  Well.) 

2®  Sphère  passant  par  quatre  points  donnés  :  épure  de  la 
solution. 

Il  explique  bien  la  construction  solide,  sauf  quelque  hésita- 
tion, sur  les  cas  singuliers;  il  expose  fort  bien  le  plan  complet 
de  répure^  et  montre  heureusement  les  simplifications  qu'elle 
éprouve  par  un  choix  libre  des  plans  de  projection.  (Very 
well.) 

3®  Analyse  de  l'équation  a?* -h  23?* —  a?  -+•  2  =  o. 

Il  voit  sur-le-champ  que  l'équation  a  deux  racines  imagi- 
naires, et  quel  est  le  signe  des  autres  en  cas  de  réalité  :  il  s'as- 
sure de  leur  imagioarité  par  le  théorème  de  Sturm  heureuse- 
ment employé,  sans  pousser  le  calcul  jusqu'au  terme  ordinaire. 
Il   reconnaît  par  ses  calculs  que  les  racines   sont  égales  et 

cherche  ses  racines  par  la  substitution  de  /  -h  ^  \/ —  i .  Il  forme 
bien  les  équations  en  y  et  2,  et,  heureusement,  l'équation  fi- 
nale en  y,  sans  pouvoir  fixer  a  priori  le  nombre  de  ses  racines 
réelles,  il  procède  à  la  recherche  de  celles  qui  seraient  com- 
mensurables  :  quoique  la  longueur  des  calculs  ne  permette  pas 
d'achever,  la  réponse  est  satisfaisante. 


(*)    Voir  même  Tome,  p.  65. 

Ann.  de  Mathémat.,  3«  série,  t.  XIII.  (Mars  1894-)  9 


(  "4) 

4°  Sur  un  billard  elliptique  lancer  une  bille  de  position 
donnée,  de  manière  à  en  frapper  une  autre  donnée  après 
une  seule  réflexion. 

Après  avoir  renoncé  à  la  solution  graphique,  il  met  exacte- 
ment, mais  péniblement  le  problème  en  équati'on,  sans  s'aper- 
cevoir qu'il  revient  à  faire  une  ellipse  d'après  le  foyer  et  un 
contact  avec  le  billard.  Il  manque  entièrement  la  vérification 
relative  au  cas  où  les  billes  sont  aux  deux  foyers  du  billard. 
{Enough  well.) 

5°  Équilibre  d'un  poids  soutenu  par  un  nœud  coulant  : 
courbe  d^ascension  d'un  réverbère. 

Il  explique  bien  la  loi  de  l'équilibre;  il  trouve  très  simple- 
ment et  spontanément  la  vraie  nature  de  la  courbe,  et  déter- 
mine nettement  ses  vraies  dimensions,  sauf  une  légère  erreur 
de  signe.  {Extremely  well.)  (-4-  -h). 

Ce  candidat  est  un  des  meilleurs  jusqu'ici,  son  intelligence 
est  bonne  et  assez  étendue;  son  instruction  est  très  satisfai- 
sante. 

Harlé,  i8  ans  passés  (deg^'iS*  à  io*'45'"). 

1*  Sommation  des  progressions  arithmétiques  :  applica- 
tion à  la  loi  de  Galilée. 

Exposition  claire  et  facile  de  la  formule;  il  fait  couramment 
l'application,  en  expliquant  très  bien  le  cas  de  n  fractionnaire 
ou  même  irrationnel  d'après  la  nature  de  la  question.  {Very 
well.) 

2**  Estimation  d'après  cette  loi  de  Galilée  de  la  profon^ 
deur  d'un  précipice,  par  le  temps  qu'un  corps  a  em.ployé 
à  tomber  jusqu'au  fond,  en  ayant  égard,  dans  V apprécia- 
tion de  ce  temps,  à  la  durée  de  la  transmission  uniforme 
du  son. 

Il  forme  très  bien,  et  après  peu  d'hésitation,  l'équation  dif- 
ficile de  ce  problème.  Après  l'avoir  résolu,  il  tâtonne  pour  dé- 
cider celle  des  deux  racines  qui  convient  seule  à  la  question; 
il  ne  parvient  pas  à  se  prononcer  nettement  à  cet  égard,  quoi- 
que ayant  aperçu  le  principe  de  la  distinction.  (Well.) 

3°  Dimensions  d'une  salle  surmontée  d'une  voûte  hémi- 
cylindrique^  d'après  sa  surface,  son  volume  et  la  hauteur 
de  son  centre  de  gravité. 

Il  forme  couramment  les  deux  premières  équations  et  fina- 
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Jement  aussi  la  troisième  d'après  le  théorème  de  Guldin  qui 
lui  est  signalé;  il  indique  bien  le  plan  des  éliminations  et  assez 
bien  le  degré  de  l'équation  définitive.  Interpellé  de  résoudre 
le  problème  quand  le  centre  de  gravité  est  le  plus  bas  possible, 
il  emploie  malheureusement  le  théorème  de  Sturm  et  non  le 
principe  des  racines  égales.  {Less  well.) 

4°  Lieu  des  sommets  des  paraboles  ayant  un  foyer  donné 
et  une  tangente  donnée. 

En  prenant  l'origine  au  foyer  et  un  axe  parallèle  à  la  tan- 
gente, il  formule  très  bien  l'équation  du  système  des  para- 
boles. 11  exprime  très  directement  aussi  les  coordonnées  du 
sommet  (comme  point  où  le  diamètre  et  la  tangente  sont  rec- 
tangulaires), en  faisant  toutefois  des  calculs  superflus  pour 
trouver  la  direction  du  diamètre;  il  en  déduit  très  bien  la  for- 
mation de  l'équation  cherchée.  (Extremely  well.) 

5*  Direction  la  plus  favorable  au  tirage  d*un  poids  sur 
un  plan  horizontal,  en  supposant  le  frottement  toujours 
proportionnel  à  la  pression. 

En  lui  indiquant  le  principe  statique  de  la  solution  (qu'il  ne 
pouvait  d'abord  bien  saisir),  il  trouve  très  bien  le  minimum  de 
71  cos a -)- sin a  d'après  la  méthode  purement  algébrique.  On 
voit  encore  sur  cet  exemple  qu'il  n'apprécie  pas  le  principe  des 
racines  égales  comme  caractéristiques  de  l'état  minimum. 
(  WelL)  (-+-  -4-). 

Ce  candidat  est  fort  instruit,  très  exercé,  et  d'une  intelli 
gence  assez  élevée,  quoique  plus  porté  à  calculer  qu'à  réfléchir. 
Il  est  inférieur  toutefois  à  Edouard  Hardy  et  doit  être  proba- 
blement intercalé  entre  celui-ci  et  Hérard  ou  entre  Hérard  et 
Séwrin. 

Lenormand,  20  ans  accomplis  (de  4^15"  à  6**). 

\°  Aire  d'un  triangle  d* après  les  coordonnées  de  ses 
sommets. 

Il  institue  spontanément  la  décomposition  géométrique  la 
plus  favorable,  et  trouve  enfin  la  vraie  formule  après  plusieurs 
erreurs  à  rectifier.  Interpellé  d'assigner  a  priori  la  fonction 
en  la  supposant  d'abord  rationnelle  et  entière,  il  comprend 
l'esprit  de  la  question  et,  avec  un  peu  d'aide,  résout  à  peu  près 
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la  question.  (Very  well.)l\  passe  de  la  formule  rectiligne  à  la 
formule  polaire  et  la  retrouve  très  bien  par  la  figure.  {Very 
welL) 

2°  Analyse  de  Inéquation  ar* — a?' -+-2 a?  —  1  =  0,  sachant 
que  deux  de  ses  racines  sont  réciproques. 

Il  applique  très  bien  d'abord  le  théorème  de  Descartes  et  en 

.tire,  par  une  argumentation  fine,  rapide  et  serrée,  tout  le  parti 

possible.  Ayant  égard  à  la  réciprocité  annoncée  il  substitue  a 

et  -  et  cherche  les  racines  communes,  après  avoir  toutefois 

a  ^ 

assez  heureusement  combiné,  mais  sur  avertissement,  les  deux 
équations  pour  être  dispensé  de  rechercher  formellement  le 
commun  diviseur.  Les  deux  racines  réciproques  étant  ainsi 
trouvées,  il  trouve  enfin  les  deux  autres  en  ôtant  le  facteur  du 
second  degré;  mais  il  ne  sait  pas  se  passer  spontanément  de  la 
division  dont  il  parvient  cependant  à  se  dispenser  après  nou- 
vel avis.  (WelL) 

3°  Lieu  des  sommets  des  hyperboles  ayant  un  foyer  donné 
et  une  asymptote  donnée. 

En  formant  l'équation  du  système  d'hyperboles,  il  exprime 
bien  les  conditions  relatives  à  l'asymptote  et  ne  peut  aboutir 
à  formuler  celles  relatives  au  foyer.  En  les  supposant  expri- 
mées, il  indique  bien  la  manière  de  former  l'équation  du  lieu, 
en  définissant  le  sommet  par  un  bon  caractère.  {Imperfectly 
but  enough  well.) 

4°  Loi  d^ équilibre  d'un  haquet. 

Il  saisit  bien  le  principe  de  réduction  des  machines  compo- 
sées aux  machines  simples,  et  l'applique  très  bien  au  cas  pro'- 
posé.  {Very  welL)  (-h  -+-). 

Ce  candidat  a  de  la  force  et  de  la  justesse,  quoique  son  in- 
struction ait  été  trop  mesquinement  dirigée.  Son  esprit  peut 
aller  très  loin  quand  il  est  un  peu  excité.  (Très  admissible  et 
à  balancer  vraisemblablement  avec  Masquelez.) 


Labbé,  20  ans  accomplis  (de  lo'^iS"  à  12**  15"). 

1°  Différence  de  niveau  entre  deux  points  inaccessibles. 

Il  procède  comme  pour  trouver  la  distance  des  deux  points, 

et  d'ailleurs  exactement  sous  ce  rapport.  Il  s'aperçoit  ensuite 


(  I'?) 

qu'il  faut  niveler  les  deux,  points  comparativement  à  une  sta- 
tion commune  et  décrit  très  bien  l'ensemble  de  l'opération, 
dont  il  apprécie  fort  judicieusement  la  comparaison  avec  un 
nivellement  direct.  Interpellé  quelle  influence  la  petitesse  de 
la  base  peut  exercer  sur  l'exactitude  du  travail  trigonomé- 
trique,  il  finit  par  anal3'ser  cette  influence  délicate  avec  une 
parfaite  justesse.  {Extrem&ly  well.) 

2**  Cubature  du  dodécagonoïde  régulier. 
Il  exécute  très  bien  et  fort  simplement,  dans  toutes  ses  par- 
ties, Tensemble  de  cette  évaluation.  Il  applique  aussi  très  bien 
la  formule  à  calculer  le  côté  du  polygone  d'après  le  volume,  à 
un  degré  d'approximation  donné,  sauf  quelque  hésitation  sur 
la  «ïesure  effective  de  l'approximation.  (  Very  well.) 

3°  Analyse  de  V équation  x^ — x^ — ix  =^  c^  en  détermi- 
nante de  manière  que  la  somme  de  deux  racines  soit  i . 

Il  prend  pour  principe  la  divisibilité  par  a?*  —  x -\- p^  et  dé- 
termine très  bien  p  et  c.  Il  trouve  ensuite  très  simplement  les 
racines  par  le  diviseur  et  le  quotient.  Reprenant  ensuite  a 
priori  l'analyse  de  l'équation  par  le  théorème  de  Descartes 
combiné  avec  les  autres  notions  principales  de  la  théorie  des 
équations,  il  en  tire  judicieusement  ou  à  peu  près  tout  le  parti 
possible.  (^Very  well.) 

4**  Lieu  des  sommets  de  toutes  les  hyperboles  concen- 
triques ayant  une  asymptote  commune  et  la  même  excen- 
tricité. 

Il  croit  d'abord  que  les  données  déterminent  l'hyperbole; 
mais,  invité  à  réitérer  cet  examen,  il  finit  par  rectifier  son 
erreur.  Prenant  l'origine  au  centre  et  l'asymptote  pour  un  des 
axes,  il  forme  bien,  après  quelques  méprises  bientôt  réparées, 
l'équation  du  système  d'hyperboles  en  ayant  égard  aux  deux 
premières  conditions;  il  s'embarrasse  beaucoup  dans  la  prise 
en  considération  de  la  dernière  condition,  dont  il  ne  saisit 
que  vaguement  le  plan.  En  la  supposant  exprimée,  il  expose  à 
peu  près  bien  le  plan  de  la  recherche  du  biais  des  sommets 
comme  point  où  la  tangente  est  perpendiculaire  au  diamètre. 
( Enough  well.) 

5"  Équilibre  des  forces  parallèles  dans  V  espace. 
Exposition  méthodique  et  correcte  de  la  méthode  ordinaire  : 
analyse  pénible,  mais  judicieuse,  et   finalement    satisfaisante 
des  divers  degrés  de  gène.  (  Well.)  (H — h.) 


(  "8  ) 

Ce  candidat,  très  admissible,  est  fort  judicieux  et  suffisam- 
ment intelligent,  quoique  mal  enseigné.  (A  placer  vraisembla- 
blement un  peu  après  ou  un  peu  avant  Lenormand.) 


RoussBAU,  20  ans  (de  2*»3o"»  à  4**3o"). 

1°  Sommation  des  progressions  géométriques. 
Exposition  claire  et  correcte  de  la  formule  ordinaire.  Il  dé- 
termine bien   la  limite,    mais  y  explique  mal  le  cas  excep- 
tionnel. II  explique  bien,  au  sujet  de  la  limite, que  la  somme 

2  +  i  -+-  î  ^-  •  • .  est  infinie.  (  WelL  ) 

Interpellé  d'appliquer  la  formule  à  l'exemple  géométrique 
de  cette  figure  signifiant  :  du  sommet  de  l'angle  droit  d'un 
triangle  rectangle  mener  une  perpendiculaire  à  l'hypoténuse; 
du  pied  de  cette  perpendiculaire,  en  mener  une  au  plus 
grand  côté  du  triangle;  du  pied  de  cette  seconde  perpendicu- 


laire mener  une  nouvelle  perpendiculaire  à  l'hypoténuse,  du 
pied  de  celle-ci  au  côté  et  continuer  ainsi  indéfiniment,  il 
reconnaît  d'abord  l'existence  de  la  progression  et  trouve  bien 
la  limite.  Sommé  de  prouver  si  cette  vérification  suffirait 
pour  justifier  la  formule  en  général,  il  finit,  après  beaucoup 
d'hésitation,  par  répondre  très  exactement,  mais  péniblement. 
(  Very  welL) 

2°  Dimensions  d'une  niche  d'après  son  volume  et  sa  sur- 
face. 

Il  forme  bien  l'équation  du  problème.  Il  discute  assez  bien 
l'équation  sous  le  point  de  vue  algébrique  et  sous  le  point  de 
vue  géométrique.  Interpellé  de  déterminer  les  dimensions  pour 
le  volume  maximum,  il  voit  bien  a  priori  que  ce  cas  cor- 
respond à  celui  d'une  racine  double;  mais  il  ne  peut  pas  la 
vérifier  a  posteriori  par  l'analyse   des  conditions   de   réalité. 


(  i'9  ) 

D'après  ce  principe,  il  détermine  péniblement  les  dimensions. 
(Enough  weLl.) 

y  Construction  de  V équation  précédente  x^ —  3i*a?-f-8û^  =  o. 

Il  hésite  d'abord  à  prononcer  l'impossibilité  de  construire 
par  deux  cercles,  et  ne  la  reconnaît  que  par  le  calcul  qui  lui 
suggère  toutefois  l'idée  de  la  comparaison  géométrique  directe 
de  deux  cercles.  Il  cherche  après  à  combiner  le  cercle  et 
la  parabole;  mais,  à  la  manière  dont  il  prend  la  parabole 
(j«  =  %px)^  le  calcul  le  conduit  à  reconnaître  l'impossibilité 
de  cette  construction;  et  il  en  conclut,  après  discussion  sur 
la  figure,  la  nécessité  de  poser  la  parabole  x^  =  7.pjr,  sauf  tou- 
tefois hésitation  et  avertissement»  Avec  cette  modification,  il 
achève  la  construction,  sauf  une  légère  erreur  de  signe,  et  la 
met  bien  en  harmonie  avec  l'équation.  On  reconnaît  aisément 
que  le  candidat  n'a  pas  été  enseigné  sur  les  constructions,  ce 
qui  donne  une  grande  valeur  au  travail  évidemment  spontané 
qu'il  vient  d'exécuter  péniblement.)  (  WelL)  (-4- h-). 

Ce  candidat,  très  judicieux  et  assez  intelligent,  est  certaine- 
ment admissible,  quoique  son  instruction  soit  inférieure.  (A 
balancer  probablement  avec  BonfiUion  et  Masquelez.) 


JoHANNYS,  19  ans  (de  9**  1 5"  à  10^ 45"). 

1*  Aire  d!un  tritmgle  par  deux  côtés  et  un  angle. 

Il  résout  très  bien  la  question  quand  l'angle  est  compris 
et  détermine  couramment  le  maximum.  Mais  il  est  fort  embar- 
rassé pour  le  second  cas  qu'il  ne  sait  point  déduire  du  premier; 
il  s'en  tire  cependant  très  bien  par  une  autre  voie  et  finît  par 
discuter  assez  convenablement  la  formule  obtenue. 

9."  Analyse  de  l'équaiion  Sx^  —  ax^  -h  a?*  -f-  1 20?  =  2,  quand 
a  est  tel  que  deux  des  racines  sont  égales  au  signe  près. 

Il  divise  immédiatement  par  a?*  —  a?'*  et  détermine  bien 
ainsi  x'  et  a.  Il  discute  alors  le  quotient  pour  caractériser 
les  autres  racines  et  s'aperçoit,  par  une  seule  substitution, 
qu'elles  sont  toutes  réelles,  sauf  une  erreur,  bientôt  rectifiée, 
sur  le  signe  de  la  dernière  racine.  Interpellé  si  ces  racines 
sont  dans  la  table  des  sinus  par  la  trisection  de  l'angle,  il  prend 
mal  à  propos  la  formule  de  Moivre,  ne  pense  pas  seulement  à 
l'équation  trigonométrique  et  s'égare  en  transformations  inu- 


*  (   »^o  ) 

liles,  insignifiantes,  qui  indiquent  toutefois  un  certain  esprit 
de  calcul.  Cependant,  en  posant  x  =  cos  cp  h-  sin  cp,  il  trouve, 
sans  s'en  douter,  la  résolution  des  équations  du  3*  degré; 
mais  il  est  arrêté  par  l'imaginarité  de  cos  cp  et  de  sin  o.  Quoique 
la  solution  lui  échappe  finalement,  il  est  aisé  de  reconnaître, 
par  l'ensemble  de  cette  question,  que  le  candidat  entend  bien 
l'Algèbre.  (/ÏTc//.) 

3"  Lieu  des  sommets  des  ellipses  concentriques  ayant  un 
point  commun  et  une  même  tangente. 

Prenant  l'origine  au  centre  et  un  axe  parallèle  à  la  tangente, 
il  forme  bien  l'équation  du  système  d'ellipses.  Mais  il  suit 
d'abord,  pour  l'expression  des  sommets,  une  mauvaise  marche 
par  une  définition  trop  spéciale  des  sommets  (comme  inter- 
section de  la  courbe  avec  ses  axes).  Averti  de  cette  faute,  il 
pense  spontanément  au  caractère  de  la  tangente  perpendiculaire 
au  rayon,  et  alors  continue  très  bien  la  solution  jusqu'au  bout.  Il 
voit  nettement  que  la  question  est  commune  à  l'hyperbole  et  à 
l'ellipse;  mais  il  hésite  beaucoup  pour  reconnaître  qu'elle  ne 
convient  pas  à  la  parabole.  (  Werf  welL) 

4°  Equilibre  d^un  poids  sur  un  plan  résistant. 

Il  explique  très  bien  les  conditions  de  cet  équilibre.  Il  conçoit 
même  très  nettement  les  conditions  les  plus  favorables  à  la  sta- 
bilité et  les  modifications  provenant  du  frottement.  Interpellé 
d'assigner,  sous  ce  dernierrapport,  la  limite  des  inclinaisons  qui 
permettent  l'équilibre,  il  y  parvient  d'une  manière  directe  et 
très  heureuse.  {Extremely  welL) 

Ce  candidat,  malgré  ses  fautes  d'Algèbre,  est  évidemment  l'un 
des  meilleurs  jusqu'ici;  il  a  l'esprit  net,  fort  et  juste,  et  une  très 
bonne  instruction.  (A  classer  vraisemblablement  parmi  les  trois 
ou  quatre  premiers  jusqu'à  présent.  (-4-4-). 

{A  suivre.) 


(  ^'^^  ) 


CORRELATION  ENTRE  LES  HEXAGONES  DE  PASCAL 

ET  DE  BRIANCHON  ; 

Par   m.   p.  SONDAT. 


Soit  une  conique  coupant  les  côtés  BC,  AC,  AB  cfun 
triangle  ABC  aux  points  a  et  ai,  p  et  ^i,  y  et  yi. 

I.  Désignons  par  I  et  I,,  H  et  Hj,  K  et  K^  les  points 

(aj3,a,yi)    et    (ay,a,Pi),     (a^,  p.y,)    et    (i3Y,a,j3,), 
(ay,  |3,y,)  et  (Py,  a.y,). 


Les  hexagones 


1 


Paai^iYiY, 
donnent  naissance  aux  trois  droites  de  Pascal 


AI  II, 
(I)  l  BHH,, 

CKK,. 

Or  les  trois  triangles 


ABC, 
IHK, 
Il  HiKj, 

pris  deux  à  deux,  admettent  pour  axes  d'homologîe  les 
trois  pascales  relatives  au  système 

/  «P  ï^ciPiY,, 

(  aaiYYiP,  p, 

lesquelles  se  rencontrent   en   Tun  des   vingt  points  de 
aSteiner,  car  les  hexagones  ne  diffèrent  que  par  la  per- 
A/in.  de  Maihénxat.^  3*  série,  t.  XIII.  (Avril   «894.)  lO 


(  »2^  ) 

mutation  circulaire  des  soinniets  de  rang  pair.  Ces 
triangles  ont  donc  un  centre  commun  d'homologie,  ou 
les  droites  (i)  sont  concourantes  en  un  point  O,  qui  est 
Tuu  des  soixante  de  Kirkman. 

IL    Désignons  par   R,    S,   T  les  points  (Aa^,  ^y)n 
(B^i,  ay),    (Cyi,  ajS),    et    par  R,,   Si,  T,    les  points 

(Aa,p^Y,),  (Bp,  a^y,),  (Cy,  a,  p,). 
Dans  les  hexagones 

aBARHtI,, 
pCBSK  H, 
GTH  K, 
a,BAR,H  I, 
piCBSjKjH», 
YiBCTiH,K„ 

It-s  côtés  non  consécutifs  sont  concourants  trois  à  trois, 
c'est-à-dire  en  ai  et  y,  ^i  et  a,  yi  et  a  dans  le  premier 
système,  et  en  a  et  y^,  j3  et  ai ,  y  et  ol^  dans  le  second. 
Les  diagonales  principales  doivent  donc  être  concou- 
rantes, ce  qui  amène  les  six  droites  aR,  j3S,  yT  et  a^  R| , 
^1  S| ,  yi  T|  au  point  O. 

IlL  En  appelant  x  et  Xt^y  et  j'"i,  z  et  z^  les  rayons 
Aa  et  Aa^,  Bp  et  Bj3|,  Cy  et  Cy^,  formant  la  division 
-f-  I  dans  les  angles  de  ABC,  ou  tangents  à  une  conique, 

on  aura  le  sexlatère 

xzxyxx  zyx 

dans  lequel  les  diagonales  principales 

y^i—yx^'  LLi,    xiz  —  xz^  :  MM,,     xyx^yxx  :  NN, 

sont  concourantes  en  un  point  de  Brianchon. 
Or  les  axes  du  système 

bPyCy,?!, 

AayCYiaj, 
Aapnp.a,, 


(  «^J  ) 

savoir 

/  L  Li  Lj, 

(a)  )  MM1M2, 

(  N  N,  N„ 

sont  précisément  ces  diagonales,  et,  par  conséquent, 
concourants. 

Comme  d'ailleurs,  dans  les  hexagones 

I  SiNiApiN,, 
I4T,MAy,M„ 

les  côtés  non  consécutifs  sont  concourants  en  a^  et  p, 
ai  et  y,  les  diagonales  doivent  être  aussi  concourantes, 
ce  qui  amène  deux  des  axes  (2)  au  point  O,  et  par  suite 
le  troisième,  puisqu'ils  passent  par  un  même  point. 

Le  point  (i)  de  Kirhnan  coïncide  ainsi  avec  te 
point  (2)  de  Srianchon,  el  douze  droites  passent  par 
ce  point . 

IV.  En  permutant  successivement  a  et  aj,  p  et  |3|, 
V  et  Y<,  ce  qui  laisse  subsister  le  triangle  ABC,  et  pro- 
cédant de  même,  on  obtiendra  trois  nouveaux  faisceaux 
contenant  chacun  douze  droites  concourantes  en  Oi ,  O2, 
O3,  et  chacun  de  ces  points  sera  à  la  fois  un  Kirkman  et 
un  Brianchon. 

V.  Désignons  par  i  et  i,,  h  et  A,,  k  et  â,  les  droites 

(jry.x^Zi)  et   (xz.Xij^),  (a:r,j,^,)   et  (j2î,^,j,), 
(xz.ju  Zi)  et  (j^,.r,  2:,). 
Les  sexlatèrcs 


(  'M  ) 

donnent  naissance  aux  trois  points  de  Brianchon 

lai  il , 
(3)  A/iA,, 

(  cAki. 

Or  les  trois  trilatères 


< 


a  h  c, 
/  h  k, 
iihiA'i 


admettent  pour  centres  d'iiomologie  les  trois  points  de 
Brianchon  relatifs  au  système 

/  xr  zxiVi^i, 
I  arzi  zy  yxXu 
\  arxizziyty, 

lesquels  sont  silués  sur  une  droite  r/,  car  les  sexiatères 
ne  dilïèrent  que  par  la  permutation  circulaire  des  côtés 
de  rang  pair.  Ces  trilatères  ont  donc  un  axe  commun 
d'homologie,  ou  les  points  (3)  sont  situés  sur  l'une  des 
soixante  droites  8  qui,  dans  le  sexlatère  de  Brianchon, 
correspondent  aux  soixante  points  de  Rirkman  de 
l'hexagone  de  Pascal, 

VI.  Appelons  r,  s,  t  les  droites  (flX|,j'z),  {bj^^  •^^)? 
(c^i,  xy)^  etr^,  .v<,  t^  les  droites  (rt.r,j^<  z^)^  [hy^X{  z^  ), 
ycz^  X\yx  ). 

Dans  les  sexiatères 


I 


xharh\  i\. 
y  c  b  s  k  /?., 
z  hc  t  h  k, 

X{  bar\  h  i. 
yxc  hsx  ki/ii, 
Zi  bc  ty  /il kl, 


(  >25  ) 

les  sommets  sont  trois  à  trois  en  ligne  droite,  c'est-à-dire 
sur  Xi  et  z^yt  et  a:,  Zi  et  x  dans  le  premier  syslème  et 
sur  X  Gt  Zi,  y  et  Xi^  z  et  Xi  dans  le  second.  Les  côtés 
opposés  doivent  donc  se  rencontrer  en  trois  points  en 
ligne  droite,  ce  qui  amène  les  six  points  xr^  js^  zt 
et  Xsr^^j^Ss^  Zi  t^  sur  o. 

VII.   Dans  riiexagone  de  Pascal 
les  trois  points 

a  p»,,  a,  p  :  V,  V, 

sont  en  ligne  droite. 

Or  les  centres  des  sexlatères 

\  ax zc  Z\  X\^ 
\  axybyxxx, 


savou' 


(4) 


I 


V  Vj   Vj, 


r        •         f 


sont  précisément  ces  points,  et,  par  conséquent,  en 
ligne  droite. 

Comme  d'ailleurs  dans  les  sexlatères 

\  iiti\L  aZi\Li, 

les  sommets  non  consécutifs  appartiennent  aux  droites.!:^ 
et  7,  x^  et  ^,  les  points  de  rencontre  des  côtés  opposés 
doivent  être  aussi  en  ligne  droite,  ce  qui  amène  deux 
des  points  (4)  sur  ô,  et  par  suite  le  troisième,  puisqu'ils 
sont  alignés. 


(  1^8) 
dent,  en  général,  âe  fet  des  coefficients  a,  on  peut  îu- 
versemenl  se  donner  Xq,  Xj ,  ...,  ^^n-i  et  chercher  la  fonc- 
tion y  5  ce  problème,  qui  ii*est  pas  toujours  soluble 
puisque^ne  doit  avoir  qu'une  valeur  pour  chacune  des 
valeurs  Xq,  X^  ...,X,i_i,  est  évidemment  très  difficile 
et  sort  des  limites  de  l'Algèbre  élémentaire  dans  laquelle 
nous  voulons  rester,  car  Tétude  des  équations  algébriques 
en  fait  partie.  Nous  sommes  donc  conduits  à  choisir 
des  systèmes  de  valeurs  de  X  et  à  essayer  de  trouver  la 
fonction  /.  Or,  on  connaît  la  solution  de  certaines  équa- 
tions de  degré  w,  par  exemple  celle  de 

37»=  I, 

et  Ton  sait  aussi  que  dans  toules  les  autres  équations 
que  Ton  sait  résoudre  entrent  des  radicaux  qui,  pris 
avec  toutes  leurs  valeurs,  donnent  toutes  les  racines  de 
ces  équations;  on  a  là  un  exemple  où  toutes  les  racines 
d'une  même  équation  sont  données  par  une  fonction 
y(X),  où  X  a  les  w  valeurs  racines  de  X"  =  i ,  les  coefficients 
de  X  élanl  des  racines  arithmétiques.  Nous  sommes  donc 
conduits,  dans  le  cas  le  plus  général,  à  prendre  pour  Xq, 
Xi ,  . . . ,  Xrt_|  les  racines  de  Téquation  X"  =  i  et  à  cher- 
cher la  fonction  y  correspondante. 

Mais  ce  problème  est  encore  compliqué.  Nous  essaye- 
rons donc  une  fonction  y  donnée;  une  fonction  ration- 
nelle étant  la  plus  simple  des  fonctions  qui  n'ont  qu'une 
valeur  pour  X  =  Xo,  X^,  .  .  • ,  X«_|,  nous  essayons  la 
fonction 

o(X)  et  J>(X)  étant  deux  polynômes  en  X.  Grâce  à  la 
condition  X"  =  i,  ces  polynômes  se  réduisent  à  la  forme 

cp(X)r=  ao-i-  «iX  -f-  ajXî-h. .  .-ha,j_iX'*-S 
^(>0=Po-piX-i-p2X2  +  ...+  p,,_,X''-i, 


(  129  ) 
pour  les  valeurs  )vo,  )vi,  ...,X«_i    de  X.  Nous  n'avons 
donc  qu'à  consîdéi*er  la  fonction 

.  gp -4-  «1  X  4-  «2  X* -h. . .  -h  a,t_i  X«-i 

^  ^0  -i-  pi  X  -f-  ps  x^  -4r7."4^p,^I7x«-'^  ' 

ou  plutôt  les  n  valeurs  de  celte  fonction  pour  \:=\q^ 
X|,  X2,  .  •  .y  X/î_i.  Pour  ces  valeurs  de  X,  celte  fonction 
peut  encore  être  mise  sous  une  forme  plus  simple. 
En  effet, 

est  une  fonction  symétrique  des  n  racines  de  A"  =  i  et, 
par  suite,  est  une  constante  indépendante  de  Xq,  )m  ?  •  -^ 
X;,_i.  Or  si  X  est  une  racine  primitive  de  )v"  =  i,les 
n  racines  sont 

Xo,   X,   x*.    ...,   x«-». 

11  s'ensuit  quey(X),  sous  la  forme 

?(X)  4/(Xo)iKXî)...i];(X^>-») 
^Çk)  4/(Xo)iKX«)...tj;(X«-t)' 

se  réduit  à  un  polynôme  de  degré  (/i — i),  puisque  le 
dénominateur  est  une  constante  et  que  le  numérateur, 
produit  de  polynômes,  est  également  un  polynôme.  Si 
X  n'est  pas  une  racine  primitive  de  X"  ^=  i ,  elle  est  racine 
primitive  d'une  équation  X"'.=  i,  n'  étant  un  diviseur 
Aq  n(^n  =  mn');  X®,  X,  X^,  .  .  . ,  X"~*  sont  les  «'.racines 
de  cette  dernière  équation,  m  lois  répétées  et  'i(Xo), 
tL(X|),  . .  . ,  i(Xfl_4)  ne  contient  également  pas  X.  Donc, 
dans  tous  les  cas,  nous  n'avons  qu'à  prendre  pour/  une 
fonction  de  la  forme 

/(X)=  60-f-  ôjX  H-  62X2-4-  63X3-4-. .  .-h  6„_,X'*-i. 

Reste  à  démontrer  qu'on  peut  choisir  les  coefficients 
de    manière  que    les  n   racines  Xq,  x^,  jTa?  •  •  • ,  ^/i_i 

soient 

/(t),    /(X),    /(X2),     ...,    /(X«-t), 


(  i3o  ) 
X  étant  une  racine  primitive  de  X"  =  i .  Soient 

^o=/(i),        x=fÇk), 

Les  fonctions  syméiriques des  racines  Xi=/(}J)  sont 
alors  des  fonctions  syinélriquesdes  racines  i,  X,  )v^,  . .., 
T^""'  de  l'unité^  ces  fonctions  sont  donc  indépendantes 
de  X,  c'est-à-dire  qu'on  aura 

«1  =—  ?i(^o^i»-.  6«-i)» 

«2  =         ?î(6o6l.-.^/l-l), 
•• • » 

ay  =<—iycpy  (60*1...  6«_,), 
» 

Oj^bobi  .  .  .  i„_4)  étant  la  somme  des  produits  dey  ra- 
cines, c'est-à-dire  une  fonction  rationnelle  de  io>  ^m  •  •  ••» 
6,,_,  (y  =  1,  2,  .  .  . , /z).  Les  égalités  précédentes,  au 
nombre  de  «,  sont  le?  conditions  nécessaires  et  saj[fisantes 
auxquelles  doivent  satisfaire  les  quantités  h^^  b^y  •  *  •  ^ 
&//_!  pour  que  les  racines  se  présentent  sous  la  forme 

(t  =  o,  1,2,  .. .,  n — 1). 

Ces  égalités  sont  donc  les  équations  qui  doivent  dé- 
terminer les  valeurs  des  coefficients  io?  ^o  •  •  •>  ^«-i  î 
elles  forment  un  système  de  n  équations,  chacune  à  n  in- 
connues io>  ^M  •••?  ^n-\\  on  sait  qu'en  général  un 
tel  système  d'équations  algébriques  admet  des  solutions 
et  en  admet  un  nombre  limité;  mais  on  sait  aussi  que, 
dans  certains  cas,  des  équations  algébriques  sont  in- 
compatibles; la  démonstration  précédente  ne  deviendrait 
suffisante  (ju'en  démontraut  que  les  écjuatîons  précé- 
dentes sont  compatibles  et,  pour  cela,  il  faudrait  étudier 
les  fonctions  ro.  Au  lieu  de  cette  méthode  directe,  nous 


(  «Si  ) 
pouvons  employer  pour  uoiva  démo  nst  rai  ion  un  moyen 
délourué  qui,  sans  donner  actuellement  d'indications 
pour  la  résolution  des  équations  cp/=  ( —  i)*'^/,  démontre 
que  cette  résolution  est  possible,  c'est-à-dire  qu'on  peut 
trouver  des  valeurs  des  coeffîcients  &,  telles  que  Ton  ait 

(t  =  O,   I,  '2,   .  .  .,  /l 1). 

Dans  les  n  égalités  renfermées  dans  la  précédente, 
considérons  les  n  racines  Xi  comme  des  quantités  con- 
nues, et  voyons  si,  de  ces  égalités,  on  peut  lirer  les  va- 
leurs des  quantités  h' ,  Ces  égalités  forment  un  système 
de  n  équations  du  premier  degré  à  n  inconnues  £oi  ^o 
ta,  . . . ,  bfi-\  dont  le  déterminant  est 


I  i 

Xo  Xi 

(X')o         (X»)i 


I 
Xî 

(X«)» 


I 
X» 


•   •    •   • 


(X«)! 


•    •   •    • 


!    (Xp)»        (Xp)« 

•    ••••  ■■••• 

(X«-»)^    (X«-»)» 


Çkpy     (ipy 


(X'»-»)»    (X«-«)5 


Ip 
(X«)/' 

•  ■  •  •  •  •  • 

Ckp)p 
•••     ••••■ 

...     (X«-»)^ 


ou 


(Xt- 


x(X» 
x(X3 

x(X^ 


Xo) 
Xi)(X« 

X«)(X3 
X8)(X* 


XO) 

Xi)(X3 

Xi)(Xv 


XO) 

Xï)(X*  — Xo) 


I 

X/t-i 

(Xp)«-i 



(X«-i)/i-i  1 


x(X/'— Xp-«)(X/'— Xa'-«)(X/'— X/'-3)x..   x(X/'— Xo) 
X  cX«-»  —  X"-2 )( X«-i  —  X«-3 )  x . . .  X  ( X«-i  —  Xo). 

Or  nous  avons  supposé  que  X  était  une  racine  pri- 
mitive de  Téquation  X^^i;  il  s'ensuit  qu'aucun  des 
facteurs  du  produit  précédent  n'est  nul,  puisque  A®,  )v* , 
)v*,  ...,  \"~*    sont  tous  dillérents;  le   déterminant  des 


(  «3i  ) 
équations  u^étant  pas  nul,  on  en  conclut  que  l'on  peut 
déterminer  les  quantités  bp  en  fonction  des  xi  de  ma- 
nière que 

(1  =  0,  I,  -2,    .  .  .,  71  —  l). 

Supposer  que  les  Xi  sont  donnés  est  supposer  simple- 
ment que  les  ai  sont  donnés^  donc  les  équations 

sont  compatibles  et  déterminent  des  quantités  b^,b{^  ...» 
bft-K  telles  que  les  racines  xi  aient  la  forme  indiquée. 
La  résolution  des  équations 

ai=  i—iyoïibobi  ...bn-i),  (1=1,  a,  ...,/i) 

donne  donc  la  résolution  de  Téq nation  algébricme  géné- 
rale du  /^»'''"«  degré  à  une  inconnue. 

La  résolution  des  équations  du  deuxième,  du  troi- 
sième et  du  quatrième  degré  se  fait  ainsi  très  simplement 
et  d'une  manière  uniforme. 

RÉSOLUTION    DE    l'ÉQUATIOJV    DU    DEUXIEME    DEGRÉ. 

Soit 
réijuation  proposée.   Les  racines   de  \'^ —- i  étant  1   et 


—  1 ,  on  aura 


d'où 


Donc 


^0=  ^0-+-  ^1» 
^1=  bo—  bi, 

— p  =  xq-^  Xi  =  *}.  60, 
g  ^ToOTi  =  bl  —  b\. 


6„=.^ 


i 
2 


--\/^' 


(  '33  ) 
Prenant  pour  ij  la  valeur  -4-  \/  -r       7^  on  aura 


r  -       ^ 


v/? 


En  prenant  pour  bi  la  valeur  —  1/  /     ~    y?  on  aurait 


-=-î-v 

/?-,. 

p 

/^" 

qui  est  le  même  système  de  racines. 

Jiemnrqiie.  —  Connaissant  i^,  on  peut  prendre  pour 
inconnue 

X  —  Ijq  —  z  —  X  -\-  ^  \ 
réquation  se  réduit  alors  à 

-         4        '^' 

qiiî  a  pour  racines  -f-  1/^ ^  et  --  1/^-        (/ ;  on  a 

alors    immédiatement  les   deux   valeurs    de  jr  par  l'é- 


galité 


X  —-  -    '^ 


RKSOLITIOIN     DE    lV.QI  ATIOIN'     DU    TROISIEME    nEGBÉ. 

Soit  l'équation 


r3  _U  n-yS  -4. 


X'*  -^ px-  -+-  (jx  -\-  r  =  O. 


(  '34  ) 
et  soil  A  riinc  des  racines  primitives  de  Téquatioii 

On  aura 

a?,  =  ftç-h6|X  -+-6jX*, 

a7j  =  ^0 -^ '^1  ^* -+- ^jX, 
d*où 

^  =  Xo  -f-  ^1  -4-  iTj  =  3  6o  » 

==(ôoH-  ^i-+-^î)['2  6o-h(*i-f-6s)(X  +  X«)] 

^>5  -H  ^>}  -h  6|  -+-  ^>o(^i-h  6î)(X  +  X«)  -h  6,6,(X4-X«), 


/•  =  iFo  a?!  JTj 

=  (^o-t-/>i-t-  ^î) 

On  a  Xh-X2  =  — 1^  par  suite,  les  équations  devien- 
nent 

-  P  =  3^0, 

-^  bl -h- b\ -h  bl  —  6o(6i-h^j)--  bibt, 
-r  =  {b^^  bi-^bi)[bî  -^b\-^bl  —  boibi^bi)  -  bibt], 

ou  enfin 

— /?  =  3^0, 

^  =  3^5  —  36i6„ 

—  r  =  bi-hb\  -^bl  —  ^b^btbi. 

La  première  de  ces  équations  donne 


la  seconde 


b  -  -  /? . 
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la  troisième 

b]-h  hl  =^r—bi-+-3b^,hibi 

ou,  en  vertu  de  la  seconde, 


(  •;«) 

b\  et  hl   sont   donc    rariues   de  Téquation   du  second 
degré 

■  ^■-(f— 'g)^-(f'-f)'-- 

On  prendra  les  racines  cubiques  des  racines  de  cette 
équation  et  on  les  associera  deux  à  deux,  de  manière 

que  leur  produit  b^  h^  soit  égal  k ~»  On  aura  ainsi 

trois  systèmes  de  valeurs  de  b^  et  ^^  donnant  chacun 
les  racines  x  sous  la  forme  indiquée. 

Remarque,  —  Connaissant  Aq»  o**  peut  commencer 
par  mettre  Téquation  sous  la  forme  dite  réduite 

z^-\-  PiZ  -\-  qx  —  Oy 
en  posant 

*  P  P 

.1  ô 

/ pq  ip^ \ 

On  a  alors 

«0  =  iTo  —  ^0  =  ^1  -+-  ^î> 

Zx  =  X[^  —  ^0=^1^*    -^-^i^*i 

Zi  =  Xi  —  b^—  ^1 X* -h  ftj X. 
Par  suite, 

^^i^b^-^bty—bxbi-\-b\'^bl  =z-.ibibi, 

—  ^1=  ZqX  Z^Zi 

=  (6,-h  6,)[6f  -+-  b\  -h  6i 6,(X  H-  Xî)l  =  b\-^  b\, 


Pi=9-y 


ou  enfin 


3 

^î  +  ^i  =  — ^i; 


/.,6,=~f , 


(  '  •i'i  ) 

h]  cl  bl  sont  racines  de  l'équation  du  second  degré 


?' +  y.  .3  -  fj  =  o. 


On  assocîîe  les  racines  cubiques  des  deux  valeurs  de  p 
de  manière  que  leurs  produits  deux  à  deux  soîent  égaux 

à  —  ^>  et  l'on  a  les  trois  systèmes  de  valeurs  de  b^ 

et  i.j  4"'?  chacun,  donnent  les  trois  racines 

Si  les  valeurs  prises  pour  i,  et  ^2  sont  réelles,  deux 
racines  en  z  ou  en  x  sont  imaginaires,  à  moins  que 
i,  r=:  ^2  î  1^1  troisième  racine  est  réelle;  ce  cas  se  présente 
lorsque  les  racines  de  l'équation  en  ^  sont  réelles,  c'est- 
à-dire  lorsque 


2  _i_    ±    ni 


Supposons,  au  contraire,  qu'il  n'y  ait  aucun  des  trois 
systèmes  de  valeurs  de  i|,  b^  qui  soit  réel,  c'est-à-dire 
que 

b\  et  b\  sont  imaginaires  conjuguées,  et  il  en  est  de 
même  alors  de  b^  et  de  b<2  (dont  le  produit  est  réel);  il 
s'ensuit  que,  puisque  \  et  X^  sont  imaginaires  conju- 
guées, i|X  et  A2X-,  d'une  part,  ijA^  et  b^^  d'autre 
part,  sont  aussi  imaginaires  conjuguées,  ou  enfin  que  j^q, 
Xi,  .T'a  sont  toutes  trois  réelles.  Il  y  a  une  racine  double 
si  A,  =  boy  c'est-à-dire  si 

-'■/ 

jr-j  =  x^  —  A„  -4-  h\  (  X  -h  )«2  )  =  ^0  —  ^i  • 


(  >3;) 

RÉSOLUTION    DE    l'ÉQUATION    DU    QUATRIÈME    DEGRÉ. 

Soît  réquation 

iP*  -+-  px^  -f-  qx  -h  /•  =  o, 

dans  laquelle  on  a  annulé  le  terme  en  x^ , 
Les  racines  sont 

iTo  =  ^1 -h  62 -4-  Ô3, 

xx^hC^  -+-64X2 -h  63X3, 

arJ=6lX«-f-^»,X3-^63X^ 

373  =  61X3-1-  62X2+  63X 
où 

X*=i,  X=— y/^,  X«=— I,  X3=/II7. 

On  a  donc 

aro=      62  ^-     61 -h  63, 

^i  =  — 62  — (61— 63)  v/-  I, 

07,=       6î— (ôi-hôa), 

^73  =  —  62  -h  (  61  —  63  )  \/^^. 

On  peut  remarquer  sur  ces  expressions  qu'on  peut 
associer  les  racines  deux  à  deux  pour  en  faire  les  racines 
de  deux  équations  du  second  degré 

^«=62+ (61 +63),  ^»=_62±(6i-63)/=^, 

X^  Xz 

et  ceci  conduit  à  la  méthode  de  résolution  de  Descartes. 
Appliquons  notre  méthode  ;  nous  aurons 

p  =XoX2-h  XiXs-\-  (XQ-h-  X2){Xi-h  Xi) 

=  6|-(6,H-63)2-+-6|-h(6i—  63)2-+-9.62(—  9.62) 
=  —261—46,63, 

—  q=  XoX^iXi-^  xs)  -^-  XiXi(xo-\-  Xi) 

=  [^,|_(6,-h63)2](-262)-f-[61-+-(6,-63)2]9.62 
=  -462(6! -4-61), 

/•=[62_(6,-i-63)'^][6|-+-(6,-63)2J. 
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(  i38) 
Des  deux  premières  équations  on  tire  bf  b^  et  b\-\-b\^ 
que  l'on  porte  dans  la  dernière,  et  l'on  a  Téqualion 
en  ^2  • 


OU 


= ('"  -  f  y-  îSi 


équation  du  troisième  degré  en  b\,  Âjaut  tiré  b^  de 
celte  équation,  on  aura  b^b^  et  b\ -^  b\  par  les  deux 
premières  équations,  et  par  suite  b^  et  b^  par  une  équa- 
tion du  seeond  degré  ou  deu3^  équations  du  premier 
degré. 


SUR  LES  DROITES  QUON  PEDT  PLACER  SUR  UNE  SURFACE 
DE  TROISIÈME  CLASSE  OU  DE  TROISIÈME  ORDRE; 

Par  m.  E.  G., 

Ancien  élève  du  lycée  de  Reims. 


Je  rappellerai  d'abord  le  théorème  suivant  : 

La  surface  engendrée  par  les  droites  joignant  les 
points  homologues  de  deux  divisions  homo graphiques 
dont  les  bases  ne  sont  pas  dans  un  même  plan  est  une 
surface  réglée  de  deuxième  classe. 

Si  l'homographie  est  exprimée  par  V équation 

Aap-+-BaH-Gp-f-D  =  o, 

la  surface  se  réduit  à  deux  plans  quand  on  a 

AD  —  BG  =  o 

ou 

B  =  G  =  D  =  o, 


(  '39) 
c'est-à-dire  quand  il  existe  sur  chaque  base  un  point 
tel  que  le  point  homologue  puisse  être  quelconque  sur 
Vautre  hase. 

Cela  posé,  soient  3  divisions  tracées  sur  3  droites 
quelconques  A,  B,  C.  Nous  dirons  qu'elles  sont  homo- 
grapliiques  si  à  2  points  pris  sur  2  quelconques  d'entre 
elles,  l'un  sur  A,  l'autre  sur  B,  par  exemple,  en  corres- 
pond un  seul  sur  la  troisième  C.  La  relation  la  plus 
générale  sera 

(i)  AapY-HBPY-^  GYa^-Dap^-Ea-hFp^-GY-t-H  =  o, 

a,  ^,  Y  étant  les  abscisses  comptées  respectivement  sur 
A,  B,  C  à  partir  d'origines  quelconques. 

Si  3  divisions  homographiques  sont  tracées  sur  une 
même  base,  il  y  a  3  points  triples. 

La  même  définition  s'appliquerait  à  3  faisceaux  de 
plans  passant  par  des  droites  fixes.  Il  y  a  3  plans  triples 
quand  les  3  faisceaux  passent  par  la  même  droite. 

Étant  données  3  divisions  homographiques  tracées 
sur  3  bases  quelconques,  il  y  a  3  systèmes  de  points 
homologues  en  ligne  droite. 

En  effet,  soient  a,  &,  c  trois  points  homologues  situés 
respectivement  sur  les  3  bases  A,  B,  C.  Joignons  bc  et 
menons  un  plan  par  cette  droite  et  par  chacune  des 
droites  B  et  C.  Ces  2  plans  rencontrent  la  droite  A  en  b' 
et  en  c'  et  les  3  points  a,  i',  c'  tracent  sur  A  3  divisions 
homographiques,  car  k  a  el  k  V  correspond  un  seul 
point  (/  et  à  i'  et  d  correspond  un  seul  point  a.  Ces  3  di- 
visions tracées  sur  une  même  base  ont  3  points  triples 
correspondant  chacun  à  3  points  a,  &,  c,  situés  en  ligne 
droite. 

Les  plans  déterminés  par  les  points  homologues  de  3 
divisions  homographiques  de' bases  quelconques  enve- 
loppent une  surface  de  troisième  classe. 
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En  eil'et,  si  Ton  mène  des  plans  par  une  droite  quel- 
conque et  par  les  points  des  3  divisions,  on  obtient  3 
faisceaux  homographiques.  Il  y  a  3  plans  triples  qui 
sont  les  plans  tangents  qu^on  peut  mener  à  la  surface 
par  la  droite  considérée.  Les  3  bases  sont  situées  sur  la 
surface,  car  tout  plan  passant  par  Tune  d'elles  contient 
3  points  homologues. 

Réciproquement,  les  plans  tangents  à  une  surface  de 
troisième  classe  déterminent  sur  3  droites  A,  B,  C,  si- 
tuées sur  la  surface,  3  divisions  homographiques. 

En  effet,  prenons  un  point  sur  B  et  un  sur  C.  Par  la 
droite  qui  joint  ces  2  points  on  peut  mener  3  plans  tan- 
gents à  la  surface.  Deux  d'entre  eux  passent  par  les 
2  droites  B  et  C  et  le  troisième  détermine  sur  l'autre 
droite  A  un  seul  point. 

Une  surface  de  troisième  classe  peut  toujours  être 
considérée  comme  enveloppe  de  plans  passant  par  les 
points  homologues  de  3  divii^ions  homographiques.  Il 
suffit  de  faire  voir  qu'elle  est  assujettie  au  même  nombre 
de  conditions.  Une  surface  de  troisième  classe  est  dé- 
terminée par  19  plans  tangents.  Or  une  droite  équivaut 
à  4  ^^onditions  puisqu'il  faut  que  4  pl^ns  tangents  pas- 
sent par  cette  droite  pour  qu'elle  soit  sur  la  surface. 
Donc  3  droites  équivalent  à  12  conditions.  La  relation 
de  l'homographie  en  donne  7;  en  tout  19. 

Cela  posé,  soient  A,  B,  C  trois  droites  sur  lesquelles 
sont  tracées  3  divisions  homographiques  liées  par  la  re- 
lation (1).  Les  plans  qui  passent  par  3  points  homo- 
logues enveloppent  une  surface  S  qui  contient  les  3 
droites  A,  B,  C. 

Désignons  par  a  un  point  de  la  droite  A  dont  l'ab- 
scisse soit  a=  a,  A  ce  point  correspondent,  sur  B  et  C, 
2  divisions  homographiques  dont  l'équation  est 
(2)  (Aa-hB)PY-f-(Da-HF)p-f-(Ca-f-G)YH-Ea-f-II  =0. 
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Les  droites  qui  joignent  les  points  homologues  de 
ces  2  divisions  engendrent  une  surface  de  deuxième 
classe  S. 

Au  point  a,  le  cône  circonscrit  à  la  surface  S  se  réduit 
à  la  droite  A  et  à  un  cône  du  second  ordre  circonscrit 
à  la  surface  S.  Dans  le  cas  où  celle-ci  se  réduit  à  2 
plans,  ce  dernier  cône  se  réduit  lui-même  à  2  droites 
qui  sont  celles  qui  joignent  le  point  a  aux  2  points  aux- 
quels correspond  un  homologue  quelconque.  Ce  cas  se 
présente  si  Ton  a 

(3)      (Aa-+-B)(Ea-4-H)  — (DaH-F)(Ca-f-G)  =  0. 

On  en  tire  2  valeurs  a<,  «2  de  ^>  c'est-à-dire   2  points 
sur  la  droite  A. 

Les  points  correspondants  sur  B  et  C  oui  pour  ab- 
scisses  respectives 

Ga, -hG  Ea,-HH 


Aai  -f-  B 

DaiH-F 
Aai  -f-  B 


Ct  =  — 


Ga,  H-G 


c,  =  — 


Aaj  -H  B 

Paa-hF  _ 

Aaj  H-B  ~"       Cat  -*- 


Dai-H 

F' 

Eai  -f- 

H 

Cai  -h 

G' 

Eaj-h 

H 

Daj-h 

F' 

Ea,  -+- 

H 

-^  9 

au  point 


«1    correspondent    61,     Cj, 


On  vériQerait  aisément  que   les  points   analogues  à 

ai,  ^2  sur  les  2  autres  droites  sont  &i,  £27  ^19^2  ^t  qu'au 

point 

bi    correspondent    ai,     c», 

62  »  «2,       Cl, 

C2  »  «2)       ^1* 

Les  6  droites  ainsi  obtenues  sont  situées  sur  la  sur- 
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face.  Elles  forment  avec  les  3  premières  un  système  de 
y  droites  où  chacune  en  rencontre  4  autres.  Elles  se 
rencontrent  3  à  3  en  6  points. 

Cela  posé,  je  dis  que  toute  droite  située  sur  la  sur- 
face S  rencontre  l'une  au  moins  de  ces  9  droites.  En 


effet,  soit  D  une  droite  qui  ne  rencontre,  par  exemple, 
aucune  des  3  droites  A,  B,  C.  Considérons  les  3  divi- 
sions homograpliiques  tracées  sur  les  3  droites  A,  B,  D 
par  les  plans  tangents  à  la  surface.  Il  y  a  3  systèmes 
de  points  homologues  en  ligne  droite,  et  ces  3  droites, 
qui  s'appuient  sur  A,  B,  D,  sont  situées  sur  la  surface. 
De  plus,  elles  ne  peuvent  pas  rencontrer  toutes  trois  la 
droite  C,  car  si  elles  la  rencontraient  il  y  aurait  4  droites 
A,  B,  C,  D  qui  s'appuieraient  sur  ces  3  droites. 

Or  nous  venons  de  voir  qu'il  n'y  a  que  2  droites 
a^  ^2  et  Ui  bi  s'appuyant  sur  A  et  B  et  ne  rencontrant 
pas  la  droite  C,  lesquelles  font  partie  des  9  droites  pré- 
cédemment trouvées.  Donc  la  droite  D  rencontre  au 
moins  Tune  de  ces  2  droites. 

Supposons  maintenant  que  la  surface  S  qui  corres- 
pond à  un  point  a  de  la  droite  A  passe  par  ce  point. 
On  peut  alors  mener  par  ce  point  2  génératrices  de  la 
surfaces^  l'une  rencontre  les  3 droites  A,  B,  C,  l'autre 
est  du  même  système  que  B  et  C  et  ne  rencontre  que  A, 
Ces  2  droites  sont  sur  la  surface  S. 
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Or  il  y  a  sur  la  droite  Â  trois  points  a^,  ^5,  a^  pour 
lesquels  ce  cas  se  présente,  puisqu'il  y  a  sur  les  3  droites 
A,  B,  C  trois  systèmes  de  points  homologues  en  ligne 
droite. 

Il  est  facile  de  voir  que  la  droite  A  ne  peut  pas  être 
rencontrée  par  d'autres  droites  situées  sur  la  surface  S. 
Or,  si  l'on  considère  les  2  droites  b^  C3  et  £2^1  qui  ne  la 
rencontrent  pas  et  qui  appartiennent  au  système  des 
9  déjà  trouvées,  les  plans  tangents  à  la  surface  déter- 
minent sur  ces  3  droites  A,  &1C2,  ^2^4  trois  divisions 
homographiques.  Il  y  a  donc  sur  la  surface  3  droites  qui 
rencontrent  ces  3  dernières.  Ces  droites  ne  peuvent  être, 
diaprés  ce  qui  précède,,  que  celles  issues  des  points  a^^ 
a^  et  a^  et  ne  rencontrant  pas  B  et  G. 

On  en  peut  conclure  que  toute  droite  située  sur  la 
surface  S  rencontre  3  droites  du  système  des  9  pre- 
mières. Or  celles-ci  peuvent  se  grouper  de  6  manières 
en  3  droites  ne  se  rencontrant  pas.  On  a  donc  en  tout 
sur  la  surface  27  droites  : 

1®  Les  9  premières; 

2°  18  droites  s'appuyant  chacune  sur  3  des  9  précé- 
dentes. 

Chacune  de  ces  27  droites  possède  évidemment  les 
mêmes  propriétés.  Il  en  résulte  que  les  18  dernières 
peuvent  se  grouper  9  à  9  en  2  systèmes  analogues  au 
premier. 

Ce  groupement  des  27  droites  9  a  9  est  arbitraire  et 
peut  se  faire  d'une  manière  quelconque.  11  ne  dépend 
que  du  choix  des  3  droites  primitives  A,  B,  C,  lesquelles 
sont  assujetties  seulement  à  ne  pas  se  rencontrer. 

La  transformation  par  polaires  réciproques  fournit  les 
mêmes  résultats  relativement  aux  27  droites  qu'on  peut 
placer  sur  une  surface  de  troisième  ordre.  Dans  la  trans- 
formation les  droites  restent  des  droites,  les  points  situés 
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sur  ces  droites  deviennent  des  plans  qui  les  contiennent 
et  réciproquement. 


SUR  UNE  GÉNÉRATION  DES  COURBES  PLANES  UNIGURSALES 
DU  TROISIÈME  ET  DU  QUATRIÈME  ORDRE; 

Par  m.  André  BIEN  AYMÉ, 
Elève  du  lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Lacour). 


I.  —  Courbes  du  troisième  ordre. 

On  sait  que  la  projection  sur  un  plan  de  l'intersec- 
tîoii  de  deux  surfaces  du  second  degré  ayant  une  géné- 
ratrice commune  est  une  courbe  unicursale  du  troisième 
ordre.  Nous  nous  proposons,  en  partant  de  la  description 
de  la  courbe  de  l'espace,  d'arriver  en  Géométrie  plane 
à  une  description  de  sa  projection. 

Or,  quand,  autour  de  trois  droites  données  dans 
V espace,  on  fait  tourner  trois  plans  formant  trois 
faisceaux  honio  graphique  s ,  le  point  dUntersection  de 
ces  trois  plans  décrit  une  courbe  gauche  du  troisième 
ordre  (Chasles,  Comptes  rendus  des  séances  de  V Aca- 
démie des  Sciences,  10  août  1857). 

On  pourrait  déduire  de  là  que  la  développable,  ayant 
pour  arête  de  rebroussement  une  cubique  gauche,  est  le 
lieu  des  droites  interceptant  sur  trois  faisceaux  de  plans 
homographîques  trois  divisions  dont  les  six  points 
doubles  sont  confondus  en  un  seul  point;  ce  point  est 
celui  où  la  droite  qui  décrit  la  développable  touche 
Farète  de  rebroussement. 

Revenons  à  la  génération  de  Chasles,  appelons  D,  D|, 
D2  les  trois  droites  fixes  ;  les  trois  intersections  des  plans 
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variables  deux  à  deux  engendrent  trois  surfaces  du  se- 
cond ordre,  admettant  chacune  comme  génératrices  d'un 
même  système  deux  des  trois  droites  fixes.  Considérons 
en  particulier  les  deux  surfaces  qui  admettent  pour  gé- 
nératrice commune  D.  Soit  p  un  point  de  leur  intersec- 
tion, c'est-à-dire  de  la  cubique  gauche;  en  p  passe  sur 
chaque  surface  une  génératrice  de  système  différent 
de  D,  rencontrant,  Tune  D  et  Di  en  /  et  /< ,  l'autre  D  et 
D2  en  ut  et  m2  *,  on  a 

(m. ..)  =  (/...) 

(en  désignant  ainsi  rhomograpliic  des  deux  divisions 
marquées  par  m  et  /).  puisque  m  et  /sont  les  points  d'in- 
lersection  de  plans  homologues  (Da,^)  et  (D,,/;)  de 
deux  faisceaux  homographiques. 

On  peut  donc  dire  : 

Quand  deux  surfaces  du  second  ordre  ont  une  géné- 
ratrice commune  D,  deux  génératrices  respectivement 
de  système  différent  de  celui  de  D  dans  chaque  surface, 
et  qui  se  coupent  en  un  point  variable  de  la  cubique  d'in- 
tersection, décrivent  respectivement  sur  deux  généra- 
trices du  premier  système  dans  chaque  surface  deux  di- 
visions homographiques. 

Les  deux  génératrices  variables  rencontrent  respecti- 
vement les  deux  génératrices  fixes  en  deux  points  que 
nous  avons  appelés  /{,  m^t  et  la  droite  liin^  rencontre 
D  en  un  point  y.  On  peut  donc  dire  : 

Etant  données  trois  droites  fixes  D,  Di ,  D2  dans 
Vespace,  une  droite  variable  les  rencontre  en  trois 
points  f^  /<,  ni2y  on' sait  que  {f  ,..)=.  {l^  ,..)  =  (m2  ...)  , 
sur  D  on  prend  deux  dii^isions  de  points  homogra- 
phiques entre  elles  et  aux  précédentes,  l  et  m^  le  point 
de  concours  des  droites  correspondantes,  11^^  mm^y 
décrit  une  courba  gauche  du  troisième  ordre. 
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Il  n'y  a  entre  cette  proposition  et  la  description  de 
Chasles  qu'une  différence  d'énoncé,  mais  sous  cette 
nouvelle  forme  la  projection  de  la  courbe  de  l'espace  ou 
plutôt  des  éléments  qui  la  déterminent  est  immédiate  et 
nous  sommes  conduit  à  la  proposition  suivante  dans  le 
plan  : 

Proposition  I.  —  Soient,  dans  le  plan,  trois  droites 
fixes  D,  A| ,  A2,  et  une  droite  variable  qui  les  rencontre 
en  des  points  /,  X|,  jjl2,  décrii^ant  trois  dissions  ko- 
mographiques ;  sur  D  on  prend  deux  divisions  de  points 
l  et  m  homo graphiques  entre  elles  et  aux  précédentes, 
le  point  de  concours  tss  de  IX^  et  m^-^  décrit  une  courbe 
unicursale  dit  troisième  ordre. 

En  effet  {fi  g.  i),  f\\]k2  enveloppe  une  conique  F, 
tangente  à  D,  A|  et  A2;  prenons  un  point  de  vue  V  et 

Fig.   I. 


D2  arbitrairement  dans  le  plan  VA2,  considérons  A^ 
comme  la  projection  de  D2  sur  un  plan  passant  par  la 
droite  D,  qui,  considérée  dans  l'espace,  sera  à  elle- 
même  sa  projection  dans  le  plan;  [A2  est  la  projection 
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d'un  point  m^  de  D2,y*(Ji2  est  la  projection  Aefrti^  \  >  \  est 
la  projection  d'un  point  /{,  intersection  du  plan  fixe 
VA|  di^ec  fm^]  toute  la  démonstration  réside  en  ce  que 
les  points  /|  décrivent,  dans  le  plan  VA^,  une  droite  D|. 
Or  (y...)  =  ([jL2  ...)  par  hypothèse,  (jjl2  ...)  =  (m2  ...), 
car  le  rapport  anharmonique  est  projectif.  J^onc  fm^ 
dans  l'espace  engendre  une  surface  du  deuxième  ordre  S, 
admettant  D  et  D2  pour  génératrices;  mais  le  cône  VF, 
de  sommet  V,  de  directrice  F,  est  évidemment  circon- 
scrit à  S,  puisque  toutes  les  génératrices  frn^  de  S  sont 
dans  des  plans  yf^2  tangents  au  cône  VF;  le  plan  VAi 
est  tangent  à  ce  cône  :  il  coupe  donc  S  suivant  deux  gé- 
nératrices, dont  Tune  D|  est  le  lieu  des  points  Z^.  Dès 
lors  le  point  d'intersection  de  //<  et  de  mm^  décrit 
une  cubique  gauche  :  donc  sa  projection  w  décrit  dans 
le  plan  une  courbe  du  troisième  ordre  unicursale. 

Les  droites  /âi  et  m^k^  enveloppent  chacune  une  co- 
nique ;  nous  pouvons  donc  dire  : 

Etant  données  trois  coniques  F,  F<,  F2,  tangentes  à 
une  même  droite  D,  soient  D|  et  D2  deux  tangentes 
communes  respectivement  àT  etT^^  F  et  F2;  une  tan- 
gente variable  à  F  rencontre  Di  /?f  D2  en  deux  points 
d'où  l'on  mène  respectii^ement  les  secondes  tangentes 
à  F|  et  F2  :  V intersection  p  de  ces  secondes  tangentes 
décrit  une  courbe  unicursale  du  troisième  ordre. 

Cas  particuliers,  —  En  faisant  se  réduire  à  un  sys- 
tème de  deux  points  les  coniques  F^  et  F2,  ensemble  ou 
séparément,  F  étant  elle-même  une  conique  véritable 
ou  un  système  de  deux  points,  on  obtient  différents 
énoncés  conduisant  à  des  cubiques  unicursales  particu- 
lières. 

Donnons  quelques  exemples  : 

PROPOSITION  II.  — '  Par  un  point  G  dUine  droite  D 
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on  mène  une  transy^ersale  variable  qui  rencontre  deux 
droites  fixes  D|,  D2  en  deux  points  X|,  (X2Î  d^  chacun 
de  ces  points  respectii^ement  on  mène  la  seconde  tan- 
gente à  deux  coniques  Fi,  r2,  tangentes  respectivement 
A  D  <?/  D|,  D  ei  D2,  l'intersection  des  tangentes  va^ 
riables  décrit  une  courbe  unicursale  du  troisième 
ordre. 

Proposition  III.  —  Etant  donnés  une  conique  et  un 
faisceau  de  droites,  issues  d'un  point,  qui  correspon- 
dent anharmoniquement  aux  points  dans  lesquels  une 
tangente  rtariable  rencontre  une  tangente  fixe  à  cette 
conique,  les  rayons  du  faisceau  rencontrent  respecti- 
vement les  tangentes  en  des  points  d'une  cubique  uni- 
cursale. 

Comme  application  de  ce  cas  particulier,  on  peut  dé- 
montrer la  propriété  bien  connue  de  la  podaire  d'une 
parabole  d'être  une  cubique  unicursale. 

Analogie  as^ec  la  description  des  coniques  de 
Chasles.  —  L'analogie  est  aussi  complète  qu'on  peut  le 
désirer,  puisque  dans  le  cas  particulier  de  notre  des- 
cription où  Ton  suppose  les  deux  coniques  T^  et  r2  dé- 
composées en  deux  systèmes  de  deux  points  on  retrouve 
la  description  des  coniques  de  Chasles. 

Remarquons  que,  lorsqu'une  conique  tangente  à  deux 
droites  se  décompose  en  un  système  de  deux  points,  si 
l'un  d'eux  est  le  point  d'intersection  des  deux  droites, 
l'autre  est  arbitraire. 

Faisons  dégénérer  en  deux  points  les  coniques  Fi  et 
F2  seulement,  soient  les  points  A  et  A',  B  et  B',  les 
points  A'  et  B'  étant  choisis  ainsi  qu'il  vient  d'être  dit; 
les  droites  /X|,  m^-^  de  la  figure  1(1)  passent  par  deux 
points  fixes  A,  B,  et  forment  deux  faisceaux  homogra- 
phiques  :  donc  leur  intersection  décrit  une  conique. 
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D'aîlleurs,  si  l'on  essayait  de  mettre  le  lieu  décrit  par 
leur  intersection  en  perspective  avec  la  courbe  d'inter- 
section de  deux  surfaces  du  second  degré,  on  verrait 
encore  que  ces  deux  surfaces  ont  une  génératrice  com- 
mune; mais  toutes  les  génératrices  de  la  première  s'ap- 
puient sur  VA  (V  étant  le  point  de  vue),  et  celles  de  la 
seconde  sur  VB  :  VA  et  VB  sont  donc  deux  génératrices 
de  ces  surfaces  respectivement  et  V  un  point  de  leur 
intersection  qui  est  du  troisième  degré;  la  perspective 
de  cette  courbe  quand  on  prenait  le  point  de  vue  sur 
elle  devait  bien  être  une  conique. 

Autre  description  des  coniques,  —  Si  l'on  suppose 
que  les  deux  coniques  formatrices  T ^  et  r2  du  cas  géné- 
ral soient  confondues  en  une  seule  conique,  on  a  la 
propriété  suivante  ; 

Proposition  IV,  —  Etant  données  deux  coniques  Q  et 
r,  inscrites  dans  le  triangle  des  trois  droites  D,  Di,  D2, 
si  Von  fait  tourner  une  tangente  sur  F,  et  que  des 
points  II ,  ni2  ou  elle  rencontre  D<  et  D2  on  mène  les 
secondes  tangente^s  à  C,  leur  intersection  p  décrit  une 
conique. 

Ceci  se  voit  directement  par  la  mise  en  perspective. 
Soient  /et  m  les  points  d'intersection  de  Zj/?,  ni^p  avec  D. 
Les  droites  11^  et  niin2  peuvent  être  regardées  comme  les 
projections  des  génératrices  de  deux  surfaces  du  second 
degré  inscrites  dans  le  cône  ayant  pour  sommet  le  point 
de  vue  et  pour  base  C;  donc  ces  deux  surfaces  sont 
bitangentes,  donc  elles  se  coupent  suivant  deux  courbes 
planes;  or  D  fait  déjà  partie  de  leur  intersection;  elles 
admettent  donc  une  deuxième  génératrice  commune 
(qui  se  projette  suivant  la  quatrième  tangente  commune 
à  C  et  à  r);  et  une  conique  véritable,  reste  de  leur 
intersection,  se  projette  suivant  le  lieu  deyy. 
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Application.  —  On  fera  se  réduire  la  conique  F  à  un 
système  de  deux  points.  On  retrouvera  par  là  que  le 
sommet  d'un  angle  de  grandeur  constante  circonscrit  a 
la  parabole  décrit  une  conique. 

II.  —  Courbes  du  quatrième  ordre. 

Par  induction  nous  énoncerons  la  description  des 
quartiques  unicursales  planes,  en  enlevant  au  mode  de 
génération  donné  pour  les  cubiques  la  particularité 
que  présentent  les  trois  coniques  F,  F|,  F2,  d'admettre 
une  tangente  commune. 

Proposition  V.  —  Si  deux  tangentes  variables  à 
deux  coniques  décrivent  sur  deux  tau  gentes  fixes  deux 
divisions  homo graphiques,  V intersection  des  deux  tan- 
gentes variables  engendre  une  courbe  unicursale  du 
quatrième  ordre. 

Pour  le  vérifier,  projetons  les  coniques  formatrices 
suivant  deux  cercles, 

{x  —  a)  cosa-f-  {y  —  6)siDa  —  R  =  o 

est  l'équation  d'une  tangente  à  F  un  d'eux,  a  étant 
Fangle  du  point  du  rayon  de  contact  avec  un  rayon  fixe,  le 
rayon  allant  au  point  de  contact  de  la  tangente  fixe,  par 

exemple;  si  nous  posons  tang  -  =  t,  Rf  représente  l'ab- 
scisse du  pied  de  la  tangente  variable  sur  la  tangente 
fixe,  comptée  à  partir  du  point  de  contact  de  cette  der- 
nière. 

Un  point  du  lieu  est  donc  à  l'intersection  des  droites 

(i)  (ar  — a)(i  — /«)-i-a/(^  — ^)— R(n-/î)  =  o 

et 

(2)        {x—a'){i  —  /'*)  H-  xt'{y  -  6')  —  R'(i  -h  i't)  =  o, 
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t  et  t'  étaat  liés  par  la  relation  homographique 

\tt'  -\-  (jL^-f-v^'-H  p  =  o; 

tirant  t'  en  fonction  de  t  et  portant  dans  (2),  on  obtient 
une  équation  de  la  forme 

qui,  jointe  à  Téquation  (i)  que  Ton  peut  écrire 

Af*-4-Bf +  G  =  0, 

permet  de  construire  le  lieu,  A,  B,  C,   A',  B',  C  étant 

linéaires  par  rapport  aux  coordonnées  d'un  point  de  la 

courbe. 

On  a  donc  bien  une  quartique  unicursale.  Les  deux 

coniques 

AB'-BA'=o, 

BG'—GB'rrO 

donnent  par  leur  intersection  les  trois  points  doubles 
de  la  quartique  et  la  solution  étrangère 

B  =  o, 
B'  =  o. 

jiutre  démonstration  du  degr'é  de  la  courbe  obtenue 
d'après  la  construction  précédente,  —  Considérons 
(^fig>  2)  les  deux  coniques  formatrices  F,  F';  deux  tan- 
gentes variables,  pa  et  pa\  sont  assujetties  à  décrire 
sur  une  tangente  commune  D  deux  divisions  de  points 
(rt  .,,)  =  («'  . . .).  Soit  une  droite  L,  met  m'  ses  points 
d'intersection  avec  pa  et  /^a',  de  ni  menons  la  seconde 
tangente  à  F  et  de  m'  à  F',  soient  mb  et  m'b'  ces  deux 
droites. 

Quand  m  décrit  L,  à  chaque  point  de  L  correspon- 
dent simultanément  et  indistinctement  deux  points  a 
et  b  de  D,  mais  à  un  point  de  D  ne  correspond  qu'un 
seul  point  m  de  L.  Donc,  en  vertu  du  principe  de  cor- 
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respouJance  de  Cliasles,  les  segments  ab  sont  en  invo- 
lution  et  correspondent  anliarinoniquement  aux  points 
m,  de  même  les  segments  a'b'  sont  en  involution  et  cor- 

FiR.  a. 


o"'"^ 


respondent  anharmoniquement  aux  points  m! ,  C'est- 
à-dire  que,  si  nous  prenons  les  points  a  . . . ,  a' . . . ,  qui 
sont  conjugués  liarmoniques,  par  rapport  à  a  et  6  et  par 
rapport  à  a!  et  b'  respectivement,  de  deux  points  fixes 
arbitraires  de  D,  nous  avons 

(m  . .  .)  =  (a  . . .)  et  (m' . .  .)=  (a' •  •  •)• 
Prenons  pour  ces  deux  points  fixes  le  point  à  Tinfinî 
de  D,  a  est  milieu  de  ab,  et  a'  de  a'b'.  Si  donc  nous  dé- 
signons par  «,  ft,  ...  les  abscisses  des  points  a,  i,  . .  . 
comptées  à  partir  d'origines  arbitraires  sur  D  et  sur  L, 
nous  avons  les  cinq  équations 

(i)  aa'-h  Ua  +  Va'-f-  W  =  o, 

(2)  «      a'2— 2rt'a'-4- A'a'-hB'=o, 

(3)  a*-h  2«a -i- Aa -H  B  =  o, 

(4)  am -1- Xa -+- {xw -1- p  =  o, 

(5)  a'//i'-i- À'a'-i- [jL'm'-h  p'=  o, 
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pour  qu'un  point  de  L  soit  point  du  litu  (Jig,  a),  il 
faut  de  plus  la  condition 


m  =  m'; 


portant  cette  condition  dans  (4)  et  (5),  nous  obtenons 

Xa-4-  p  _^  X'a'-^  p' 

a  -h  fx   ~"    a'  -H  fi' 
OU 

'  ,^  Ma  +  N 
*  ~    La-hP  * 

Or   (i)   et    (a)    nous  font  également  connaître  a',    car 

tirant  de  (i) 

Ua-f-W 
a  = _-., 

an-  V 

et  portant  dans  (a),  il  vient 

(Ua-hW)»-Hîia'(a-+-V)-+-(A'a'-hB')(a-+-V)»=o, 
d'où 

égalant  les  deux  valeurs  de  cl'  tirées  l'une  de  (4)  et  (5), 
l'autre  de  (i)  et  (2),  il  vient 


_^    Xa«-4-Ya-4-Z 

°^~  X'a«-f-Y'a-hZ 


f  > 


portant  cette  valeur  dans  (3),  on  obtient  une  équation 
du  quatrième  degré  en  a 

A^ a* -4- A3 a^*  H- A2  a* -h  Al  a -f- A  =  o, 

dont  les  quatre  racines  font  connaître  quatre  points  a, 
donc  quatre  points  m  du  lieu  sur  L. 

Application.  —  Comme  application ,  retrouvons  que 
le  limaçpn  de  Pascal  est  une  quartique  unicursale.  On 
Ann,  de  Mathémat.,  3«  série,  t.  XIII.  (Avril  1894.)  12 
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sait  engendrer  le  limaçon  par  le  sommet  A  d'un  angle 
de  grandeur  constante,  droit  par  exemple,  dont  les  cô-* 
tés  restent  tangents  à  deux  cercles  C|  et  C2. 

Considérons  une  tangente  commune  à  Ci  et  C2  ;  mon- 
trons que  les  deux  côtés  de  l'angle  droit  décrivent  sur 
elle  deux  divisions  homographiques.  Or  deux  tangentes 
parallèles  aux  deux  cercleis  décrivent  sur  elle  deux  di- 
visions semblables  et,  d'autre  part,  deux  tangentes  rec- 
tangulaires k  un  même  cercle  décrivent  évidemment 
aussi  sur  une  tangente  fixe  deux  divisions  homogra- 
phiques; donc  le  limaçon  est  retrouvé  comme  cas  parti* 
culier  de  notre  génération. 

Intersection  de  la  quar tique  avec  les  sécantes  com- 
munes aux  coniques  fomatrices  F,,  T^.  —  Projetons 
les  deux  coniques  T^  et  r2  suivant  deux  cercles  Ci  et  C^; 
on  a  facilement  les  directions  asymptotiques  dans  ce  cas 
particulier.  En  effet,  considérons  deux  tangentes  fixes  à 
C<  et  C2,  D|  et  D2^  les  deux  tangentes  variables  A|  et 
A2,  dont  l'intersection  décrit  la  courbe,  donnent  sur  D| 
et  D2  deux  divisions  (w<  . .  .)  =  (/n2  . . .);  m^m^  en- 
veloppe une  conique  C  tangente  à  Di  et  D2  ;  autour  diî 
C|  et  G2  faisons  tourner  deux  tangentes  parallèles  qui 
marquent  sur  D(  et  D2  les  divisions  (/i,  . .  .)  =  (/î2  . . .)  ; 
n^  712  enveloppe  une  conique  N  tangente  à  D,  et  D2  ; 
C  et  N  admettent  deux  tangentes  communes  différentes 
de  D^  et  D2  ;  l'une  quelconque  de  ces  deux  tangentes 
donne  sur  D<  et  D2  deux  points  homologues  des  divisions 
/7i,  ...  et  m2  • .  •,  par  où  passent  deux  droites  A|  et  A2 
correspondantes  et  parallèles. 

La  conique  N  fait  donc  connaître  deux  directions 
asymptotiques  de  la  quartîque.  Mais  on  peut  s'assurer 
qu'il  existe  deux  coniques  N  distinctes  et  deux  seule- 
ment; donc  on  détermine  les  quatre  directions  asvm-^ 
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gotiques  dans  le  cas  où  les  deux  coniques  fornialrices 
sout  deux  cercles,  et  généralement  ou  peut  au  moyen 
de  six  couples  de  deux  coniques  déterminer  les  vingt- 
quatre  points  d'intersection  de  la  quartique  et  des  six 
sécantes  communes  aux  deux  coniques  formalrices. 

Dans  le  cas  de  la  cubique,  C,  C^ ,  C2  ont  une  tangente 
commune,  tangente  à  Tune  des  coniques  N  qui  n'admet 
plus  avec  C  qu'une  tangente  commune  intéressante  ici. 


CONSIDÉRATIONS  SlIR  LA  GBOHÉTROGRAPHIE; 

Par  m.  É.  LEMOINE. 
(Extrait  d'une  Lettre  à  M.  Houché.) 


Dès  que  j'ai  lu  les  observations  que  M.  Soudée  (voir 
Nouvelles  Annales,  iSpS,  p.  i48)  vous  a  écrites  au 
sujet  de  l'examen  fait  par  moi  (voir  JVoui^el  les  Annales, 
1892,  p^.  4S3)  de  la  simplicité  relative  de  diverses  con- 
structions du  problème  d^ Apollonius,  je  me  suis  aperçu 
qu'elles  portaient  à  côté  de  la  mélbode  d'examen  des 
constructions,  méthode  qui  comprend  aussi  la  façon  de 
les  diriger  le  plus  simplement,  que  j'ai  indiquée  dans 
plusieurs  Mémoires  et,  en  particulier,  d'une  façon  didac- 
tique, dans  le  Mémoire  de  l'Association  française,  Con- 
grès de  Pau,  1892,  intitulé  :  La  Géoméfrographie (*)^ 
mais  qu'elles  n^avaient  pu  être  faites  que  parce  que  ce  que 
j'avais  exposé  de  la  méthode  dans  ce  journal,  simple- 
ment pour  rendre  ma  comparaison  compréhensible  aux 
lecteurs,  n'était  pas  suffisant  pour  en  donner  connais- 


(*)  Chez   GaUthier-Villars  et  fils,  quai  des  Graads-Augustins^  55; 
189a.  Prix  2''. 
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sance  et  en  faire  comprendre  Tesprit.  J'écrivis  immé- 
diatement à  M.  Soudée  en  lui  donnant  les  explications 
nécessaires  et  il  reconnut  très  aimablement  que  j'avais 
raison,  qu'il  n'y  avait  plus  lieu  de  faire  des  objections 
qui  s'appliquaient,  en  réalité,  à  des  choses  que  la  Géo*' 
métro  graphie  ne  disait  nullement. 

Comme,  d'aillçurs,  les  nitèmes  objections  se  présente- 
raient à  tout  lecteur  dans  le  même  cas,  je  veux,  non  les 
réfuter  en  détail,  il  faudrait  reproduire  une  partie  de 
mon  travail,  mais  faire  quelques  observations  général e6. 
Je  n'ai  étudié  jusqu'ici  en  détail  que  la  Géométro- 
graphie  de  la   Géométrie  canonique  des  Grecs,  c'est- 
à-dire  de  la  droite  et  du  cercle  correspondant  aux  con- 
structions faites  avec  la  règle  et  le  compas  ;  l'équerre 
n'est  pas  admise,  mais  j'ai  spécifié,  dès  l'origine  de  mes 
études  sur  cette  matière  {Comptes  rendus^  1888)  qu'il 
y  avait  une  étude  spéciale  à  faire  pour  le  cas  où  l'on- 
emploierait  l'équerre,  qui  est  indispensable  en  Géomé- 
trie descriptive,  par  exemple,  et  depuis  j'ai  montré  qu'il 
y  avait  encore  à  étudier  la  Géométro  graphie,  en  ad- 
mettant l'usage  des  règles  divisées  pour  la  statique  gra- 
phique, etc. 

La  Géométrographte  est  toute  spéculative,  elle  ne  suit 
pas  complètement  la  construction  pratique,  elle  suppose 
la  feuille  d'épuré  infinie,  les  règles  infinies,  les  compas 
aussi  petits  ou  aussi  grands  qu'on  le  désire,  etc.,  elle 
guide  seulement  la  construction  un  peu  comme  la  Mé- 
canique rationnelle  guide  l'ingénieur. 

J'ai  choisi  les  mots  coefficient  de  simplicité,  coeffi- 
cient à^ exactitude ^  tout  en  ayant  remarqué  que  coeffi- 
cient de  complication  et  coefficient  AHnexactitude 
eussent  été  plus  propres,  mais  comme  ce  que  l'on  re- 
cherche c'est  la  simplicité  et  l'exactitude,  non  la  com- 
plication et  l'inexactitude,  j'ai  accepté  cette  sorte  d'an- 
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tinoinie<ians  les  termes  de  même  qu'on  Va.  acceptée  en 
plusieurs  cas  dans  la  Science  :  ainsi  le  coefficient  d'élas- 
ticité est  d^autaut  plus  petit  que  l'élasticité   est  plus 
grande. 

Pour  le  géomètre,  dès  qu'une  question  est  ramenée 
h  des  opérations  qui  peuvent  s'effectuer  avec  la  règle  et 
le  compas,  le  problème  est  considéré  comme  résolu  et 
l'est  effectivement  à  son  point  de  vue.  Il  énonce  V indi- 
cation d'une  construction  et  s'arrête  là.  Il  dira,  par 
exemple  : 

On  joint  le  centre  radical  P  de  trois  circonférences 
au  centre  (o  du  cercle  inscrit  au  triangle  formé  par  les 
trois  polaires  de  P  par  rapport  à  ces  trois  circonfé- 
rencesy  aussi  simplement  qu'il  dirait  :  D'un  point  K 
de  la  droite  AB,  on  abaisse  une  perpendiculaire  KH 
sur  la  droite  CD  et  l'on  prolonge  KH,  H  étant  le  pied 
de  la  perpendiculaire,  d^une  longueur  égale  à  KH,  et 
parlera  à  l'occasion  dans  les  mêmes  termes  de  la  sim- 
plicité ou  de  l'élégance  de  ces  constructions.  Or,  le  com- 
pas à  la  main,  elles  n'ont  rien  de  comparable,  la  pre- 
mière exigeant  environ  107  opérations  élémentaires,  la 
seconde  en  exigeant  12. 

A  la  suite  de  la  lettre  de  M.  Soudée  se  trouve  (Nou- 
{telles  annales ^  p.  1605  1898)  une  lettre  de  M.  Mar- 
chand à  propos  de  ce  même  article;  cette  lettre,  fort 
intéressante,  montre  que  les  solutions  spéculatives  exa- 
minées ont  seulement  des  formes  différentes,  mais  qu'au 
fond  elles  sont  identiques,  ce  qui  doit  être  vrai  philoso- 
phiquement pour  toutes  les  solutions  d'une  même  ques- 
tion, et  il  montre  le  fil  qui  les  relie.  Je  dois  faire  re- 
marquer que,  pour  celui  qui  construit,  elles  sont 
essentiellement  différentes,  puisqu'il  ne  s'occupe  préci- 
sément que  de  la  forme  à  mettre  à  exécution. 

Je  crois  alors  utile  de  présenter  ici  un  exemple  plus 
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simple,  choisi  au  hasard,  mais  qui  permettra  de  mettre 
en  relief  celte  différence  du  point  de  vue  où  Ton  s'est 
placé,  toujours  jusqu^ici,  dans  l'étude  des  questions 
géométriques,  et  de  celui  où  je  me  place  en  Géométro- 
graphie,  et  qu'il  est,  h  mon  avis,  indispensable  de  con- 
sidérer aussi. 

Je  suppose  que  la  solution  d'un  problème  a  été  rame- 
née finalement  à  cette  construction  î  Diviser  le  dia- 
mètre A  B  rf  'un  certain  cercle  au  point  G  tel  que,  C  et  an  t 
un  point  donné  sur  AB,  on  ait 


C'A       GA* 


Le  géomètre  s'arrêtera  là,  le  problème  est  résolu. 

Si  on  lui  dit  :  Prenez  le  compas  et  exécutez  la  con- 
struction, il  en  choisira  une  à  peu  près  quelconque,  par 
exemple  celle-ci  : 

11  tracera  deux  droites  rectangulaires  se  coupant 
en  Cl,  prendra  sur  l'une  C<A,  =  CA,  sur  l'autre 
Cl  Bi  =  CB,  joindra  Ai  B|,  projettera  C|  sur  A|  B  en  y, 
puis  divisera  AB  en  G  de  telle  sorte  qu'on  ait 

AtY  _  AC 

C  sera  placé  ainsi  par  le  géomètre  au  moyen  d'une 
construction  dont  le  symbole  sera 

Op.  :  (il  Ri  H- 7  Rî  H-  astCi-HiSCs), 

■ 

et  aura  exigé  53  opérations  élémentaires  dont  le  tracé 
de  7  droites,  de  i3  cercles,  probablement  plus,  s'il  n'a 
pas  opéré  aVec  l'économie  raisonnée  qu'enseigne  la 
Géométro  graphie. 

Si,  au  contraire,  on  prend  le  problème  au  point  où  le 
géomètre  l'avait  considéré  comme  résolu,  en  cherchant 
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inélliodiquetnent  la  construction  la  plus  simple  du 
point  C)  on  arrivera  à  la  placer  avec  17  opérations 
élémentaires,  dont  le  tracé  de  4  droites  et  de  2  cer- 
cles, en  opérant  ainsi  :  on  place  Ci  sur  AB  tel  que 
BC=AC|  et  Ton  trace  la  perpendiculaire  élevée  au* 
milieu  de  AB,  perpendiculaire  qui  coupe  le  cercle  en  K 
et  en  H,  on  trace  KC<  cjui  coupe  le  cercle  en  L,  LC  qui 
coupe  le  cercle  en  M,  MH  qui  coupe  AB  en  C. 
C  est  alors  obtenu  simplement  par  le  symbole 

Op.  :  (8R,-4-4R,H-3Gi-i-2G3), 

17  opérations  élémenl aires  dont  le  tracé  de  4  droites  et 

de  2  cercles. 

En  effet,  on  a 

L(GC,AB)  =  H(G'OAB), 

puisque  les  deux  faisceaux  qui  partent  de  L  ou  de  M  et 
aboutissent  aux  quatre  points  M,  K,  A,  B  du  cercle  ont 
le  même  rapport  anliarmonique. 
Or 


et 


donc 


(CG.AB)=^ 

.  GjA 
•  C,B 

ga' 
gb' 

(C'OAB)=^ 

.OA 
OB  ~ 

C'A 
'  C'B' 

C'A      i 

ca' 

C'B  ~ 

cb" 

et,  de  quelque  façon  qu'on  envisage  la  construction,  il 
n'est  pas  possible  de  ne  pas  tenir  compte  de  telles  diffé- 
rences. 

Rien  ne  dît  d'ailleurs  que  ce  soit  le  dernier  mot  des 
simplifications  possibles  à  obtenir.  Ainsi  mon  Mémoire 
de  Pau  sur  la  Géométro  graphie,  cité  plus  haut,  conte- 
nait l'examen  de  63  constructions  que  j'avais  déjà  sim- 
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plifîées  par  mes  méthodes  autant  que  je  l'avais  pu  ; 
3i  d'entre  elles  Tout  été  encore  davantage  avec  Tapplî- 
cation  plus  étudiée  de  la  même  méthode  par  MM.  Tarry, 
Bernes  et  par  moi,  et  ces  simplifications  sont  exposées 
dans  un  complément  de  mon  Mémoire  sur  la  Géométro- 
graphie,  donné  au  Congrès  de  Besançon  en  1893. 


CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  1893. 


MATHEMATIQUES   SPECIALES. 

Mathématiques. 

On  donne  une  conique  S  et  un  triangle  ABC  conjugué  par 
rapport  à  cette  conique  : 

I*  Démontrer  que  par  un  point  quelconque  P  de  S  passeat 
quatre  coniques  circonscrites  au  triangle  ABC  et  touchant  S 
chacune  en  un  point  autre  que  P  ; 

1**  Les  points  où  ces  quatre  coniques  touchent  S  sont  situés 
sur  une  conique  Sj  circonscrite  au  triangle  ABC; 

3®  Quand  le  point  P  décrit  la  conique  S,  la  conique  Sj  enve- 
loppe une  courbe  F  du  4*  ordre  ; 

4**  D'un  point  M  de  la  courbe  F,  on  peut  mener  à  cette 
courbe  quatre  tangentes  autres  que  celle  qui  touche  la  courbe 
au  point  M.  Démontrer  que  les  points  où  ces  quatre  tangentes 
touchent  F  sont  sur  une  même  droite  D  et  trouver  Tenveloppe 
de  la  droite  D  quand  le  point  M  décrit  la  courbe  F. 

Physique, 

I.  Détermination  de  la  densité  des  vapeurs. 

II.  Deux  lentilles  convergentes,  de  diamètres  2L  et  2L', 
sont  placées  à  une  distance  Tune  de  Tautre  D,  très  grande 
par  rapport  à  leurs  distances  focales  /  et /',  les  axes  en  coïn- 
cidence. 

A  une.  distance  d  de  la  première  et  concentriquement  à 
Taxe,  on  place  un  objet  lumineux  ayant  la  forme  d'un  disque 
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circulaire  de  rayon  r,  et  de  la  même  manière,  à  une  distance  d! 
derrière  la  seconde,  un  petit  miroir  sphérique  de  diamètre  im 
et  de  distance  focale  cp;  de  telle  sorte  que  les  rayons  émanés 
de  l'objet,  ramenés  au  point  de  départ,  donnent  de  cet  objet, 
ou  tout  au  moins  d'une  portion  de  sa  surface,  une  image 
réelle. 

On  demande  : 

1°  Gomment  il  faudra  disposer  de  d  et  de  cT,  de  m  et  de  tp 
pour  utiliser  au  mieux,  pour  la  formation  de  l'image,  les  rayons 
émanés  de  l'objet; 

2°  Quelle  sera  la  grandeur  de  l'image  de  retour; 

3°  Son  éclat  intrinsèque; 

4**  Enfin  quelle  valeur  il  faudrait  donner  à  L'  pour  avoir 
l'image  entière  du  disque  lumineux. 

Chimie. 

I.  Hydracides  étudiés  dans  le  cours. 

II.  On  dissout  24^  de  brome  dans  une  solution  concentrée 
contenant  16^,8  d'hydrate  de  potasse. 

Le  liquide  porté  à  l'ébullition  et  évaporé  à  sec  donne  un 
résidu  que  l'on  pèse. 

Ce  résidu  calciné  à  une  température  élevée  dégage  un  gaz 
dont  on  mesure  le  volume,  et  laisse  un  nouveau  résidu  dont 
on  détermine  le  poids. 

On  mélange  le  gaz  recueilli  avec  celui  que  l'on  prépare  en 
chauffant  28*^,8  d'acide  formique  pur  avec  un  excès  d'acide 
sulfurique,  et  l'on  fait  passer  une  étincelle  dans  le  mélange 
gazeux.  Le  résidu  gazeux  est  agité  avec  une  dissolution  de 
potasse,  et  le  nouveau  résidu  gazeux  mesuré  sec  est  mélangé 
avec  un  volume  de  chlore  et  exposé  au  soleil.  On  mesure  en- 
suite le  volume  du  gaz  et  on  l'agite  avec  10"  d'eau. 

On  mesure  le  volume  gazeux  final. 

On  demande  : 

1°  Le  poids  et  la  composition  de  chacun  des  résidus  so- 
lides; 

2"  La  nature  et  le  volume  à  0°  et  sous  760™™  des  diverses 
masses  gazeuses  obtenues  successivement. 

Le  coefficient  de  solubilité  de  l'acide  carbonique  dans  l'eau 

est  I. 

K  =  39,         Br  =  80. 

Ann.  de  Mathéniat.,  3'série,  t.  XIII.  (Mai  i8ç)4-)  '"^ 
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MATHEMATIQUES   ELEMENTAIRES. 

Mathématiques   et   Mécanique, 

I.  On  donne  dans  un  plan  un  triangle  fixe  abc,  et  Ton  con- 
sidère un  triangle  ABC  égal  au  triangle  abc,  et  mobile  dans  le 
plan.  On  suppose  le  triangle  mobile  ABC  d'abord  superposé 
au  triangle  fixe  abc,  A  en  a,  B  en  6,  G  en  c. 

Soit  O  un  point  du  plan  tel  que,  si  Ton  fait  tourner  autour 
de  ce  point  le  triangle  mobile  ABC  de  façonna  l'amener  de  sa 
première  position  à  une  autre  pour  laquelle  le  côté  AB  est  de- 
venu parallèle  au  côté  ac,  le  triangle  ABC  se  place  sur  un 
triangle  a' b' c'  (A  en  a',  B  en  b\  G  en  c'),  tel  que  le  sommet  b' 
est  situé  sur  la  droite  Oc. 

1°  Trouver  la  ligne  (L)  lieu  des  points  O  qui  satisfont  à  cette 
condition. 

2°  Trouver  le  lieu  décrit  par  chacun  des  sommets  du  trian- 
gle a' b' c'  quand  le  point  O  décrit  la  ligne  (L). 

II.  Étant  données,  dans  un  plan,  une  parabole  et  une 
droite  D  perpendiculaire  à  l'axe  de  cette  parabole,  trouver  sur 
l'axe  de  la  parabole  un  point  A  tel  que,  si  M  est  un  point  de 
la  parabole   et  si   P   est  le  pied   de   la    perpendiculaire  à   la 

droite  D  menée  par  le  point  M,  la  différence  MA  —  MP  est 
constante,  quelle  que  soit  la  position  du  point  M  sur  la  para- 
bole. 

Trouver  le  lieu  des  points  d'un  plan  tels  que  la  différence 
des  carrés  des  distances  de  chacun  de  ces  points  à  un  point  A 
et  à  une  droite  D,  donnée  dans  le  plan,  soit  constante  et  égale 
à  une  quantité  donnée. 

Montrer  que  la  connaissance  de  ce  lieu  permet  de  résoudre, 
avec  la  règle  et  le  compas,  le  problème  suivant  : 

Étant  donnés  dans  un  plan  une  droite  D  et  deux  cer- 
cles G,  G',  mener  un  cercle  qui  soit  tangent  à  la  droite  D, 
qui  coupe  le  cercle  G  en  deux  points  diamétralement  op- 
posés sur  ce  cercle  G,  et  le  cercle  G'  en  deux  points  diamé- 
tralement opposés  sur  ce  cercle  G'. 
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PREMIÈRE-SCIENCES   (ENSEIGNEMENT   MODERNE). 

Mathématiques, 

On  considère  l'ellipse  E  qui  a  pour  grand  a\e  AOA'  et  pour 
foyers  F  et  F'  : 

i*  Construire  un  cercle  G  bitangent  (tangent  en  deux 
points)  à  la  courbe  E,  ayant  son  centre  en  un  point  D  donné 
sur  AOA',  à  une  distance  m  du  centre  de  l'ellipse.  Déterminer 
géométriquement  les  points  de  contact. 

s>/  Calculer  la  distance  du  centre  de  l'ellipse  à  la  corde 
des  contacts  et  le  rayon  du  cercle  C  en  fonction  des  données 


a,  c,  m. 


Discuter  ces  valeurs.  Examen  du  cas  particulier  où  la  corde 
des  contacts  passe  par  l'un  des  sommets  du  grand  axe. 

3*  On  considère  deux  cercles  C  et  C,  ayant  leurs  centres 
sur  AOA',  tous  deux  bitangents  à  l'ellipse  E  :  prouver  géomé- 
triquement que  la  somme  (ou  la  différence)  des  longueurs  des 
tangentes  aux  cercles  C  et  C,  issues  d'un  point  M  de  l'ellipse, 
ne  varie  pas  quand  ce  point  M  se  déplace  sur  la  courbe. 

Calculer  la  valeur  de  la  constante  en  fonction  de  a,  de  c  et 
des  distances  des  cordes  de  contact  au  centre  de  l'ellipse. 

RIIÉTORIQLE. 

Géométrie  et  Cosmographie. 

On  donne  trois  droites  parallèles  RR',  SS',  TT',  non  situées 
dans  un  même  plan,  et  sur  la  droite  RR'  un  point  A,  sur  la 
droite  SS'  un  point  B  et  sur  la  droite  TT'  un  point  G.  On  con- 
vient d'appeler  mesures  algébriques  de  segments  A  a,  B6, 
Ce,  pris  sur  les  parallèles  données,  les  nombres  qui  sont  les 
mesures  des  longueurs  de  ces  segments,  prises  avec  une  même 
unité  de  longueur,  chacun  de  ces  nombres  étant  précédé  du 
signe  -+-  ou  du  signe  — ,  selon  que  le  segment  considéré  est, 
par  rapport  au  plan  des  trois  points  A,  B,  C,  du  même  côté 
que  la  demi-droite  AR,  ou  du  côté  opposé.  On  considère  tous 
les  plans  qui  coupent  les  trois  parallèles  données  en  des  points 
€ï,  6,  c,  tels  que  la  somme  des  mesures  algébriques  des 
segments  A  a,  B6,  Ce  soit  constante  et  égale  à  un  nombre 
donné. 
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i**  Démontrer  que  tous  les  plans  ainsi  considérés  ont  un 
point  commun. 

2®  Soit  H  un  point  donné  dans  l'espace^  Trouver  le  lieu  des 
projections  de  ce  point  H  sur  tous  les  plans  considérés. 

3°  Soit  H'  un  second  point  donné  dans  l'espace.  Trouver  le 
lieu  de  la  droite  d'intersection  de  deux  des  plans  considérés, 
tels  que  la  projection  du  point  H  sur  l'un  se  confonde  avec  la 
projection  du  point  H'  sur  l'autre. 

4*^  Si,  sans  rien  changer  aux.  autres  données  du  problème, 
on  fait  varier  le  nombre  qui  est  la  somme  des  mesures  algé- 
briques des  segments  Aa,  B6,  Gc,  le  point  commun  G  aux 
plans  considérés  se  déplace,  trouver  la  ligne  décrite  par  ce 
point. 

Déterminer  sur  cette  ligne  les  positions  du  point  G  pour 
lesquelles  l'angle  HGH'  est  égal  à  un  angle  donné,  et  discuter 
ce  dernier  problème  dans  le  cas  particulier  où  la  droite  HH' 
est  dans  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  RR'. 


SECONDE   CLASSIQUE. 

Algèbre  et  Géométrie. 
I.  Résoudre  les  équations 
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7 
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-\-Z  : 

=: 

8. 

Démontrer  que  les  valeurs  des  inconnues  peuvent  être  mises 
sous  les  formes  suivantes  : 

X  ={a  —  i)(a  —  3), 
^  =  — 2(a  — 3)(a  — 5), 
z  =(a  — 5)(a  — 7). 

Déterminer  le  nombre  a  de  manière  que  ces  valeurs  soient 
entières  et  positives. 

II.  On  coupe  un  angle  trièdre  par  un  plan  P  qui  rencontre 
les  arêtes  aux  points  A,  B,  G. 
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Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  médianes  du 
triangle  ABC  : 

i*  Lorsque  le  plan  P  se  déplace,  de  manière  que  le  point  A 
reste  fixe; 

2*  Lorsque  le  planP  se  déplace,  de  manière  que  la  droite  AB 
reste  fixe; 

3*  Lorsque  le  plan  P  se  déplace,  de  manière  que  les  diffé- 
rences (OB  —  OA)  et  (OC  —  OA)  restent  constantes.  Le  point  0 
désigne  le  sommet  de  l'angle  trièdre. 

SECONDE     MODERNE. 

Mathématiques. 
L  Dans  le  quadrilatère  convexe  ABCD,  on  donne 

AB  =  a  =  2652",  7, 
BG  =  6  =  3528'",6, 
GD  =  c  =  47i5",8, 

BAD  =  6i*»32'i5',5, 

ADG  =  43"58'45',  8. 


Calculer  le  côté  AD  et  les  autres  angles.  (On  se  servira  des 
Tables  de  logarithmes  à  5  décimales.) 

IL  Étant  donné  un  prisme  oblique  dont  la  base  est  le  paral- 
lélogramme ABCD,  et  une  droite  xy^  parallèle  à  la  diago- 
nale BD,  dans  le  plan  ABC,  mener  par  xy  un  plan  rencontrant 
les  arêtes  du  prisme  aux  points  A',  B',  C,  D',  de  telle  sorte 
que  le  volume  du  tronc  de  prisme  ABCDA'B'C'D'  ait  pour 
valeur  /n';  on  connaît  l'aire  /)'  de  la  section  droite  du  prisme 
considéré.  Indiquer  toutes  les  constructions  graphiques  néces- 
saires pour  obtenir  les  sommets  de  la  section,  met  p  étant  des 
lignes  données. 
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TROISIEME   CLASSIQUE. 

Arithmétique,  Algèbre  et  Géométrie. 

I.  Soit   n  un  nombre   entier    quelconque;    trouver  le    plus 
petit  commun  multiple  des  trois  nombres 

/i,     /i  -h  I,     n  -\-  'A. 

II.  Soit  un   triangle  isoscèle  OAB,  ayant  pour  côtés  égaux 
OA  et  OB,  et  pour  hauteur  OH;  on  décrit,  du  point  0  comme 

centre,  un  cercle  G,  de  rayon  arbitraire,  et  on  lui  mène  deux 


tangentes  non  symétriques  par  rapport  à  OH,  issues  l'une  du 
point  A,  l'autre  du  point  B;  ces  deux  tangentes  se  coupent  en 
un  point  M. 

1°  Trouver  le  lieu  géométrique  du  point  M,  lorsque  le  rayon 
du  cercle  G  varie. 

2°  Trouver,  dans  la  même  hypothèse,  le  lieu  du  point  I, 
obtenu  en  portant  sur  MB,  à  partir  de  M,  une  longueur  MI 
égale  à  MA. 

3°  Démontrer  que  le  produit  MA. MB  est  égal  à  la  différence 


2 


OA  —  OM  ,  ou  à   la  différence  OM  —  OA  ,  selon  que  l'on  a 

OA  >  OM         ou         OM  >  OA. 
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TROISIÈME    MODERNE. 

Mathématiq  ues . 

J.  Soit  M  l'un  des  points  du  pian  du  triangle  ABC,  tels  que 
les  aires  des  triangles  MBG,  MCA,  MAB  soient  proportion- 
nelles aux  nombres  donnés  a',  6',  c'. 

1°  Prouver  que  la  droite  qui  joint  deux  quelconques  des 
points  M  passe  par  un  des  sommets  de  ABC. 

2**  Un  des  points  M  étant  connu,  construire  graphiquement 
tous  les  autres. 

3**  Calculer  la  somme  algébrique  des  inverses  des  distances 
de  tous  les  points  M  aux  côtés  de  ABC,  en  fonction  des  lon- 
gueurs a,  by  c  de  ces  côtés  et  des  nombres  a',  b',  c'. 

II.  Étant  donnés  quatre  points  A,  B,  C,  D  d'un  même  plan, 
on  peut,  par  ces  points,  faire  passer  trois  couples  de  deux 
droites  (AB,  CD),  (AC,  BD),  (AD,  BG). 

i'*  Tracer  par  le  point  O,  commun  aux  droites  d'un  même 
couple,  une  droite  MON  telle  que  le  point  O  soit  le  milieu  de 
la  portion  MN  comprise  entre  les  droites  d'un  deuxième  cou- 
ple. Examiner  les  cas  possibles  de  figure,  et  donner  le  nombre 
des  solutions. 

2°  Soit  0' le  point  commun  aux  droites  de  ce  second  couple. 
On  représente  par  a,  b,  c,  d  les  distances  de  ce  point  aux 
points  A,  B,  G,  D,  et  l'on  propose  de  calculer  la  longueur  MN  : 
on  supposera,  pour  ce  calcul  seulement,  que  les  droites  se  cou- 
pant en  O'  sont  perpendiculaires  entre  elles;  voir  si  la  formule 
trouvée  s'applique  à  tous  les  cas  de  la  figure. 

3"*  En  supposant  les  quatre  points  A,  B,  C,  D  situés  sur  un 
même  cercle,  prouver  que  le  centre  de  ce  cercle  se  projette 
en  0  sur  MN. 


SUR  LE  DEVELOPPEMENT  EN  SÉRIES  DES  FONCTIONS 

IMPLICITES; 

Par  m.  WORONTZOFF. 


1.  Soient 

fi>(y\  My\  Air),     --  fmir) 
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des  fondions  algébriques  on  transcendantes  bien  déter- 
minées, /•  une  racine  simple  de  réquatîonyi(j)  =  o  et 

V  =  a  -+-  rtj  a:  H x^  H ;r  ar^  -f- . . . 

•^  1.2  1.2.3 

a 
H -^ a:«-HR  =  a-f-X 

une  racine  coininnne  des  équations 

/o(r)H-^/i(7)-h^'/«(r) 

-+-ar'/3(r)H-----+-^'"//«(^)  =o 


(2) 

et 

(3) 
où 


JK  —  r -4- ar  F,  (^) -f- ar»  F,( j^) 
^  —  f  n  .-T~  I 

Nous  nous  proposons  ici  de  déterminer  les  coeffi- 
cients 

I  !       2  1  /i  ! 

dans  la  série  (i). 

2.  Si  F(a),  F(a),  ". .  .,  Ff«+*>(a),  pour  les  valeurs 
de  //  comprises  entre  Uq  =y($)  et  u=if{^  -f-  z),  et 
/(^),  f'(t),  .  .  .,/^''"^*H^),  pour  les  valeurs  de  t  com- 
prises entre  ^o  =  $  et  t  =  Ç  -f-  z,  sont  des  fonctions  finies 
et  continues,  on  a 

=  JF(»,)+^"~"°^F'(«.)+... 
(4)    I  ^(iilLif!L>!F(»'(«,) 

I  .2  ...  /l 

(«-  «0)"+'  F(„H-.)[„.  +  e(u -  K.)]| 
i.2...(rt  +  i)  \u=fii+z),u.^ni)' 


(6) 
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!/a+») 


=  /(?)+ -!/'(0  + -s 


,f'a) 


a! 


(5) 


'2!  3! 

/i!       ^  -^  (n-f-i)!  ' 


ou 


En    remplaçant,   dans  le   second   membre  de   Téga- 
lité  (4),/(iH-^)  par  la  série  (5),  on  obtient 

et 

JD?F[/(î-f.^)]j,=o 


i.'jL. . , n 


=  ^«=2- «,!«,!...«„! Vit;  v^j  Uj  --vW  ' 

le  signe  sommatoire  s'étendant  à   toutes  les  solutions 
entières  positives  des  équations 

lai-h  2aj  +  3a3-h. . .-+-  na^  =  n, 
«iH-  «j-h  as-*-. .  .-han  =  i  =  I,  2,  3,  . . .,  n. 
Mais 

par  conséquent 

D?F[/(Ç)] 


/•(«)(Ç)-la„ 


f^i 


= /i!  y  _JiziZii2L_ 

'  ^  tt]  !  as  !  aj  !  . . .  a/t  ! 
^d  ai  !  «s  !  a  !  ...  anl 


(  17^  Y 
où 

I  ai  -h  2  aj  -I-  3  «3  -+- . .  .  -4-  HOfi  =  n, 
ai-h  aj-h  aa-h. .  .-h  a„  =  f  =  I,  2,  3,  . . . ,  /i 

(J.  Bertrand,  Calcul  flifférentiel,  p.  3o8). 

3.  Maintenant  substituons  ^  +  X  au  lieu  de  j^,  dans 
les  équations  (a)  et  (3),  et  supposons  que  les  fonctions 
/o(a-HX),  /^(fl-hX), /2(a  +  X),  ...,  /„,(a-i-X), 
F^(aH-X),  F2(«  +  X),  ...,  Fto(«  -+-X)  soient  déve- 
loppables  suivant  les  puissances  croissantes  de  X^  on 
obtient  alors,  au  moyen  de  la  formule  de  Tajior, 

/„(«)+  X/„'(a)+  ^  /o"(a)  +  . . .+  J^  /i,"'(«)+  R« 

J 

+  a;'«-»  [/•„_,(«)+ X/;„_,(a)-H  ^  /;„_,(«)+-.. . 

(/i  —  m  -4-  2)  !  J 

-f-a:'«-i[^/;;,_,(a)+X/,;_,(a)+ J^/;;,_,(a)-h... 
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//f 


r/,„(a)  +  X/,;(a)+  ^/;;(a)  +  ... 


+  (--^ry»-]!  ./"',r''"(«)+  Rm4.,J  =  o(n>  m  ) 


et 


a  —  r-h  A-H  a? 


/ 


(   «7»   ) 

^,{a)-^\¥\{a)+^¥'[{a)-^..: 

(8)   ;  ■+"  ^  F;;,j_,(a)-h... 

Xn-'w-t-2  "1 

, T,  F',«r?'-^«H«)-t-  Kn-2 

{n  —  m -h  2)!  '        ^  '«  ^j 

+  ar'«-i  j^F;„_,(a)-f-XF;,,_,(a) 

X2 

X«-'»4-l  "1 

^'"  rF,„(a)+XF;„(a)+  ^  F;„(a)  +  ... 

OÙ 

2  !  3  !  /i  ! 

De  ridentité  (7),  en  y  égalant  à  zéro  les   coefficients 
des  diverses  puissances  de  j?,  on  déduit 

/o(«)  =  0, 
«i/o(«)-^/i(«)  =  o, 

^  /o'(«)-^   ^  /;(«)-H  «l//(«)-4-/2(«)  =  O, 

t:ï:3  -^o  (  ")  +  Tx  •^''  ^"^-^  777. 3  -^o  (  ") 


(   '7^  ) 
en  considérant  a  comme  fonction  d'une  variable  fictive  Ç, 
dont  les  dérivées  successives  seraient  a^^  ^2,  a^^  ..., 
Unt  •  •  •  et  en  ayant  égard  à  la  formule  (6),  on  a  géné- 
ralement 

"i     /?!  ^      (p  —  iV-  ^      (p  —  'i)l 


•  •  • 


p.  /p-'(«)  +  Dç/,_,(a)+/;,(a)  =  o. 


(9) 


ou 

et 


••     n  !  ^       (  /i  —  I  )  ! 

l^«-/n+l        /m- 1  (  ûT  )         ,    r^/î-m      /m  (  «  )       _ 
Dp r   -h  Ut -:   =  O, 

^  {n  —  m  -h  1)1  *•        (n— m)! 


^çn(^)-2-«,!«,!...«,!  Vn;  Vît;  '"*\^/  ' 

le  signe  sommatoire  s'étendant  à  toutes  les   solutions 
entières  positives  des  équations 

I  «1  -h  2 aj -+- . . .  -f-  A:a;t  =  ^) 
«1  -+-  aj  -h . . .  -h  a;t  =  ï  =  I  >  2,  3,  . . . ,  A:. 

L'identité  (8)  donne 

a  —  r  =  o, 

a,-hF,(a;  =  o, 

"'      •    "'  F',(a)-f-^F',(«)  +  aiF;(a)+F,(a)=o, 


I  .2.3  1.2       »  "^      ^         1.2 


,  Fp-.(«)  ^  pç  Fp_,(a)+  Fp(a)  =  o, 


2! 


1 


/l!  *•       (/l  —  1)!  '•        (/i  —  2)1 

,    r.«-/n+i        F,„-.i(a)  Fi'*-"*      ^w (  ^ )      __  ^ 

'i  (/i  — m-f-i)  ^        (/i  — m)! 


r 


(  '73) 

OÙ 

o  </>  =  /w,        n^m 
et 


(Xft 


^^■^TT  ■"^aila,!...a;t!  Vil/     W)     "\k\J 
1  ai  -f-  aaj  -I- . . . -H  Ara^t  =  A:, 
«1  -4-  aj  -4- . . .  -H  Œjfc  =  t  =  1 ,  2,  3,  . . . ,  k , 
Des  égalités  précédentes  on  tire 

=  -[aiF;(a)-hF,(a)]a=r, 

1.2.3  (  /o(«)  L    '  •-*  '  '^'^ 


S /.'(«)+ ^, /.'(«) 


-f-a,/;(a)-f-/3(a)| 

L 1 . 2  1.2  J  a=r 

*"*  [      an r_J_  J  V         /y'(«'> 

1.2.../,-      l,/,'(a)l^p»!p,!...pp-,! 


r    p-,      F,  (a)      ,    r>P-.     F,(a)      , 

p,  F£_j(a)  ^  ^^  Fp_,(a)+  Fp(a)] 

21  Ja=r 


*  =  l  Ja 


=r 


(  '7^  ) 

_««_  ^_\      '_rV  /^'(a) 

/a.  \?. /a,\?.         r     <^"-«     1 


+  Dr*  iii^H-Dr*  •^^^''^ 


(/i  — 1)!  '      (/i  — 2)! 


-t-  Uf 


{Il  —  m  -h  I ) ! 


(il)     /  j^/i-m      fm(a^       1    ) 

'        {n  —  in)\  J  (a=, 

=  —  I   Llp         ; ■—  -h  De  -r  -+- 

L    '      (/i  —  i)î         ^      (rt— i)! 

,    p.»-m+i       F^i-iCa)  f%«-««     F/n(«)      1 

-+-  lie  r    H-    Ut  T 7      I 

'^  (/l  —  «l -+- 1)!  "•        {n  —  m)l  }a=r 


OU 


et 


n^  m  ^p  >  o 

I?, -h2?j -4-. ..-+-(/>— l),3,,_i  =/?. 
iii  -4-  Pj-j-  . . .-+-  3/,—!  =y  =  2,  3,  ...,/?, 

Pi  -h  pjH-. .  .-h  p»-i  =y  =  2.  3,  . . .,  w. 
Par  conséquent  ou  a 


r-r-T^^i^Afr)^'' 


U.-i->r^ëVr] 


(■>)  <  .-       *= 


^i    ^     (3  — ;t)! 

t  =  1  J  a= 


A  = 1  J  a=r 


\ 

XP 


L  ^^1  Ja=r 

[*  =  ,«  -1  > 

*  -  1  Aa-r 


(  '75) 


y  =  r  — 


k{a) 


k)\ 


(12) 


-xp\y  or* -Ij^±\    _ 


OU 


^A^Y^\^\..  r_«^-i_  ■]?*-« 


-riMri/-[(^,l"- 


(l3)       < 


=  ^[DçVo(«)-«>t/o'(«)], 

1 13, -4- 2  p2-+- . . . -^(/t  —  i) Pa-1  =  A:, 
pi -4-^2 -»-•.. -+-?/.-!  =y  =2,  3,  . ..,  X-; 

A^c  r/4(a)  =  Ug  —-^ —     =  Dg  ,    ^  .    ■',- 

^  *(a)  5      /o(^0 

-''•Z-ai!a,!...a,.!  [T]  )      [^ij      '  "  [j^, 

lai  H-  2a2-|-. .  .H-  A:ayt  =  k, 
ai-h  a-iH-. .  .4- a>t  =  e  =  i,     2,      ...,     A". 

Fil    généralisant  la  pn-mière    fonmilt»  (i?.),  on   ob- 


(  «76) 
lient 


F(r)  =  ?('•)-+- 7  [i>«P(«)]«=r 

4.  CoQsidérons  quelques  cas  particuliers  : 


1*» 


Si  l'on  pose 

My)  =  r-yr      My)  =f{y), 


ou  a 
ou 

et 

a-+-ar/(a)H--j-  D{:/(a) 

^-£1  D,V(a)^...+  ......Tn-.)  '^r'  /(«)^-]_- 

La  formule  de  Lagrange,  démontrée  rigoureusement, 
dans  ces  derniers  temps,  par  M.  Rouclié  {Journal  de 
l'Ecole  Polytechnique^  Cahier  XXXIX,  et  Coursa* Al- 
gèbre supérieure  par  J.-A.  Serret,  i885,  t,  I,  p.  4^6), 


(')  Les   relations   (9)   et  (10)   peuvent  être  déduites   des   équa- 
tions (2)  et  (3)  aussi  à  l'aide  de  cette  formule^  en  prenant 

•^  '  *  1.2 


(  ■:-) 

donne 


^  =  Sa-h^/(«)-t-fiD4/(a)l« 

1  1  ■  jB 


.T^ 


1.2.3 


?D2[/(rt)]^-H... 


•^»  r.„_.r^,_^n..    .  ) 


Dr '[/(«)]" -^■ 


=  /-  +  a;/(/-)+^D,[/(/-)l> 

4--^D2[/(,')]3-t-...H — D?- *[/('')]''-*-...  • 

1.2.3        '   ^-^  ^      ^^  1.2  ...  /l        '^         L./  V      /J 

On  a  aussi  (Notwelles  Annales,  p.  362  \  i888) 

Y=\a-\-x\  -77—  Da    a  H -r —   D^     a  -f- . . . 

-h   ,7 — :  Da      a  -h . . .  > 

I  .2  .  .  .  /i  Lç  (a)         J  ^a=;- 

Par  conséquent 

n!  L     ^        (/l-l)!ja=r 

=  JDr.L£WÎ 

""^^"~'^'L(«  — t)!«i!a!.--««-i!j 
^r/'('-)l  «■[/'( '•11»'        r/i«-t)(/-)-|a„-. 


où 

lai-h  2a2-H.  .  .-i-(/i  —  i)a«-i  =  n  —  i, 

ai  -+-  a2  -4- . . .  -f-  a»-i  =  t  =  i ,  2,  . . . ,  /i  —  1 . 
tP  Prenons 

A{y)  =  f{y),      /i(r)  =  -^ 
A(y)  =  ^y      •••»      fm{y)=o\ 

Afin,  de  Mathémat.,  3*  série,  t.  XIII  (Mai  i8q4).  '4 


(  >78  ) 

alors 


J\y)=^>       -^"''^^'[^èô]'       ^»(->^^  =  ~i^ 


*(r)' 


et 


y  =  \a-h  X  j- r    H DP;=- H Dk   -r-^ -h  .  .  . 

•^       L  *ï*(^)         >      ^*(a)        1.2     ^  4>(a) 

I.2...(/l  — l)      '^        *(«)  Ja= 


La  formule  de  Lagrange  donne 


jK=  |a-h:r[<î>(a)]-»-h  — Da[*(a)]-» 


^'     Dâ[<I.(a)]-»  +  ... 


1  .2.3 


I  .2.  .  ./l  )«=/• 

On  a  aussi 

H -777— T^a       «-+-.. 

Par  suite 


\a=r 


n!        (     '        i» — ;•    )a=r 


-~|/'(a)^ili!h!-.-P«-i\'-7     UV     ■■■L(«-')!J         ia=r. 


=r,  «>! 


X 


(  '79  ) 
où 

1  ai-h  -2  22-+-.  .  .-l-(/i  —  l)3£«-i  =  n  —  l, 
aj  -h  a2  -H . . .  H-  3C/t— 1  =  t  =  1.2)3,  .  . . ,  /i  —  i , 

I  Pl-H  2p2-|--  •  •H-C'i  —  0  ?rt-l  =  /^ 

PiH-  Pî -+-••• -H  ?A»-i  =  y  —  î»,  3,  ...,  n. 

3"   Soit 

/(a7,j.)=Po(j^)-f-a7P,(j^) 

-h  a7,P,(7)^-. .  .H-  ;r'«-i  P,„_,(^)-+-:r'"  P,„(7)  =  o, 

où 

Po(j^)=  Ao7'«H-  BoX'"-'  -^  Co^^'"-*-^. .  .-4-  Koj^î-t-  Lo7-4-Mo, 
Pi(j^)=  Ai7"»-»-+-  Bij^'«-î-f-C,jK'»-3-f-.  ..-f-  Ki7  +  L,, 

î 

P/w-iCr)=  A,rt_,j^-+-  B,„_,,  P,„(7)=  A,„. 

Alors,  en  faisant  —  =  ii  el  —  =  z^  on  a  aussi 

'  X  X 

^"'[Qo(M)-H^Qi(a) 

H-  ^»Q2(a)-f-. .  .-H  ^'«-»Q,„-i(a)-h  2'«Q,;,(m)]  =  o, 

Qo(a)-+-^Qi(M)-+-z2Q2(M)-H... 

où 

Qo(  a)  =  Ao a'«  -h  A,  /<"«-»  -h  Aj  a"»-«  -h . . .  -f-  A,„_i  m  h-  A,,,, 
Qi(  m)  =  Bo«^'«-i  -4-  B,  «t'«-2-H  B  M'"-3-+- . . .  -4-  B,„_2  u  -h  B,„_,, 

• • • j 

Qm-i(M)=  LgM-H  Li,Q,«(a)=  Mo. 

Par  suite,  nous  pouvons  obtenir,  dans  ce  cas,  les  séries 
suivantes 

^2        .  Ût3  ,  (1,1 

y  =  a  -h  atJC-\ x^ H ^ x^-+-.  .  .-\ x"' -v . . . , 

•^  I  .  '2  1.2.3  I  .  2 ...  71 

h  h  b 

U  =  b-hbiZ-\ Î-^*H ^^3 -h...  H Z^-h,,. 

1.2  1.2.3  1  . 2 .  .  .  /l 

et 

^  =  ara 

=  c»a7-hOiH 1 5 — -„  -h. .  .-+- 


I  .  2  •  X  1  .  .2  .  >J  <  vC'  1.2.  •  •  ÏLX 


ll-\ 


1 


(  «80) 
OÙ  les  coefficients  a,  ai ,  ... ,  —  et  Z>,  è| ,  . .  . ,  -^  se  dé- 

lennineront  au  moyen  des  formules  (i  i),  en  y  rempla- 
çant respectivement 

/i('-)»    flir),     ...,    /A.(r),    /;.(/'),    /UO,      ..., 
par 

p;(/'),-  p;('-),  ....  iv/-),  Pic/-),  PK'-).  ..., 

et  par 

Q;(o),    Q;(/'i),     ....     Q^(r,),     Qi.(rO,    QiC-i),     •••, 

et  en  supposant  que  r,  7*i  soient  des  racines  simples 
des  équations  Po(y)=05  Qo('^)=o  respectivement 
(J.-A.  Serret,  Cours  d'A/gèbre supérieure^  i885,t.  I, 
p.  6io). 

4°  Enfin,  posons,  dausTéquation  (a),  y*oO0  =  '' — ^J>'  j 
on  a  alors 

y  =  r  -h  x/i{y)-h  x^fi(}^)-i-  x^f^iy)-^. .  .-^  x"^f,n{y) 
et 


X' 


rvi>rVA(a)i 

^    (3-  A)!  "^   •• 

La-=1  Ja=r 


-^^/i(r)-^x^ 

k  =  A 


k=,> 
XP 


'■[I^;^]  -■■■■ 


(  -8i  ) 
ou,  généralement, 

F(7)=F(r)+^[DçF(a)J„=. 

[D|F(a)]„.,  +  ..., 


xv 


l.'l. .  .q 


OU 


rDfF(a)"]  -^         F"'(>l_r^/M« 

L       y:       Ja=r     .^«i  «1  :  «j  :  . . .  a<y: 


V  D^    A(q)  I 

X^  ^\     fk(a) 

V_k=\  .la-/- 


X 

k=.m. 


X 


^    (y -A-)!-  ' 

k—l  Ja=ir 


5.  Soit 


{pi  m). 


«i       •    .  ^^m 


Y=  a -h  «1^7  H -x'-^. .  .-i ^^^^ — ar"»-l-. .. 

1.2  1  .  '2 .  .  .  //l 

une  racine  de  réquation  générale  (algébrique  ou  trans- 
cendante) 

Prenons  la  fonction  de  t 

où.  z  =  jct  et  les  variables  y,  x  ne  dépendent  pas  de  t^ 
de  sorte  que 

dx  dy  àf  dy  ùf<  f  ,  à^  f 

-^  o  •^-—  —  n  -  -   ~-   —  o  —  -y» --S 

dt  °^  d^    "°'  dv    C^/    -'''  (^^^-    -^    d5^' 

et  supposons  que  cette  fonction,  pour  les  valeurs  de  / 


(   i82  ) 

comprises  entre  o  et  i ,  soit  développable,  par  la  formule 
de  Maclaurin,  suivant  le§  puissances  croissantes  de  ^;  on 
a  alors 

H <l''(o)-f-...H »^^'«>(o)-f-... 

I .  '2  ^  1 . 2 ...  m 

-^^[Dl/(:>^,^)],=o-f-... 

M.      0     At 

[Df/(^,^)],=o-4-..., 


i  .'i. .  .m 
en  posant 

f(y.o)  =  My),         [l>zf{y,z)],=,  =  j\{y), 


•  » 


on  obtient,  pour  /  =  i ,  (z  =  j:), 

Par  conséquent,  en  désignant  par  /'  une  racine  simple 
de  l'équation  f(jy^o)=o  et  en  considérant  a  comme 
fonction  d'une  variable  fictive  Ç,  dont  les  dérivées  suc- 
cessives seraient  a^,  «2,  .  .  • ,  «m^  .  .  . ,  on  trouve  à  Taide 
des  formules  (i  i),  (12) 


a  =  /', 


g.-       rD:r/(a.^)1 


-0 


(  «83) 


a 


m 


1.2. .  ,m 


-[ 


Di/(a,^) 


y  — 

(ax\  Pi  /aaN  P»       [    a/w-i     1 P"»-» 
^Vn;     VÎT/     •••L(m-i)!j 

'^  2à      [m-k)\k\  I 


et 


y  =  r  — 


.x=0 


M-  a;»      s;  -H 


A=3 

x^  I  s;  -h  y 


2é      (2 -A:)!  A:! 

)t  =  l  Jrt=r 

(3-/t)!A! 

.r— 0 


1  '^''  0^-'  D5 


De     D5/(^,^) 


A^  =  l 


a  =  r 

x=0 


OU 


Si. 


-^p,!p2!...pA-,!Vi'-/     WJ     "•l(/t-i)!j 


D^DS/(a,  37) 


k\h\ 


V  DiD^/(^^  ^)  /«i\''*  (^Y'     r^i 

[lpl-f-2p2-4-...-4-(A:  — l)pA'_l  =  ^, 

P1-4-P2  -+-...+ PA-i=y='^', 3, ..., /t, 

I  ai  -t-  2  «2  +  •  •  •  +  ^  «A'  =  ^» 

«1  -I-  «2    -H ...  4-  a/,  =  «  =  1 ,  2,  .  .  .  ,  A:. 


«k 


(  »84  ) 

Aussi,  en  ayaiil  égard  à  l'égal i té 

;r!,[^';7«(«)-«^/«(«)] 

nous  pouvons  exprimer  une  racine  de  réquatioii 
J{j-i  ^)  =  ^î  c^  P^'*  suite,  celle  de  Téquation  (2),  de 
la  manière  suivante 


L  A=0  Ja=r 

L  *  =  0  Ja=r 


SUR  QUELQUES  PROPRIETES  DES  CUBIQUES  UNICURSALES  ; 

Par  m.  a.  ASTOH. 


On  trouve,  dans  la  Géométrie  de  Clebsch,  qu'une 
cubique  unicursale  a  trois  points  d'inflexion  réels  ou 
un  seul,  suivant  que  le  point  double  est  isolé  ou  non. 
Je  me  propose  d'établir  cette  propriété  par  des  calculs 
élémentaires.  J'indiquerai,  de  plus,  quelques  résultats 
que  je  crois  nouveaux,  et  dont  voici  les  principaux. 

On  sait  que,  par  un  point  de  la  courbe,  on  peut,  en 
dehors  de  la  tangente  en  ce  point,  lui  mener  deux  autres 


(  '85) 
tangentes;  nous  appellerons,  pour  abréger,  la  droite 
qui  joint  les  points  de  contact  de  ces  tangentes  à  la  corde 
polaire  du  point  donné.  Nous  dirons  aussi  que  deux 
points  de  la  courbe  sont  conjugués  lorsque  les  rayons 
qui  les  joignent  au  point  double  forment  avec  les  deux 
tangentes  en  ce  point  un  faisceau  harmonique.  Cela 
posé,  on  a  les  théorèmes  suivants  : 

i®  La  corde  polaire  enveloppe  une  conique  inscrite 
à  V angle  des  tangentes  au  point  double  aux  points  où 
les  côtés  de  cet  angle  sont  rencontrés  par  la  droite  qui 
joint  les  trois  points  dHnflexion  ; 

2°  La  corde  polaire  d'un  point  passe  par  le  point 
conjugué  et  forme ^  avec  le  rayon  de  ce  point,  d^une 
part,  et  les  deux  tangentes  qui  en  sont  issues,  un  fais- 
ceau harmonique, 

3^  Le  lieu  du  milieu  de  la  corde  polaire  est  une  cu- 
bique unicursale  ayant  même  point  double  que  la  pro- 
posée. Si  deux  directions  asymptotiques  de  la  cubique 
foiment  avec  les  tangentes  au  point  double  un  faisceau 
harmonique,  ce  lieu  devient  la  parallèle  à  la  troisième 
asymptote  menée  par  le  point  double.  Et  c'est  le-  seul 
cas  oit  le  degré  du  lieu  puisse  s'abaisser. 

Supposons  d'abord  les  deux  tangentes  au  point  double 
réelles  et  distinctes;  prenons-les  pour  axes  de  coordon- 
nées; Téquation  de  la  courbe  pourra  s'écrire 

posant^  =  tx^  on  en  déduit 

,  ,  It  W 

(2)    X-  — ,  y  = 


qt^ -^ pt^ -\- ni -^  m  ^         qt^-^ pt^-\-  nt -^  m 

jNous  appellerons,  pour  abréger,  le  point  de  la  courbe 
dont  les  coordonnées  sont  données  par  les  formules  (2) 


(  «86) 
le  point  f,  de  sorte  que  les  points  t  et  —  /  seront  deux 
points  conjugués. 

L'équation  de  la  corde  qui  joint  les  deux  points  t 
et  t'  s'écrit  immédiatement,  comme  il  suit,  sous  forme 
de  déterminant  : 


a;       y  i 

It      It^      qt^  -\-pt^  -^  nt  -h  m 

It'     it'^     qt'3^pt'2^nt'-^  m 


=  o. 


Développant  et  divisant  par  l(t' —  «),  il  vient 

\  [qt^t'^—  ntt'  —  m{t-h  t')]x 

I       —  [qn'{t-^  t')  -hptt'—  m\y-hltt'=  o. 

Si  nous  faisons,  dans  (3),  t'  =:z  t^  nous  aurons  l'équa- 
tion de  la  tangente  en  t^  savoir  : 

(4)  (y'* —  ^^^ —  'imt)x  —  {iqt^-\-  pt^ — '^^)y  -^  lt^=  o. 

Elle  est  du  quatrième  degré  en  t^  il  y  a  donc  quatre 
tangentes  passant  par  un  point  donné  du  plan.  Si  nous 
supposons  que  ce  point  soit  un  point  6  de  la  courbe, 
Féquation  en  t  devra  avoir  deux  racines  égales  à  9,  et 
l'équation  restante,  quand  on  aura  divisé  par  {t  —  B)^, 
donnera  les  valeurs  de  t  correspondant  aux  deux  autres 
points  de  contact.  L'équation  en  t  est 

^{qt^—nf^—imt) 

—  ^^(iqt^ -\- pt^^  m)  -\-  (q^^ -hp^^ -^  n^  -t-  m)t^=Oy 

et,  si  Ton  divise  par  (t  —  9)^,  il  reste  l'équation 

(5)  ^6/»4-  m  =o. 

Les  deux  racines  de  cette  équation  étant  égales  et  de 
signes  contraires,  les  deux  points  de  contact  sont  deux 
points  conjugués,  ce  qui  est  un  résultat  connu. 

L'équation  (5)  peut  être  considérée  comme  donnant 
la  valeur  de  0  correspondant  au  point  où  la  tangente 
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en  /.  coupe  de  nouveau  la  courbe.  Ce  point  t  sera  un 
point  d'inflexion  si  celte  équation  donne  0  =  f .  Les  trois 
points  d'inflexion  sont  donc  donnés  par  l'équation 

(6)  qt^->r  m  =  o, 

qui  montre  bien  qu'il  y  en  a  un  seul  réel  et  deux  ima- 
ginaires conjugués. 

L'équation  de  la  corde  polaire  de  6  s'obtient  en  rem- 
plaçant, dans  (3),  t  -\-t'  par  o  et  tl!  par  — r  •  Celle  équa- 
tion est 

(7)  (/w  — /ie)a--i-6(^6— /?)7-i-/6  =  o. 
En  l'ordonnant  par  rapport  à  9,  elle  devient 

qy  6'  —  (  nx  -h  py  —  /  )  6  -4-  mx  =  o, 
et  l'enveloppe  de  celle  droite  est  la  conique 

(8)  {nx-\-py  —  /)* — ^mqxy  =z  o. 

La  droile  nx  -\-  py  —  /  =  o  est  la  droite  sur  laquelle 
sont  situés  les  trois  points  d'inflexion,  car  l'équation 
qui  donne  les  valeurs  de  t  correspondant  h  ses  points  de 
rencontre  avec  la  courbe  est 

nt  -\- pt^  —  {qt^-^-pf^-^  nt  -f-  m)  =  o 
ou 

qt^-h  m  =  o. 

Nous  vérifions  donc  le  premier  résultat  que  nous 
avons  énoncé. 

Formons  maintenant  l'équation  qui  représente  les 
deux  tangentes  issues  de  6.  Ces  deux  droites  auront  pour 
équations 

iqt''^  -+-  /i/'2  _  'init')x—{7.qt"^  -\- pt"^  —  m)  y  -h  It'^-  =  o, 
(^qfk^rit"^--  imt'')x  —{iqt"^-^ pn—  m)y  +  ll"^-  o, 


V 
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t'  et  /''  étant  les  racines  de  Téquation 

q^t^-^  m  =  o. 

Si  nous  remplaçons  dans  chacnne  d^elles  t''^  ou  //'^ 
par r ,  elles  deviennent 

{m-^  n^)x-^^{p-Jr  q^)y—l^  -\- iq^{y —  ^x)t'  =  o, 
(//i -h  710)37 -h  e  (/?-+-  q^)y—  /6-h  2q^{y  —  Qx)f=o. 

Multipliant  membre  à  membre  et  remplaçant  t'-\-  t" 
par  o  et  rf  par  — r  >  on  a,  pour  1  équation  qui  représente 
les  deux  tangentes, 

(9)  [(m-h/iÔ)a7-f-e(/7-h  ^6)7—  /ep-t- 4/71^6(7— Ôa7)*  =  o. 

La  forme  de  cette  équation  montre  immédiatement 
le  second  théorème  énoncé,  car  Téquation 

(10)  (m  H- /i6)a7 -<- 6(/?  ^-^6)7  — /6  =  o, 

s'obtenant  en  remplaçant  9  dans  (7)  par  — 0,  représente 
la  corde  polaire  du  point  —  9,  et  Ton  voit  que  cette 
corde  passe  au  point  9  et  forme  avec  le  rayon  j^  —  0^  de 
ce  point  et  les  deux  tangentes  (9)  qui  en  sont  issues  un 
faisceau  harmonique. 

Proposons-nous  maintenant  d'avoir  le  lieu  du  milieu 
de  la  corde  polaire,  dont  l'équation  est 

(7)  {m  —  n^x  ^  ^{qb  —  p)y  -h  /O  =  o. 

On  pourrait  obtenir  le  milieu  en  remarquant  que 
c'est  \à  point  de  rencontre  de  la  corde  (7)  avec  le  dia- 
mètre conjugué  de  sa  direction  par  rapport  à  la  conique 
représentée  par  l'équation  (9);  mais  il  est  plus  simple 
de  procéder  de  la  façon  suivante  : 

Appelons  x',  j^,  ^'\j  "  '^*s  coordonnées  des  deux  points 


(  «89) 

(le  contact,  JC^^y^  celles  du  point  milieu;  nous  aurons 


x'-^-x"  v'-^r" 


(il)  Xi=^    ,  J^i 


2 

Orx',  y',  x" ^  y"  s'obtiennent  au  moyen  des  formules 

// 


(l'i)  X  = 

(i3)  7- 


qP--- pt^-^  fit  -r-  m 

n^ 

qf^  -+-  /Jt'  -h  ni  -t-  m 


en  y  remplaçant  successivement  t  par  les  racines  t'  et  i" 
de  Téquation 

(5)  qBt^-\-  m  =  o. 

On  aura  donc  l'équation  qui  donne  x'  et  od'  en  élimi- 
nant t  entre  (5)  et  (12);  de  même  on  aura  celle  qui 
donne jk'  et  y"  en  éliminant  t  entre  (5)  et  (i3)  ;  ces  éli- 
minations se  font  aisément,  et  Ton  trouve,  pour  X\  et  j',, 
les  valeurs  suivantes  ; 

—  Iq^im  —  /lO) 

Xx- 


mb{qH  —p  )2 -f- gr ( m  — /i 0 )^ 

^^^  j — /me(ye--/?) 

f  ^^  ~"  7710(^0  —pi'' -^q(m  —  /iOT« ' 

Le  lieu  est  donc  une  courbe  nnicursale  de  troisième 
ordre  ayant  même  point  double  que  la  proposée,  car  Xi 
et  j'f  sont  nuls  en  même  temps  quand  0  est  nul  et  quand 
il  est  infini. 

Cherchons  si  le  degré  du  lieu  peut  s'abaisser.  Cela  ne 
peut  arriver  que  si  le  dénominateur  des  deux  fractions 
qui  donnent  Xi  et  yt  a  un  facteur  commun  avec  chacun 
des  numérateurs;  or  ce  facteur  ne  peut  être  6,  car  le 
terme  indépendant  du  dénominateur,  étant  i/m^,  ne  sau- 
rait s'annuler  que  si  m  =  o  ou  ^  =  o,  auquel  cas  la 
courbe  donnée  se  décomposerait.  Dès  lors,  pour  qu'il 
y  ait  un  facteur  commun,  il  faut  que  les  deux  binômes 


(  ^9^  ) 
///  —  nh  et  </Ô — p  égalés  à  zéro  aient  leur  racine  com- 
mune, c'est-à-dire  que 


m  _  p 
n        q 


Alors  le  lieu  se  réduira  à  une  droite  passant  par  To- 


rigine 


-  i^—  = ou         nxx\  -+-  nyx  =  o. 

Il  est  facile  d'avoir  l'interprétation  géométriques  de  ce 
résultat.  Posons  en  effet 

m        p        I 
n         q       \ 

Téqnation  de  la  courbe  devient 

Deux  directions  asymptotiques  forment  avec  les  tan- 
gentes au  point  double  un  faisceau  liarmonîque,  et  Ton 
voit  que,   réciproquement,  s'il  en  est  ainsi,  les  coeffi- 
cients m,  /2,  î7,  q  satisferont  à  la  relation  —  =  ^.  La 
^      ^  1^  ^   I  n         q 

troisième  direction  asymptotique  est  donnée  par 

X  -+-  X^  =  o        ou         mx  -h  ny  =  o, 

et  l'on  voit  que  le  lieu  du  milieu  se  confond  avec  cette 
troisième  direction  asymptotique.  Les  propriétés  énon- 
cées sont  donc  démontrées  dans  le  cas  où  les  tangentes 
au  point  double  sont  réelles. 

.   Remarque,  —   Les  équations  (j)  et  (lo)  des  cordes 
polaires  des  points  conjugués  0  et  —  0  peuvent  s'écrire 

mx  -\-  q b^y  —  {nx  -\- py  —  / ) 6  =  o, 
mx-^r  q ^^y  -\-  {nx  -\- py  —  / ) 6  =  o, 

ce  qui  montre  qu'elles  se  coupent  toujours  sur  la  droite 


(  'P-  ) 

njc  H-  py  —  /  =  o  qui  joint  les  points  d'inflexion.  D'au- 
tre part,  la  droite 

inx  H-  q^'^y  =  o 
ou 

y rn^ 

X        ^e« 

est  le  rayon  correspondant  au  point  de  la  courbe  dont 
la  corde  qui  joint  les  points  0  et  —  9  est  la  corde  po- 
laire. Nous  pouvons  donc  énoncer  le  résultat  suivant  : 
Si  Ton  prend  un  point  de  la  cubique,  les  cordes  po- 
laires des  deux  points  de  contact  des  deux  tangentes 
issues  de  ce  point  passent  par  le  point  de  rencontre  de 
la  droite  des  inflexions  et  du  rayon  correspondant  au 
point  choisi  et  forment  avec  ces  deux  droites  un  faisceau 
harmonique. 

Supposons  maintenant  le  point  double  isolé.  Plaçons-y 
toujours  Torigine,  et  prenons  pour  axes  deux  droites 
quelconques  faisant  avec  les  tangentes  un  faisceau  har- 
monique. Soient 

les  équations  de  ces  deux  tangentes,  et  posons 

X  =  X  a?  -4-  fi  iy^         Y  =  X  a:  —  [jl  iy. 

Je   dis   que   l'équation  d'une  quelconque  des  courbes 
considérées  peut  s'écrire 

(I)  /nX3-H«X2Y-+-jDXY2+^Y3— /XY  =  o, 

c'est-à-dire  sous  la  forme  (i)  du  cas  précédent,  x  ^l  y 
étant  remplacés  par  X  et  Y. 
Soit,  en  effet, 

l'équation  d'une  de  ces  courbes;  elle  sera  identique  à 


(  ^9'^  ) 
réqualion  (■)  si  l'on  a 

M/ 
//j  -f-  /i  -h  /?  -h    ^  =       -^  - , 

A 

ini  -h  n  —  /)  —  Sa  =  —  x~—  » 

'  A*{JL 

—  3  /«  H-  «  -h  JD  —  i  a  =  ;r — r  > 

—    m-hn—p-h    ^  =  — ^.. 

Par  des  combinaisons  simples  de  ces  équations,  on  ob- 
tient les  suivantes 

et  l'on  voit  que  ces  équations  déterminent  toujours  m^ 
fi,  p  et  q  en  fonction  de  /  qui  demeure  indéterminée  et 
pour  laquelle  on  peut  prendre  une  valeur  réelle  quel- 
conque. De  plus,  il  est  facile  de  voir  que  m  et  ly,  Ji  et 
p  sont  imaginaires  conjuguées.  On  trouve,  en  effet, 

/  r3M       p       /M)       \  \  n 

Tous  les  calculs  faits  dans  le  cas  des  tangente;^  réelles 
subsistent  donc  avec  leur  signification,  sauf  celui  qui 
concerne  le  lieu  des  milieux  des  cordes  polaires;  car  il 
est  clair  que  les  valeurs  X|  et  Y^  que  Ton  obtient  par 
les  formules  (i4)  n'ont  plus  la  même  signification  que 
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précédemment;  mais  nous  verrons  qu'on  peut  en  dé- 
duire aisément  les  coordonnées  du  point  milieu  d'une 
corde  polaire.  Il  est  clair,  de  plus,  que  l'interprétation 
des  résultats,  quand  elle  a  trait  à  la  distinction  de  quan- 
tités réelles  ou  imaginaires,  ne  subsiste  plus,  et  qu'il  y  a 
lieu  de  les  interpréter  à  nouveau. 

Par   exemple,   les   points   d'inflexion    sont   toujours 
donnés  par  Téq nation 

(6)  qt^-h  m  =  o; 

je  dis  que  ces  trois  points  sont  réels. 
L'équation 

^  =  t  ou  .; i-^  z^  £ 

X  AX  -i-  ynjy 

équivaut  à 

y      X  ^  — I  . 

X         II  t  -h  i 

Si  nous  posons i  =  T,  l'équation  devient 

X         \s. 

et,  en  prenant  pour  T  une  valeur  réelle,  Tintersection  de 
cette  droite  avec  la  courbe  donne  un  point  réel.  Dans 
tous  les  cas,  nous  appellerons  indistinctement  un  point 
de  la  courbe  le  point  t  ou  le  point  T,  et  il  ne  sera  réel 
que  tout  autant  que  T  lui-môme  le  sera.  Si  T  est  donné, 
t  est  déterminé  par  l'équation 


i  — T 


Cela  posé,  Téquation  qui  donne  les  valeurs  de  t  corres- 
pondant aux  points  d'inflexion  étant 

qt^->r  m  =  o, 
Ann.  de  Mathémat.,  3-  série,  t.  XIII.  (Mai  iSgf\.)  i5 
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celle  qui  donne  les  valeurs  correspondantes  de  T  sera 


/T-M-\3 


Remarquant  que  m  et  ^   sont  imaginaires  conjugués, 

posons 

m  =  p(cos<p  -f-  isinçp), 

^  =  p  (  cos  çp  —  i  sin  çp )  ; 
nous  aurons 

/T-4-A3       coscp -h  i  sinœ  .   . 

(  = .  )   = 7—. — -  =  C0S2Ç  -h  i  sin2  9  ; 

\T  —  1/         cos<p — tsincp  '  ^ 

par  suite,  les  trois  valeurs  de  ,p sont  données  par  la 

formule 

9  -4-  ki:        .   .       ©  -h  kiz 

cos  2  -^ ;r -h  l  Sin  SI  -^ ) 

où  k  a  les  valeurs  o,  i  et  a.  Or,  si  nous  écrivons 

nous  en  déduisons 

o  -h  kiz        [  9  -+-  k-K\  . 

Sin2-^ ^ I  1  -h  C0S2-^ )  l 

9  -+-  Xttt         .       9  -h  kiz  . 
I  —  cos  2  ~ — ^ sm  2  -i^ — - —  i 

et,  comme 

9  -4-  kiz  9  -h  Att: 

sin  2  -i — I  H-  cos  2  -i^ — r — 

i  3  cp  -+-  Arir 

=  cot-i — , 


9  H-  kTZ                     .          o  H-  /CTZ 
I COS2-i 7: Sin2-: 


on  voit  que  les  trois  valeurs  de  T  sont  réelles  et  égales  à 

coti,      cotl-- ,      COt  -i— — , 

6  5  O 
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ce  qui  montre  bien  que  les  trois  points  d'inflexion  sont 
réels.  La  droite  qui  les  joint  a  pour  équation 

nX  -f-/>Y  —  /  =  o, 

en  remplaçant  n  et  p^  IL  et  Y  par  leurs  valeurs^  on 
trouve,  pour  Téquation  de  cette  droite  en  coordonnées 
ordinaires, 

/3M        P\  /3Q        N\ 

On  transformerait  de  même  l'équation  (8)  de  la  co- 
nique enveloppe  des  cordes  polaires,  où,  bien  entendu, 
jc  et  y  seraient  remplacés  par  X  et  Y. 

Je  me  bornerai  a  la  remarque  suivante  : 

L'équation  (5)  du  cas  précédent 

q^t^-h  m  =  Oy 

qui  donne  les  valeurs  de  f  correspondant  aux  points  de 
contact  des  tangentes  issues  de  6,  montre  que,  si  ces 
tangentes  sont  réelles  pour  le  point  9,  elles  sont  imagi- 
naires pour  le  point  conjugué  —  8  ^  dans  le  tas  actuel ,  où 
le  point  double  est  isolé,  les  tangentes  issues  d'un  point 
réel  quelconque  de  la  courbe  sont  toujours  réelles. 

Les  valeurs  de  t  correspondant  aux  points  de  contact 
sont  données  par  l'équation 

m  _  m  S  —  i 
~~       qé  "  q   S-h  i 

en  posant  6=  ._    >   et  alors  0  est  réel,  comme  nous 

l'avons  dit. 

Posons,  comme  précédemment, 

m  =  p(co6ç  -+-  i  sin(p),         q  =  p(cos(p  —  t  sincp) 

et  de  plus 

6  —  i  =  r(cos(o  H-  tsinoj),         6  -i-  ï  =  /-(cosw  —  isinui); 


n 


(  •9<i 

alors 

<»  =  co5'2(«p  H-  a>)  -H  t  sin2(ç  -f-  w), 

et,  par  suite,  les  valeurs  de  t  sont  données  par  la  for- 
mule 

cos(çp  H-  o)  H-  kiz)  -H  i  sin(<p  h-  o)  -H  A"n), 

où  Ar  a  les  valeurs  o  et  i . 

Les  valeurs  correspondantes  de   T   se  trouvent    au 
moyen  de  Téquation 

— :  =  —  [cos(<p  -f-  w  Xric)  -h  i  sin(<p  -4-  w  -h  /:it)], 

et  l'on  en  déduit,  par  un  calcul  analogue  à  celui  des 
points  d'inflexion, 

T=_tangî ; 

d'où  les  deux  valeurs 

©  -h  W  CD  -h  W 

—  tanff^^ )      col- • 

2  2 

Les  deux  valeurs  de  T  sont  donc  réelles,  et  leur  pro- 
duit est  égal  à  —  i ,  ce  qui  nous  ferait  retrouver,  si  nous 
ne  le  savions  déjà,  que  les  deux  pointa  de  contact  sont 
conjugués,  car  les  équations  des  deux  rayons  qui  leur 
correspondent  étant 

Y  -\ —  tane a?  =  o, 

'^  \L  ^  1  ' 


A  9  -t-  Oi 

y cot  ^^ X  =  o, 

l'équation  qui  représente  ces  deux  rayons  est 

|JL*^*-^  A[xr  tang  -^ cot  ^— \xy  —  A*a7*=  o, 

et  Ton  voit  qu'ils  forment  un  faisceau  harmonique  avec 
les  deux  droites  dont  l'équation  est 

\L^y^-r-  \^X^=  o. 


(  '97  ) 
Pour  ce  qui  concerne  le  lieu  des  milieux  des  cordes 
polaires,  il  n'est  pas  nécessaire  de  faire  un  nouveau  cal- 
cul; car,  si  nous  écrivons  les  équations 

^   _  —  Iq  Q(m  —  nô) 

-lmB(qB-p) 
*       m6(^6— .jD)2-f-5r(m  — 716)2' 

X<  et  Y|  sont  liées  aux  coordonnées  ^',j^',  3c!\  y"  des. 
points  de  contact  des  tangentes  issues  de  0  par  les  for- 
mules 

X  a?'  -I-  fi  ly  -f-  X  ar*  -h  [JL  iy" 
Al  =  : , 


Xa:'—  )ï.iy-\-  Ix"—  [liy 
Y,= , 

ou,  en  appelant  toujours  Xi  et  y^  les  coordonnées  du 
point  milieu, 

Xi=  Xa?i-+-|Ai>,,        Yi=  XiT,— |jLi>,; 
d'où  l'on  déduit 


X,-f-Yi  Y,-X 


Xa:,  = ,  Firi  = 


1 


i. 


1 


et,   par    suite,  les   coordonnées   du   point  milieu    sont 
données  par  les  formules 

^\~  aX[w6(^e— /?)2-+-^(/n  — n6)2]' 
_  — /e[/n(^e— /?)  — y(m  — 716))    . 

et  l'on  en  aurait  les  expressions  sous  forme  réelle  en 
remplaçant  m,  w,  ^,  ^  et  0  par  leurs  valeurs. 
Mais  il  vaut  mieux  conserver  les  formules 

^  .     __  —  lq^{m  —  7i6) 

— /7n0(ûr0  — z?) 


/ne(^0— />)2-4-^(/n  —  716)2 
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et  l'on  en  tire  les  mêmes  conséquences  que  dans  le  cas 
où  les  tangentes  au  point  double  sont  réelles;  il  faut  et 
il  suffît,  pour  que  le  degré  s'abaisse,  que 


m  _  p 
n        q 


et  alors  le  Heu  devient  la  droite 

OU 

/nXj-i-  n  Yi  =  o. 

L'interprétation  de  ces  résultats  est  exactement  la 
même,  et  le  troisième  théorème  que  nous  avons  énoncé 
se  trouve  démontré  dans  tous  les  cas. 

Nous  pouvons  remarquer  que  ce  théorème  s'applique 
à  toutes  les  cubiques  unicursales  dont  deux  directions 
asjmptotiques  et  les  tangentes  au  point  double  ou  réci- 
proquement sont  deux  droites  rectangulaires  et  les  deux 
droites  isotropes.  C'est,  par  exemple,  le  cas  de  la  stro- 
phoïde,  droite  ou  oblique. 


CALCUL  DUKE  INTEGRALE  DEFINIE; 

Par  m.  Maurice  d'OGAGNE, 
Répétiteur  à   l'Ecole   Polytechnique. 


1.  L'intégrale  que  j'ai  ici  en  vue  est  définie  de  la  ma- 
nière suivante  : 
Posant 

^(Wj,  «2)=  aiU\-\-  lbUiUi~h  GfjMf-l-  SCiMi-f-  2CiUi-\-  dy 
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on  considère  tous  les  éléments  infiniment  petits  du  se- 
cond ordre  de  la  forme 

répondant  à  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  iit  et  «2  l^cls 
que  l'on  ait 

et  on  en  fail  la  somme. 

Cette  somme,  qui  peut  s'écrire 

/      e-9^'*u'**^  dux  duz        (pour  u\-\-  u^=  t), 

00  *y — 00 

est  elle-même  un   infiniment  petit  du  premier  ordre 
évidemment  de  la  forme 

l=f(t)dt. 

Le  problème  qu'il  s'agit  de  résoudre  consiste  à  déter- 
miner la  fonction y(^). 

Ce  problème  est  d'une  importance  capitale  dans  cer- 
taines questions  de  Calcul  des  probabilités,  comme  je  le 
fais  voir  dans  un  travail  qui  paraîtra  procliainement. 
Mais  il  présente,  je  pense,  un  intérêt  suffisant  comme 
exercice  de  Calcul  intégral  pour  être  traité  à  part  ici. 

2.  Prenons  les  variables  U|  et  1/2  pour  des  coordonnées 
courantes  or  et  jK  et  considérons  la  surface  S  dont  l'équa- 
tion est 

L'intégrale  I,  qui  vient  d'être  définie,  n'est  autre  que 
le  volume  de  la  tranche  infiniment  mince  comprise  entre 
cette  surface,  le  plan  des  m«M2  et  les  deux  plans  paral- 
lèles à  l'axe  des  z 

Ui-h-  U2=  t 


(   i>.oo   ) 
et 

que  nous  désignerous  par  P^  el  ^t-^dt- 

Soit  0-  Taiie  comprise,  sur  le  plan  P,,  entre  la  trace 
de  ce  plan  sur  celui  des  W|  Uo  et  son  intersection  avec  la 
surface  S.  On  a,  en  remarquant  que  Técartement  nor- 

mal  des  plans  P^  et  Vt^dt  est  égal  à  -^> 

Œ  dt 

(I)  ï=-7-- 

Tout  revient  donc  à  calculer  t. 

Pour  cela,  transportons  l'origine  au  point  O'  où  la 
bissectrice  de  l'angle  u^  Ouo  coupe  le  plan  P^,  Taxe  des  z 
conservant  sa  direction  et  Taxe  des  u\  se  confondant  avec 
la  trace  de  P^  sur  le  plan  u^  O//0. 

L'équation  de  la  surface  S  devient  alors 


z  =  c 


— i i — J 


z  —  e 


et  sa  courbe  d^intersection  par  le  plan  P^,  devenu  le  plan 
des  u\  s,  a  pour  équation  (uj=  o) 

Donc,  en  appelant  ^(i<|)  la  fonction  de  u\  qui  figure 
dans  l'exposant 

(a)  "^"^   f    «~'''-'*'*^^"i- 

Telle  est  l'intégrale  définie  au  calcul  de  laquelle  nous 
sommes  ramenés. 
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L'expression  développée  de  ^{u\)  est  la  suivante 

-h  2 Cl  — î h  2C2  ' !-  a, 

2  '2 

OU 


(3)  <J;(tti)= /tt^'-f- 2ma\-f- n, 


avec 


(4) 


,       a\ — 26-4-aî 

l  = > 


(ai  —  as)^  4-  2(ci  —  cj) 
m  =■ 9 

2/2 


(ai-h26  +  a2)<*-+-4(ci-h  C2)<-+-4^ 
/i  = « — < 


Remarquons  que  la  formule  (3)  peut  s'écrire 

f  n    ,         m  \*       ni  —  m* 

La  formule  (2)  devient  donc,  si  Ton  fait  sortir  la  partie 
constante  du  signe  \  , 

ni  — m*      j^ao  (  n    t   .    m\* 


<r=e        ' 


£  e-{^'-"-fl  du\, 


OU,  en  posant  ^lu!^  -\ — ~ 


m 


ni  — m*  ^«00 

7i 


Jl  J—K 
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Or,  on  sait  que 
Par  suite, 


-\/j 


~"         ni  — m* 


e        ' 


el  la  formule  (i)  donne 


=  V?' 


ni  —  m' 

e         '      de. 


Il  suffit,  pour  que  le  problème  soit  achevé,  de  rem- 
placer, dans  celte  expression,  /,  m  et  «  par  leurs  va- 
leurs (4),  ce  qui  n'offre  aucune  difficulté.  On  trouve  ainsi 
(înalement 


\'-\/^é 


(5)     \  V    «1  —  26  -+-  aj 
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La  Géométrie  analytique,  créée  par  Descartes  dans  un  Ou- 
vrage paru  en  1637,  repose  sur  l'emploi  de  méthodes  qui  per- 
mettent de  donner  une  forme  algébrique  aux  problèmes  de 
Géométrie.    Ces   méthodes   consistent   à  faire  correspondre  à 
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chaque  point  du  plan  un  système  de  deux  nombres,  appelés 
coordonnées  du  point;  une  équation  entre  ces  coordonnées 
représente  une  courbe;  les  points  communs  à  deux  courbes 
s'obtiennent  en  résolvant  leurs  équations. 

Tout  problème  de  Géométrie  se  trouve  ainsi  ramené  à  une 
question  de  calcul;  inversement,  tout  fait  analytique  peut  être 
interprété  géométriquement.  Ainsi  le  problème  des  tangentes 
conduit  à  la  notion  de  la  dérivée,  ou  fournit  une  représentation 
géonaétrique  de  cette  notion  ;  l'idée  d'invariant  algébrique  ou 
différentiel  conduit  à  la  découverte  de  propriétés  géométri- 
ques, laissées  invariables  par  certaines  transformations. 

Mais  le  système  de  coordonnées  cartésiennes  dans  le  plan  ou 
dans  l'espace  est  loin  d'être  le  seul  qui  permette  de  représenter 
géométriquement  les  faits  algébriques  et  analytiques.  On  peut 
en  effet  développer  l'idée  de  Descartes  sous  un  autre  point  de 
vue,  en  définissant,  par  un  système  de  nombres,  non  plus  un 
point  du  plan  ou  de  l'espace,  mais  un  être  géométrique  quel- 
conque, ligne  droite  ou  courbe,  surface  plane  ou  courbe.  Ces 
nombres  qui  sont,  par  exemple,  les  coefficients  figurant  dans 
les  équations  cartésiennes  de  l'élément  géométrique  considéré, 
s'appellent  encore,  par  extension,  les  coordonnées  de  l'élément. 
Ainsi  une  droite  dans  un  plan  est  définie  par  deux  nombres 
qui  sont  ordinairement  les  inverses  des  segments  qu'elle  dé- 
tache sur  les  axes;  un  plan  dans  l'espace  est  défini  par  trois 
nombres  analogues;  un  cercle  dans  le  plan  est  défini  par 
trois  coordonnées  qui  sont  les  coordonnées  cartésiennes  du 
centre  et  la  puissance  de  l'origine  par  rapport  au  cercle;  une 
droite  dans  l'espace  est  définie  par  quatre  nombres,  etc. 

Une  équation  entre  trois  variables  a,  6,  c  représente  alors, 
soit  une  surface  lieu  de  points,  si  a,  6,  c  sont  regardées  comme 
les  coordonnées  cartésiennes  d'un  point  de  l'espace,  soit  une 
surface  enveloppe  de  plans,  si  a,  b,  c  sont  regardées  comme 
les  coordonnées  d'un  plan,  soit  un  système  de  cercles  dans  un 
plan  fixe,  si  les  variables  sont  regardées  comme  les  coordon- 
nées d'un  cercle,  etc.;  de  même,  une  équation  entre  quatre  va- 
riables peut  être  interprétée  comme  représentant  une  surface 
dans  l'espace  à  quatre  dimensions,  ou  un  système  de  droites 
dans  l'espace  à  trois  dimensions,  etc. 

En  résumé,  on  peut  interpréter  géométriquement,  d'une  in- 
finité de  manières,  les  faits  algébriques'et  analytiques  relatifs 
à  des  équations  contenant  un  nombre  quelconque  de  variables. 
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Les  interprétations  les  plus  intéressantes  sont  évidemment  les 
plus  simples. 

Pour  la  Géométrie  plane,  il  existe  deux  systèmes  également 
simples  :  celui  qui  consiste  à  prendre  comme  élément  géonaé- 
trique  \e  point  défini  par  deux  coordonnées^  et  celui  qui  con- 
siste à  prendre  comme  élément  la  droite  définie  également  par 
deux  coordonnées. 

Le  développement  du  premier  point  de  vue  fait  l'objet  de  la 
Géométrie  ponctuelle  ;  celui  du  second  fait  l'objet  de  la  Géo- 
métrie tangentielle.  Les  propriétés  algébriques  des  systèmes 
d'équations  à  deux  variables  donnent  alors,  suivant  la  façon 
dont  on  les  interprète,  des  propriétés  des  ensembles  de  points 
ou  des  propriétés  des  ensembles  de  droites.  Les  deux  séries  de 
théorèmes  que  l'on  obtient  de  cette  manière  ne  sont  donc  que 
la  traduction  géométrique  des  mêmes  faits  algébriques;  et 
l'on  passe  d'un  théorème  de  l'une  des  séries  au  théorème  cor- 
respondant ou  corrélatif  de  l'autre,  en  y  remplaçant  les  points 
par  des  droites  et  réciproquement. 

Nous  sommes  ainsi  amenés  à  un  autre  point  de  vue,  d'après 
lequel  le  passage  de  la  Géométrie  ponctuelle  à  la  Géométrie 
tangentielle  peut  être  regardé  comme  un  mode  particulier  de 
transformation  des  figures,  faisant  correspondre  des  droites 
aux  points  et  inversement. 

Le  fait  que  tout  théorème  peut  être  transformé  ainsi  a  reçu 
de  Chasles  le  nom  de  principe  de  dualité. 

Voici,  sur  l'origine  et  le  développement  de  ces  idées,  quel- 
ques renseignements  historiques  empruntés  en  majeure  partie 
à  V Aperçu  historique  de  Chasles. 

De  Beaune  semble  avoir  eu  le  premier  l'idée  de  définir  cer- 
taines courbes  à  l'aide  des  propriétés  de  leurs  tangentes;  par 
une  question  de  cette  nature  posée  à  Descartes,  il  donna  nais- 
sance à  la  méthode  inverse  des  tangentes,  dont  Descartes  jeta 
les  fondements  en  regardant  un  point  d'une  courbe  comme  l'in- 
tersection de  deux  tangentes  infiniment  voisines. 

La  théorie  des  développées,  due  à  Huygens,  fournit  ensuite 
des  exemples  particulièrement  importants  de  courbes  regardées 
comme  enveloppées  par  des  droites. 

Mais  on  peut  dire  qu'Euler,  en  considérant  une  courbe  quel- 
conque comme  enveloppe  d'une  droite  de  la  forme 

xcosoL-\-y  sinoL  =  cp(a), 
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« 

donna  le  preiçier  exemple  d'une  courbe  définie  dans  un  système 
de  coordonnées  tangentielles;  ce  système,  dans  lequel  les  élé- 
ments de  longueur  et  les  rayons  de  courbure  de  la  courbe  et  de 
ses  développées  successives  ont  des  expressions  particulière- 
ment simples,  se  trouve  indiqué  à  la  page  58  de  ce  volume. 

Les  coordonnées  de  la  droite  sous  la  forme  actuellement  em^ 
ployée  ont  été  introduites  à  peu  près  à  la  même  époque  par 
Chasles  {Aperçu  historique,  1887,  et  Mémoire  de  Géométrie, 
1829)  et  par  Pliicker  (Journal  de  Crelle,  t.  5,  1829). 

Quant  aux  méthodes  de  transformation  qui  ont  conduit  au 
principe  de  dualité,  elles  ont  d'abord  été  employées  sur  la 
sphère.  D'après  un  théorème  dû  à  Snellius,  vers  i63o,  toute  fi- 
gure sphérique  possède  une  figure  supplémentaire,  de  telle  na- 
ture qu'à  chaque  point  de  la  première  corresponde  un  arc  de 
grand  cercle  de  la  deuxième  et  inversement. 

En  i685,  La  Hire,  dans  son  Traité  des  coniques,  indique 
les  propriétés  réciproques  des  points  et  droites  qu'on  nomme 
actuellement />d/«5  et  polaires  par  rapport  à  une  conique.  Ces 
propriétés  ont  été  étendues  par  Monge  aux  surfaces  du  second 
ordre,  et  c'est  de  l'époque  de  Monge  seulement  que  datent 
Timportance  et  les  usages  de  cette  théorie  des  pôles  et  po- 
laires. 

Une  des  premières  et  des  plus  célèbres  applications  fut  celle 
qui  permit  à  Brîanchon  de  déduire,  du  théorème  de  Pascal  sur 
six  points  d'une  conique^  une  propriété  correspondante  de  six 
tangentes  (1806). 

Le  principe  de  dualité  dans  sa  généralité  a  d'abord  été  énoncé 
par  V onctlel {Annales  de  Mathém,atiques,  t.  VIII,  1817-1818), 
qui  l'a  déduit  de  la  théorie  des  pôles  et  polaires;  ce  principe  a 
été  ensuite  établi,  indépendamment  des  coniques,  par  Ger- 
gonne,  par  Môbius  (Barycentrischer  Calcul,  1827)  et  par 
Chasles. 

L'Ouvrage  de  M.  Papelier  a  pour  objet  le  développement  de 
la  Géométrie  tangentielle  depuis  les  premiers  éléments  jusqu'à 
la  théorie  des  coniques  et  des  courbes  algébriques.  L'auteur 
s'est  efforcé  de  suivre  pas  à  pas  les  méthodes  employées  dans 
la  Géométrie  ponctuelle,  de  sorte  que  le  lecteur,  déjà  familia- 
risé avec  cette  dernière,  n'aura  aucun  effort  nouveau  à  faire  : 
il  n'aura  qu'à  transposer  les  méthodes  et  les  théorèmes  qu'il 
connaît,  en  remplaçant  les  points  par  des  droites  et  récipro- 
quement. 
Ann.  de  Mathémat",  3*  série,  t.  XIII.  (Juin  189^,)  16 
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Quant  au\  commençants,  ils  suivront  avec  autant  de  faci- 
lité cette  manière  de  présenter  les  faits  que  la  manière  ordi- 
naire. 

Cet  Ouvrage,  écrit  avec  clarté  et  rigueur,  renferme  des  dé- 
veloppements sur  certaines  questions  qu'on  ne  traite  pas  habi- 
tuellement en  coordonnées  tangentielles  :  telles  sont  la  discus- 
sion de  la  forme  d'une  courbe  dans  le  voisinage  d'une  tangente 
ou  d'une  asymptote  à  l'aide  du  polygone  de  Newton,  la  classi- 
fication des  coniques,  l'étude  géométrique  du  contact  de  deux 
coniques,  les  invariants  simultanés  de  deu\  coniques.  De  nom- 
breux exercices  sont  traités  dans  le  texte  ou  proposés  au  lec- 
teur avec  des  indications  sur  leur  solution. 

Le  Livre  de  M,  Papelier  est  appelé  à  rendre  de  grands  ser- 
vices, en  familiarisant  l'esprit  des  élèves  avec  une  autre  face  de 
la  Géométrie  analytique,  et  en  les  mettant  à  même  de  tirer  de 
chaque  résultat  de  calcul  deux  théorèmes  corrélatifs. 

P.  Appell. 


GOIRBES  ADTOPOLAIRES; 

Par  m.  Paul  APPËLL. 


1**  Coniques  autopolaires.  —  Soit  S  une  conique 
fixe  ;  une  conique  S  est  autopolaire  par  rapport,  à  S  ou 
simplement  aulopolaire  quand  elle  coïncide  avec  sa  po- 
laire réciproque  par  rapport  à  S. 

Soient  a  un  point  de  S  et  B  la  tangente  en  ce  point  \ 
la  polaire  A  du  point  a  est  tangente  à  2)  et  son  point  de 
contact  est  le  pôle  b  de  B.  Le  triangle  de  côtés  A,  B,  ab 
est  conjugué  à  S;  appelant  X  =  o,  Y==o,  Z  =  o  les 
équations  des  trois  droites  A.  B  et  «6,  les  équations  des 
coniques  S  et  2  seront  de  la  forme 

(S)  X2-hY2-hZ2=o, 

(S)  2XY-t-ÀZ2=o. 


(  207  ) 
Il  reste  à   délermîuer  X  de  façon  que  S  soîl  autopo- 
laire. Un  calcul  facile  montre  que  la  polaire  réciproque 
de  2  par  rapport  à  S  est 

2XXY-hZ2=o; 

comme  elle  doit  coïncider  avec  S,  on  a 

X2=I,  X  =  ±i. 

Ainsi  il  y  a  deux  coniques  tangentes  en  a  et  i  à  A 
et  6  autopolaires  par  rapport  à  S  : 

2XY  -f-  Z«  =  o,        2 XY  —  Z»  =  o. 

Ces  deux  coniques  sont  Intangentes  à  S,  les  cordes  de 

contact  étant 

X±Y  =  o. 

Cette  dernière  propriété  est  évidente  géométrique- 
ment. 

2°  Equation  générale  des  coniques  autopolaires  par 
rapport  à  une  conique  donnée 

(S)  X«-h  Y2-+-Z2=o. 

Toute  conique  autopolaire  étant  bi tangente  à  S  aura 
une  équation  de  la  forme 

/(X,  Y,  Z)  =  (aX -4- vY -+- ivZ)2-H  X(X2-+- Y«-f- Z«)  =  o. 

Les  coordonnées  du  pôle  de  la  tangente  au  point  X, 
Y,  Z  sont 

(I)  X'=J/x,        Y'=i/v,        Z'=i/z. 

Pour  avoir  le  lieu  de  ce  pôle  X',  Y',  Z',  quand  X,  Y, 
Z  décrit  la  conique y(X,  Y,  Z)  =  o,  il  faut  éliminer  X, 
Y,  Z  entre  /^=  o  et  les  équations  (i).  Le  calcul  est  le 
même  que  pour  former  Téquation  tangentielle  de  /=  o. 
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Si  Ton  écrit 


/(X,Y,Z) 

=  AX*-+-  A'Y2^-  A'Z^-H-  2BYZ  -+-  aB'ZX  +  ^B^XY, 

la  polaire  réciproque  est 

(•1)     aX'*-^a'Y'«-ha"Z'*-H-  2^>Y'Z'-f- a^>'Z'X'-+- 2  6^V  Y'=  o, 

où  a,  w',  a'^,  i,  i',  i''  sont  les  mineurs  du  discriminant 

A     b:    B' 

B"    A'     B 

B'     B      A" 

par  rapport  aux  éléments  A,  A',  ... 

,f  =  A'A"— B«,         //=  BB'- A^'B', 
Faisant  le  calcul,  on  trouve 

a  =X(v^-\- wi -{-},),         b  =  —  Ivw, 
a'  =  X(hp'*-|- î4*-i- X),         // =  —  X(vw, 
a''=  X(mî-i-p2h-X),  b''  —  —  'kuv. 

Pour  que  la  conique  (2)  soit  identique  ày*(X,  Y,  Z), 
il  faut  et  il  suffit,  comme  on  le  voit  immédiatement, 
que 

L'équation  générale  des  coniques  2  autopolaires  à  S 
est  donc 

(2)  îCuX-i-i^YH-wZ)*  — (M2-^P«-H(v2)(X«-hY*-^Z2)  =  o. 

Elle  contient  deux  paramètres  arbitraires,  les  rapports 

—  et  — • 

Comme  exercice,  nous  indiquerons  la  question  in- 
verse :  Etant  donnée  une  conique^  trouver  les  coniques 
par  rapport  auxquelles  elle  est  autopolaire. 
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3®  Courbes  autopolaires,  —  Une  courbe  quelconque 
est  autopolaire  par  rapport  à  S  si  elle  coïncide  avec  sa 
polaire  réciproque  par  rapport  à  S. 

Supposons  que,  dans  l'équation  générale  des  coni- 
ques 2,  on  mette,  pour  u,  i^,  w,  des  fonctions  quel- 
conques d'un  paramètre  t.  Alors  l'enveloppe  des  co- 
niques (S),  quand  ce  paramètre  t  varie,  se  compose 
d'abord  de  la  conique  donnée  S,  puis  d'une  courbe  C 
qui  est  autopolaire.  En  effet,  soient  a  un  point  de  contact 
de  C  avec  S,  6  la  tangente  commune  en  a;  si  l'on  prend 
la  figure  polaire  réciproque,  les  polaires  réciproques 
de  C  et  S  sont  deux  courbes  C/  et  S'  tangentes  au 
point  b  qui  est  le  pôle  de  B.  Mais  S'  coïncide  avec  S^ 
Tenveloppe  de  la  conique  2  est  donc  formée  de  la 
courbe  C  et  de  sa  polaire  réciproque  C.  Si  cette  enve- 
loppe ne  se  décompose  pas  en  deux  courbes  distinctes, 
polaires  réciproques  Tune  de  l'autre,  elle  est  donc  auto- 
polaire. 

Exemple.  —  Soit  u  =  t^  t^  =  o,  w  z=z  i\  la  conique 
mobile  (S)  devient 

tt(Xi _  Y»  —  Zî)  -^  4  «XZ  -t-  Z2—  X2  —  Y*  =  o. 
L'enveloppe  est  alors,  après  réductions, 

(X2H-Z2)2—  Y*=0. 

Elle  se  décompose  en  la  conique  S  et  une  conique 

X«-hZ2— Y«=o, 

qui  est  évidemment  aulopolaire. 

Réciproquement,  toute  courbe  autopolaire  C  peut 
être  engendrée  de  cette  façon. 

En  effet,  soient  a  un  point  de  C  et  B  la  tangente  en  ce 
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point;  par  hypothèse,  la  polaire  A  de  a  est  tangeiile 
à  C  en  un  point  b  pôle  de  B.  On  peut  alors  tracer  une 
conique  autopolaire  S  tangente  en  a  et  b  aux  droites  A 
et  B,  c'est-à-dire  à  la  courbe  C;  on  peut  même  en  tra- 
cer deux,  comme  nous  Tavons  vu  dans  le  premier  para- 
graphe. La  courbe  C  est  Tenveloppe  de  ces  coniques  S 
qui  la  touchent  chacune  en  deux  points. 

L'exemple  le  plus  simple  de  cubique  autopolaire  est 
j  —  2 x'  =  o,  qui  est  autopolaire  par  rapport  à 

3x^ — j^'-h  1  =  0. 

4°  Cette  méthode,  que  j*ai  indiquée  sommairement 
dans  le  Bulletin  de  la  Société  mathématique  (7  février 
1894))  6st  entièrement  analogue  à  celle  que  M.  Mou- 
tard a  employée  pour  les  courbes  anallagmatiques;  elle 
s'étend  facilement  à  Tespace,  elle  s'étend  également  à 
la  recherche  des  courbes  laissées  invariables  par  cer- 
taines transformations  de  Creniona  ;  enfin  elle  est  dans 
un  rapport  étroit  avec  la  théorie  de  certaines  équations 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

M.  Kœnigs  a  communiqué  aussi  à  la  Société  mathé- 
matique, le  y  février  i8g4î  ^^^^  méthode  permettant 
de  trouver  les  cônes  qui  sont  identiques  à  leurs  supplé- 
mentaires :  cette  méthode  donne  évidemment  une  autre 
solution  du  problème  que  nous  venons  de  traiter. 

Enfin  nous  devons  signaler  sur  un  sujet  analogue  un 
article  de  M.  Fouret  Sur  les  courbes  planes  ou  sur- 
faces qui  sont  leur  propre  polaire  réciproque  par  rap- 
port à  une  infinité  de  coniques  (Bulletin  de  la  So- 
ciété  philo mathif/ue,  p.  42-4^)  ^^y?)-  Dans  cette  Note, 
M.  Fouret  montre  que  les  seules  courbes  possédant  la 
propriété  indiquée  sont  les  courbes  triangulaires  signa- 
lées par  MM.  Klein  et  Lie. 
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SUR  LES  QUADRIQUES  AUTOPOLAIRES  ; 

Par  m.  V.  HIOUX. 


Ou  peut  comme  il  suit  étendre  aux  quadriques  cer- 
tains des  résultats  de  M.  Appell. 

Théorème.  —  Si  l'on  désigne  par  P,  Q,  R  e^  S 
quatre  Jonctions  indépendantes,  entières  et  du  premier 
degré  des  coordonnées  cartésiennes  x^y^  z^  et  si  deux 
quadHques  (S)  et  (S»  )  sont  représentées  par  les  étfua- 
tions 

(2)  PQ-hRS  =  o, 

(Si)  PQ-RS  =  o, 

chacune  d'elles  est  autopolaire  par  rapport  à  l'autre. 

En  effet,  le  plan  polaire  d'un  point  M(P',  Q',  R',  S') 
par  rapport  à  S  a  pour  équation 

PQ'-hQP'h-RS'h-SR'=o. 

Si  ce  point  M  est  pris  sur  S|,  on  a  la  relation 

p'Q'_R'S'=o 

Pour  avoir  Fenveloppe  des  plans,  il  faut,  en  outre, 
tenir  compte  des  relations 

P'      Q  S  R 


p  Q'         -_R'         _s' 

L'équation  de  Tenveloppe  est,  par  suite, 

PQ  -  RS  -  o, 
c'est-à-dire  que  Teuveloppe  est  S, . 
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Exemple  : 


/v  \  a?»        y»        5* 


Si  Ton  pose  m^=  j-^  H  n^=  -jt  les  équations  peu- 
vent s'écrire 

(x  —  a){x  -{-  a) -h  {my  —  nz){my  -h  n-S)  =  o, 
{x  —  a){x  -\~a)—  {my  —  nz)(my  -\-  /i-s)  =  o. 

Ces  deux  hyperboloïdes  répondent  à  la  question. 

Remarque,  —  Représentons  la  quadrique  S  par  l'é- 
quation 

(S)  lz^-ir7.kxy  -~t^=o 

avec 


a    '     b 


Par  le  point  de  contact  B  de  Oj  avec  la  quadrique, 
par  exemple,  menons  une  sécante  arbitraire  qui  ren- 
contre (S)  en  un  second  point  G  et  le  plan  zOo:  en  D. 
Soit  M  le  conjugué  harmonique  de  G  par  rapport  aux 
points  B  et  D.  Si  la  sécante  tourne  autour  de  B,  le 
point  M  décrit  la  quadrique  (Si  )  ajant  pour  équation 

Iz^  —  ikxy  —  <*  =  o. 

En  effet,  menons  un  plan  y  =.  }^x  qui  coupe  (S)  sui- 
vant une  conique  (c).  Un  cône  de  sommet  B  et  de 
base  (c)  a  pour  équation 

Iz^-^  ik\LX^—  t^  =  o. 

Le  plan  y  =  —  jjlx,  conjugué  du  précédent  par  rap- 
port à  zOy  et  zOx,   coupe  ce  cône  suivant  une  co- 
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nique  (M).  Sur  toute  génératrice  partant  de  B,  à  un 
point  C  de  (c)  correspond  le  point  demandé  M  de  (M). 
En  éliminant  [jl  entre  Téquation  du  cône  et  ^  =  —  [jl x, 
on  obtient  le  lieu  des  coniques  (M)  et  l'on  voit  que,  si 
l'on  élimine  jx  entre  la  même  équation  et  celle  du  plan 
y  =  jjLx,  on  obtient  le  lieu  des  coniques  (C)  ou  la  sur- 
face (S).  L'autre  surface  associée  est  iS|,dont  l'équation 

est 

^2  -  ikxy  ~  t^  =  o. 

Les  équations  de  (S)  et  de  (S{)  sont,  comme  on  le 
voit,  de  la  forme 

PQ  -+-  RS  =  o        et        PQ  —  RS  =  o. 

Le  procédé  pour  obtenir  l'une  des  quadriques,  l'autre 
étant  donnée,  se  trouve  indiqué  suffisamment. 

Nota.  —  Considérons  deux  quadriques  (S)  et  (2') 
rapportées  à  leur  tétraèdre  conjugué  commun^  leurs 
équations  peuvent  s'écrire 

(2)  aX«  -+-  ^»Y»  -H  cZ»  -h  flTT*  r=  o, 

(2')  a'X«-f-  b'Y^-h  c'Z^-hctT^  =  o. 

Si  l'on  cherche  la  polaire  réciproque  de  (S')  par  rap- 
port »  (S),  on  obtient  une  surface  (S")  représentée  par 
l'équation 

/zS  b^  r2  i^< 

a  o  c  a 

Exprimons  maintenant  que  (S")  et  (S')  coïncident, 
nous  avons  lés  relations 

^  -  È!!  -  £!  -  ^ 

ai  "~  b^  ~  ci  ~  rfï* 

On  voil  que  l'on  est  ramené  à  une  simple  question 
de  signes,  car  on  peut  désigner  par  h^=\  la   valeur 
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commune  de  tous  ces  rapports.  Ou  aura 

a'  =  ±:a,        b'  =  ±b,        c'  =  ±c,        d:  =  ±d, 

i^Dans  l'équaliou  de  (S),  changeons  le  signe  d'un 
seul  carré,  du  dernier,  par  exemple,  nous  aurons  uue 
autre  quadrîque 

(2,)  aX*-h6Y«-+-cZ«— éH'îr^o, 

qui  sera  sa  polaire  réciproque  par  rapport  à  (S). 

2^  Changeons  dans  l'équation  de  (S)  les  signes  des 
deux  derniers  carrés,  par  exemple,  nous  aurons  une 
quadrîque  (S2),  savoir  : 

(2,)  aX«-h6Y«— cZ«— ^»=o, 

jouissant  de  la  même  propriété  que  (Si  )- 

Il  est  inutile  de  changer  les  signes  de  trois  carrés^ 
car  on  retomberait  dans  le  premier  cas. 

D'ailleurs,  en  changeant  les  signes  des  quatre  carrés, 
on  retrouverait  la  quadrique  (S). 

On  constate  que  deux  quadriques  (S)  et  (S|)  de  la 
première  catégorie  sont  inscrites  dans  un  même  cône 
suivaut  la  même  courbe  ;  elles  sont  circonscrites  l'une  à 
l'autre. 

Si,  au  contraire,  on  considère  deux  quadriques  asso- 
ciées (S)  et  (S2)d<^  1^  seconde  catégorie,  leurs  équations 
sont  de  la  forme 

PQ  -^  RS  =  o,        PQ  —  RS  =  o. 

Elles  ont  comme  génératrices  communes  les  quatre 
côtés  d'un  quadrilatère  gauche. 
Supposons  que  l'on  se  donne 

Pour  avoir  (S|),  changeons  les  signes  des  deux  der- 
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niers  carrés,  nous  trouvons 

Ainsi  à  PQ  H-  RS  =  o  correspond  PQ  —  RS  =  o. 

NOTE  SUR  LB  PROBLEME  DU  BILLARD  CIRCULAIRE  ('); 

Par  m.  AURIC, 

Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 


Soient  une  circonférence  O  et  deux  points  A  et  B5  il 
s*agit  de  trouver  sur  la  circonférence  un  point  M  tel 
que 

AMO  =  OMB; 

Considérons  les  cercles  circonscrits  aux  deux 
triangles  AMO,  0MB.  Les  centres  E,  F  de  ces  cercles 


ï^. 


se  trouvent  à  l'intersection  des  perpendiculaires  élevées 
sur  les  milieux  des  côtés  OA,  OM,  OB. 

(•)  \oïr  Nouvelles  Annates,  t.  I,  p.  36;  1842. 
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On  a  d'ailleurs 

CEO  =  AMO  =  0MB  =  OFD, 

car  Tangle  inscrit  est  égal  h  la  moitié  de  Taiigle  au 
centre  correspondant.  Lesdeux  triangles  rectangles  CEO, 
OFD  sont  semblables,  et  Ton  a 

CE  _  OC  _  OA  _ 

DF  ~  OD  "■  OB  ~  ''^"^^' 

Cette  relation  prouve  que  la  droite  EF  enveloppe 
une  parabole.  En  effet,  considérons  les  droites  CE,  DF 
comme  les  projeclions  horizontales  de  deux  droites  si- 
tuées dans  l'espace  et  telles  que  les  deux  couples  de 
points  (C,  D)  (E,  F)  aient  la  même  cote  verticale.  Le 
lieu  des  droites  EF  ainsi  considérées  est  un  paraboloïde 
à  plan  directeur  horizontal  ayant  comme  directrices  les 
deux  droites  CE,  DF5  par  suite,  toutes  les  droites  EF 
sont  tangentes  au  contour  apparent  de  ce  paraboloïde, 
qui  est  évidemment  une  parabole. 

Parmi  les  positions  particulières  prises  par  la  droite  EF 
se  trouvent  :  1®  la  droite  CE  lorsque  le  point  F  coïncide 
avec  H 5  2^  la  droite  DF  lorsque  le  point  E  vient  en  H  -, 
3"  la  droite  CD 5  4"  'a  droite  IJ  obtenue  par  le  prolon- 
gement des  droites  AO,  BO.  On  a  en  effet,  par  la  simi- 
litude des  triangles  COI,  ODJ, 

CI  _  OC  _  OA 
DJ  ~  OD  ""  ÔB* 

Rappelons  que,  lorsqu'un  triangle  est  circonscrit  à 
une  parabole,  le  point  de  concours  des  hauteurs  appar- 
tient h  la  directrice  et  le  cercle  circonscrit  passe  par  le 
foyer. 

Il  en  résulte  que  la  directrice  passe  par  O,  point  de 
concours  des  hauteurs  du  triangle  HIJ.  et  que  le  foyer 
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se  trouve  sur  le  cercle  circonscrit  à  HGD,  lequel  est 
décrit  sur  HO  comme  diamètre. 

Soient  donc  le  triangle  HGD,  w  le  cercle  circonscrit 
décrit  sur  OH  comme  diamètre,  M  le  point  de  concours 
des  hauteurs. 

Fig.   2. 


On  sait,  d'après  un  théorème  connu,  que  KM  =  KN; 

or  Pangle  HNO  est  droit;  îl  en  résulte  que  ON  et  CD 
sont  parallèles  et  que,  par  suite,  la  directrice  OM  passe 
par  R  milieu  de  CD. 

Soienty^le  foyer  de  la  parabole,  P,  Q  ses  projections 
sur  les  tangentes  CD,  CH  ;  la  droite  PQ  est  la  tangente 
au  sommet,  et,  par  suite,  est  parallèle  à  OL;  or  le  qua- 
drilatèreyCPQ  est  inscriptible;  d'où 

ou 

/GS  =  QPD  =  LON; 
or 

LOIN  =  |(arc  DL  -4-  arc  DN), 

/es  =  I  (  arc/G  -+-  arc  GO  ), 

comme  arc  C0=  arc  DE;  il  en  résulte  que  arc/C  =  arc  DL , 
c'est-à-dire  que/X.  est  parallèle  à  CD. 
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La  parabole  est  donc  entièrement  déterminée;  il 
suffit  de  construire  le  cercle  circonsefit  à  OCD,  de 
joindre  O  au  milieu  de  CD  et  de  mener  L^|Mrallèle 
à  CD5  /  est  le  foyer,  OL  la  directrice. 

Revenant  à  la  figure  primitive,  on  voit  que  EF  est 
tangente  à  un  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  OG  =  *-0M. 
Par  suite,  les  solutions  cherchées  seront  les  tangentes 
communes  à  la  parabole  et  à  ce  cercle;  il  y  aura  quatre, 
trois  ou  deux  solutions  selon  que  le  cercle  est  extérieur, 
tangent  ou  sécant  à  la  parabole. 

Lorsque  le  point  O,  centre  du  cercle,  se  trouve  sur 
Taxe  de  la  parabole,  le  problème  s'achève  avec  la  règle 
et  le  compas,  car  les  solutions  sont  symétriques  par 
rapport  à  cet  axe^  dans  ce  cas,  Tangle  yOL  est  droit, 
c'est-à-dire  que  fh  est  un  diamètre  du  cercle  circon- 
scrit. 

Les  solutions  trouvées  ne  sont  pas  toujours  des  solu- 
tions dans  le  véritable  sens  du  mot  ;  en  d'autres  termes, 
la  bille  ne  pourrait  pas  toujours  suivre  matériellement 
le  chemin  qui  lui  est  tracé;  on  s'en  rend  parfaitement 
compte  en  examinant  quelques  cas  particuliers. 


SUR  QUELQUES  THÉORÈMES  DE  LA  GÉOMÉTRIE 

DES  CONIQUES; 

Par  m.  André  GAZAMIAN. 


Cette  Note  a  pour  but  de  montrer  comment,  par  une 
série  de  transformations,  on  peut  déduire  un  grand 
nombre  de  propositions,  déj^  connues  ou  nouvelles,  du 
théorème  de  Géométrie  suivant  : 

i.  L'enveloppe  d'une  droite  coupant  harmonique- 
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ment  deux  cercles  donnés  est  une  conique  ayant  pour 
foyers  les  centres  des  deux  cercles. 

Voici  d'abord  comment  on  peut  démontrer  simple- 
ment cette  proposition,  qui  a  d'ailleurs  déjà  été  souvent 
remarquée.  Soient  O  et  CX  les  deux  cercles  donnés, 
(  ABCD),  (EFGH)  deux  positions  de  la  droite  mobile, 

Fig.  I. 


K  leur  point  de  rencontre.  Menons  des  centres  O  et  O' 
les  perpendiculaires  Ow,  Oto<,  O'w',  O' tù\  sur  les 
deux  droites  et  joignons  ww^,  co'cj^.  Les  cercles  w  et(o< 
de  diamètres  AB  et  EF  coupent  orthogonalement  le 
cercle  O'  :  donc  le  point  O'  est  situé  sur  leur  axe  radical. 
Le  point  K  étant  visiblement  aussi  un  point  de  cet  axe 
radical,  la  droite  KO'  est  perpendiculaire  sur  la  ligne 
des  centres  (oco^.  Les  deux  angles  Oa){  co,  0'K(o<  sont 
alors  égaux  comme  ayant  leurs  côtés  perpendiculaires, 
mais  on  a 

0'Ka),=  0'a)V, 

dans  le  quadrilatère  inscriptîble  O'oi'Kto^.  Les  deux 
triangles  Ooxo,,  O'co'w'^    qui  ont  déjà  un  angle   égal 

((i)OcU|  =  to'O'co^/  sont  semblables,  et  Ton  a  la  re- 
lation 

Ow  O  0)1  ^  ^,    ,       ^  ^.    . 

7v— r  =  rv-7  «"  Oto  X  0'o/=  OtOiX  0  w», 
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ce  qui  prouve  que  la  droite  mobile  enveloppe  une  co- 
nique ayant  pour  foyers  O  et  O'. 

Les  tangentes  aux  cercles  O  et  O'  en  leurs  points  d'in- 
tersection M  et  N  sont  évidemment  des  positions  de  la 
droite  mobile  :  donc  la  conique  enveloppe  est  tangente 
à  ces  quatre  droites.  On  voit  aussi  que,  R  et  R' désignant 
les  rayons  des  deux  cercles,  le  carré  du  demi-petit  axe 
de  l'enveloppe  a  pour  valeur  R  xO'LouRR'cosO'ML. 
Quand  les  deux  cercles  se  coupent  orthogonalement, 
Tenveloppe  se  réduit  aux  deux  points  O  et  O'. 

2.  Transformons  la  proposition  précédente  en  lui  ap- 
pliquant le  principe  de  dualité.  Remarquons  que  la 
conique  enveloppe  ayant  pour  foyers  O  et  O'  est  tan- 
gente aux  droites  isotropes  issues  de  O  et  O',  c'est- 
à-dire  est  tangente  aux  tangentes  aux  deux  cercles 
menées  par  les  points  cycliques  I  et  J.  La  proposition 
corrélative  sera  alors  la  suivante  : 

Le  lieu  des  points  tels  que  les  tangentes  menées  de 
chacun  d^eux  à  deux  cercles  O  et  O'  forment  un  fais- 
ceau harmonique  est  une  conique  passant  par  les  huit 
points  de  contact  des  quatre  tangentes  communes, 

3.  Généralisons  les  deux  propriétés  précédentes  en 
leur  faisant  subir  une  transformation  homograpliique 
quelconque  amenant  les  points  cycliques  à  distance 
finie.  On  aura  les  deux  théorèmes  suivants,  relatifs  à 
deux  coniques  quelconques  du  plan  : 

i**  L' ensfeloppe  d'une  droite  coupant  harmonique- 
ment  deux  coniques  est  une  autre  conique  tangente 
aux  huit  tangentes  à  ces  deux  coniques  en  leurs  points 
d 'intersection  ; 

2^  Le  lieu  des  points  tels  que  les  tangentes  menées 
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de  chacun  cl* eux  à  deux  coniques  fonnent  un  faisceau 
harmonique  est  une  conique  passant  par  les  huit  points 
de  contact  des  tangentes  communes. 

4.  Un  cas  particulier  intéressant,  que  nous  allons 
considérer,  est  celui  où  Tune  des  coniques  est  formée 
de  deux  points.  Dans  cette  supposition,  le  second  théo- 
rème s'énoncera  de  la  façon  suivante  : 

Le  lieu  des  points  tels  que  les  tangentes  menées  de 
chacun  d^eux  à  une  conique  soient  conjuguées  des 
droites  les  joignant  à  deux  points  fixes  est  une  conique 
passant  par  ces  deux  points  et  les  points  de  contact 
des  tangentes  menées  de  chacun  d'eux  à  la  conique 
donnée. 

Ce  théorème  peut  encore  s'énoncer  ainsi  : 

Le  lieu  des  points  tels  que  les  droites  les  joignant  à 
deux  points  fixes  soient  conjuguées  par  rapport  à  une 
conique  est  une  conique  passant  par  les  deux  points 
et  les  points  de  contact  des  tangentes  menées  de  cha- 
cun d'eux  à  la  conique  donnée. 

Si  P  est  le  point  de  rencontre  des  polaires  des  deux 
points  A  et  B  par  rapport  à  la  conique  donnée  S^P  est 
le  point  d'intersection  de  deux  sécantes  communes  à  S 
et  à  la  conique  lieu  S  :  donc  P  est  un  pôle  double  de  ces 
deux  coniques  et,  comme  la  polaire  de  P  par  rapport 
à  S  est  la  droite  ÂB,  cette  droite  est  aussi  la  polaire 
deP  par  rapport  à  2. 

Corollaire.  —  Deux  points  quelconques  A  et  B,  et 
les  points  de  rencontre  avec  une  conique  de  leurs  po- 
laires par  rapport  à  cette  conique,  sont  situés  sur  une 
même  conique.  La  droite  AB  a  même  pôle  par  rapport 
aux  deux  coniques. 
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5.  Remarquons  que  toutes  les  tangentes  menées  des 
diflerents  points  du  lieu  précédent  à  la  conique  S  dé- 
terminent une  involution  sur  la  droite  joignant  les 
deux  points  fixes,  involution  dont  les  points  doubles 
sont  ces  deux  points  fixes.  Le  théorème  jlourra  donc 
aussi  s^exprimer  ainsi  : 

Etant  données  une  conique  et  une  immolation  sur  une 
droite  de  son  plan,  le  lieu  des  points  de  rencontre  des 
tangentes  menées  de  chaque  couple  de  points  homolo- 
gues est  une  conique  passant  par  les  points  doubles  de 
l' involution  et  parles  points  de  contact  des  tangentes 
menées  à  la  conique  par  ces  points  doubles. 

Corollaire,  —  Étant  donnés  une  conique  et  quatre 
points  A,  B,  C,  D  sur  une  droite,  si  de  chacun  d'eux 
on  mène  les  tangentes  à  la  conique,  les  huit  points  de 
rencontre  des  tangentes  des  couples  (AB)  (CD)  sont 
sur  une  conique  passant  par  les  deux  points  doubles  de 
Tinvolution  définie  par  (AB)  et  (CD)  et  par  les  points 
de  contact  des  tangentes  menées  des  deux  points 
doubles  à  la  coniqne. 

6.  Supposons  que  la  droite  A  soit  tangente  à  la  co« 
nique.  Alors  une  des  tangentes  menées  de  chacun  des 
points  doubles  de  Tinvolution  à  Ja  conique  ayant  son 
point  de  contact  sur  la  droite,  la  conique  lieu  se  décom- 
pose en  deux  droites  :  la  droite  donnée  est  celle  qui  passe 
par  les  points  de  contact  des  deux  autres  tangentes  me- 
nées des  points  doubles  à  la  conique.  De  là  le  théorème 
suivant  : 

Le  lieu  des  points  de  rencontre  des  tangentes  me- 
nées  à  une  conique  par  chaque  couple  de  points  homo^ 
logues  d'une  im^olution  déterminée  sur  une  tangente 
à  la  conique  est  une  droite. 
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Le  théorème  corrélatif  par  dualité  s'énoncera  ainsi  : 

7.  Les  cordes  interceptées  dans  une  conique  par  un 
faisceau  im^olutif  ayant  son  sommet  sur  la  conique 
passent  par  un  point  fixe  qui  est  le  pôle  de  la  corde 
interceptée  dans  la  conique  par  les  rayons  doubles. 

C'est  le  théorème  de  Frégier  généralisé. 

Dans.  le  cas  particulier  où  les  rayons  doubles  sont  les 
droites  isotropes,  tous  les  couples  de  rayons  homologues 
de  l'involution  sont  rectangulaires  \  on  obtient  le  théo- 
rème de  Frégier. 

8.  Considérons  de  nouveau  une  conique  S  et  une 
droite  D  dans  son  plan. 

Soient  Â  et  B  deux  points  quelconques  de  la  droite, 
C  et  D  deux  points  conjugués  par  rapport  à  A  et  B.  La 
conique  S  du  Heu  (5),  relative  à  l'involution  dont  C  et 
D  sont  les  points  doubles,  passe  par  C  et  D  et  par  les 
points  de  rencontre  des  tangentes  à  S  menées  par  A  et 
B.  Soient  E  et  F  deux  autres  points  conjugués  par  rap- 
port à  A  et  B.  La  conique  S,  relative  à  l'involution  dont 
E  et  F  sont  les  points  doubles,  passe  par  E  et  F  et  par 
les  points  de  rencontre  des  tangentes  menées  à  S  par 
A  et  B,  ...  ;  toutes  les  coniques  S  forment  donc  un 
faisceau  et  Ton  voit  qu'elles  déterminent  une  involu- 
iion  sur  la  droite  D,  involution  dont  les  points  doubles 
sont  A  et  B.  Toutes  les  coniques  circonscrites  à  un 
quadrilatère  déterminent  donc  sur  la  troisième  diago- 
nale du  quadrilatère  complet  une  involution  dont  les 
points  doubles  sont  les  deux  sommets  du  quadrilatère 
complet  situés  sur  cette  diagonale.  Cette  propriété  peut 
d'ailleurs  être  considérée  comme  une  conséquence  du 
théorème  de  Desargues.  En  particulier,  deux  des  diago- 
nales du  quadrilatère  qui  constituent  une  des  coniques 
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du  faisceau  divisent  liarinoiiiquement  la  troisième  dia- 
gonale. 

Cas  oii  la  droite  D  est  ia  droite  de  V infini.  —  Con- 
sidérons sur  la  droite  de  l'infini  Tinvolution  dont  les 
points  cycliques  sont  les  points  doubles.  Alors  tous  les 
couples  de  points  homologues  sont  les  points  à  Tinfini 
dans  deux  directions  rectangulaires.  La  conique  S,  re- 
lative à  une  conique  quelconque  S,  passant  .par  les 
points  cycliques,  est  un  cercle;  ce  cercle  est  le  lieu  des 
points  de  rencontre  des  tangentes  à  la  conique  perpen- 
diculaires entre  elles  ^  donc  : 

Le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  et 
une  conique  est  un  cercle. 

Ce  cercle  orthoptîque  est  concentrique  à  la  conique, 
puisque  nous  avons  fait  remarquer  que  la  droite  D,  ici 
la  droite  de  l'infini,  avait  même  pôle   par  rapport  aux 
deux  coniques  S  et  S. 

La  parabole  est  tangente  à  la  droite  de  Tinfinî, 
donc  (6)  : 

Le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à 
une  parabole  est  une  droite. 

Le  cercle  orthoptique  d'une  conique  passera  aussi 
par  les  points  de  rencontre  de  la  conique  avec  les  po- 
laires des  points  cycliques.  Les  couples  de  sécantes 
communes  à  la  conique  et  au  cercle  orthoptique  sont 
donc  les  deux  couples  de  directrices  et  les  polaires  des 
points  cycliques.  On  peut,  en  particulier,  définir  les 
directrices  d'une  conique  comme  étant  les  couples  de 
sécantes  communes  à  la  conique  et  aux  polaires  des 
points  cycliques  (*  ). 

(')  Cette  déOnition,   où   n'interviennent  pas  les  foyers,  peut  être 
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9.  Il  est  évident  que  les  points  doubles  de  toutes 
les  involutions,  admettant  pour  couple  de  points  con- 
jugués deux  points  donnés,  forment  une  involution 
dont  les  deux  points  donnés  sont  les  points  doubles. 
Considérons,  en  particulier,  toutes  les  involutions  de 
la  droite  de  Tinfîni  dont  les  points  cycliques  consti- 
tuent un  couple  de  points  conjugués.  Les  coniques  S 
relatives  à  une  conique  S  et  à  toutes  ces  involutions 
seront  des  hyperboles  équilatères  concentriques  à  la 
conique  S.  Toutes  ces  hyperboles  équilatères  auront 
quatre  points  communs  :  ce  seront  les  points  de  ren- 
contre des  tangentes  à  la  conique  S  issues  des  points 
cycliques,  c'est-à-dire  les  foyers  de  la  conique  S  (8). 
On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Les  foyers  d'une  conique  sont  quatre  points  (deux 
réels  et  deux  imaginaires)  communs  à  une  infinité 
d^ hyperboles  équilatères  concentriques  à  la  conique; 
chacune  de  ces  hyperboles  passe  par  les  extrémités 
des  diamètres  de  la  conique  conjugués  à  ses  asym- 
ptotes. 

Les  axes  de  la  conique,  formant  un  système  de  dia- 
mètres conjugués  rectangulaires,  constituent  Tune  de 
ces  hyperboles  équilatères;  donc  : 

Les  foyers  d'une  conique  sont  les  points  de  rencontre 
de  ses  axes  et  d' une  hyperbole  équilatère  concentrique 
à  la  conique,  en  particulier  de  l'hyperbole  équilatère 
ayant  ses  asymptotes  parallèles  aux  axes  de  coordon- 
nées. On  retrouve  ainsi  par  la  Géométrie  ce  résultat 
curieux  auquel,    comme  on  sait,  on  est  conduit  dans 


prise  pour  point  de  départ  d'une  méthode  de  recherche  analytique 
de  l'équation  du  système  des  directrices  d'une  conique. 
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Tune    des     itiétliodes    analytiques    de    recherche    des 
foyers  (  *  ) . 

En  nous  appuyant  sur  les  théorèmes  précédemment 
vus,  nous  nous  proposons  dans  ce  qui  va  suivre  de  démon- 
trer une  proposition  générale  dont  le  théorème  connu 
de  M.  Faure  sur  les  cercles  circonscrits  aux  triangles 
conjugués  par  rapport  à  une  conique  n*est  qu'un  cas 
parliculier.  Auparavant  nous  établirons  encore  la  pro- 
priété suivante  : 

Une  conique  S  étant  harmoniquenient  circonscrite  à 
une  conique  S,  les  tangentes  menées  d'un  point  quel- 
conque M  rfe  S  à  S  sont  conjuguées  des  droites  joignant 
le  point  M  aux  points  de  rencontre  de  S  a^ec  la  polaire 
du  point  M . 

On  sait  qu'une  conique  S  est  dite  harmoniquement 


(')  On  voit  que  l'on  peut  remplacer  l'hyperbole  équilatère  ayant 
ses  asymptotes  parallèles  aux  axes  de  coordonnées  par  l'une  quel- 
conque des  hyperboles  du  faisceau.  Ainsi  l'équation  de  l'ellipse  étant 
prise  sons  la  forme 


(i)  6"a7»H-a'y'— a'6'  =  o 


l'hyperbole  du  faisceau,  ayant  pour  asymptotes  les  bissectrices  des 
angles  des  axes  de  l'ellipse,  aura  pour  axe  transverse  l'axe  focal  de 
Pellipse,  ses  sommets  seront  les  foyers.  Nous  savons  que  cette  hy- 
perbole passe  par  les  extrémités  des  diamètres  de  l'ellipse  conjugués 
aux  droites  de  coefficients  angulaires  H-i  et  —  i,  en  particulier,  du 

diamètre  y  = -x.   Remplaçant  y  par  cette  valeur  dans  (i),    il 

vient 

a* 


x^  — 


a» 


En  formant  x^  —  y"^^  on  aura  la  valeur  du  carré  du  demi-axe  trans* 
verse  de  l'hyperbole  équilatère,  c'est-à-dire  la  distance  du  foyer  de 
l'ellipse  au  centre  de  la  courbe;  or 

a*  h'  a^  —  h' 

•^         a*+b'      a''  4-  b*       a*  -4-  b' 
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circonscrite  à  une  conique  S  quand  elle  est  circonscrite 
à  un  triangle  ABC  conjugué  par  rapport  à  S.  Soit  alors 
r  la  conique  enveloppe  des  droites  coupant  liarmoni- 
quement  S  et  S.  La  conique  S  étant  circonscrite  au 
triangle  ABC  conjugué  par  rapport  à  S,  les  trois  droites 
AB,  AC,  BC,  sont  divisées  harmoniquenient  par  S  et  S 
ce  sont  donc  trois  tangentes  à  la  conique  F.  Il  en  est  de 
raême,  comme  nous  le  savons,  des  tangentes  MT,  NT  à 
la  conique  S  en  deux  points  M  et  N  de  rencontre  de  S 
et  S.  Or  les  pôles  des  cinq  tangentes  AB,  AC,  BC,  MT, 
NT  à  la  conique  F  par  rapport  à  la  conique  S  sont  si- 
tués sur  S,  donc  S  est  la  polaire  réciproque  de  F  par 
rapport  à  S.  Il  en  résulte  que  la  polaire  d'un  point 
quelconque  de  S  par  rapport  à  S  étant  tangente  à  F 
coupe  liarmoniquement  S  et  S. 

Remarque,  —  En  transformant  homographiquement 
de  façon  que  deux  des  sommets  B  et  C  du  triangle  ABC 
deviennent  les  points  cycliques,  la  conique  conjuguée  S 
devient  une  hyperbole  équilatère  ayant  pour  centre  le 
point  a  transformé  de  A,  la  conique  circonscrite  S  de- 
vient un  cercle,  passant  par  le  centre  a  de  Fhyperbole; 
on  a  l'énoncé  suivant  : 

La  polaire  d'un  point  quelconque  (Vun  cercle  pas- 
sant par  le  centre  d' une  hyperbole  équilatère,  par 
rapport  à  cette  hyperbole,  est  dii^isée  harmoniquement 
par  les  deux  courbes. 

Soient  maintenant  une  conique  S  et  une  droite  A 
dans  son  plan,  joignant  deux  points  quelconques  A 
et  B-,  soit  S  la  conique  passant  par  A,  B  et  les  points  de 
contact  des  tangentes  menées  de  A  et  B  à  S.  S  est  le 
lieu  des  points  tels  que  les  tangentes  menées  de  chacun 
d'eux  à  S  soient  conjuguées  des  droites  les  joignant  aux 
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points  A  et  B  (4).  Considérons  une  troisième  conique  F 
passant  par  les  points  Â  et  B,  et  circonscrite  à  un 
triangle  quelconque  conjugué  par  rapport  à  S.  On  sait 
que  les  tangentes  MT,  Mï^  de  tout  point  M  de  F  à  S 
sont  conjuguées  par  rapport  aux  droites  joignant  M  aux 
points  de  rencontre  C  et  D  avec  F  de  la  polaire  de  M 
par  rapport  à  S.  Soit  alors  M  un  des  points  de  rencontre 
de  F  avec  S.  La  conjuguée  de  la  tangente  en  M  à  S  par 
rapport  aux  droites  MA  et  MB  est  évidemment  la  droite 
joignant  le  point  M  au  pôle  P  de  la  corde  AB  par  rap- 
port à  S,  qui  est  aussi  le  pôle  de  AB  par  rapport  à  S. 
Or  je  dis  que  cette  droite  MP  est  la  tangente  en  M  à  la 

conique  F. 

Fig.  a. 

r 


En  effet,  les  deux  couples  de  droites  (MA,  MB), 
(MG,  MD)  sont  conjuguées  par  rapport  aux  tangentes 
MT,  MT^.  Donc,  d'après  le  théorème  de  Frégier,  le 
point  de  rencontre  w  de  AB  et  CD  appartient  à  la  con- 
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juguée  de  la  tangente  en  M  à  F  par  rapport  aux  rayons 
doubles  MT,  MTi  de  l'învolution;  en  d'autres  termes, 
la  conjuguée  de  Mo)  par  rapport  aux  droites  MT,  MTi, 
est  la  tangente  en  M  à  F.  Or  cette  conjuguée  est  la 
droite  MP,  car  la  droite  MP  étant  la  polaire  de  o)  par 
rapport  à  S  puisqu'elle  joint  les  pôles  P  et  M  des  deux 
droites  AB  et  TT<  passant  par  w,  les  droites  MP  et  M(o 
sont  conjuguées  par  rapport  à  la  conique  Set,  par  suite, 
forment  un  faisceau  harmonique  avec  les  tangentes  MT 
etMT,. 

Il  résulte  de  la  démonstration  précédente  le  théo- 
rème suivant  : 

Etant  donnée  une  conique  S  et  deux  points  A  et  B, 
si  Von  considère  la  conique  S  passant  par  A,  B  et  les 
points  de  contact  des  tangentes  à  S  issues  de  A  et  B, 
toute  conique  F  passant  par  A,  B  ef  circonscrite  à  un 
triangle  quelconque  conjugué  à  la  conique  S,  coupe  S 
en  deux  points  tels  que  les  tangentes  à  Y  et  H  en  cha- 
cun de  ces  points  soient  conjuguées  par  rapport  aux 
droites  les  joignant  aux  points  A  et  B. 

Pour  déduire  de  là  le  théorème  de  M.  Faure,  il  suffit 
de  considérer  le  cas  particulier  où  les  points  A  et  B  sont 
les  points  cycliques.  Alors  la  conique  S  est  le  cercle 
orthoptique  de  S,  les  coniques  F  sont  les  cercles  cîrcon- 
crits  aux  triangles  conjugués  par  rapport  à  S^  on  obtient 
le  théorème  énoncé  par  M.  Faure  : 

Les  cercles  G,  circonscrits  aux  triangles  conjugués 
*  par  rapport  à  une  conique,  coupent  orthogonale  ment 
un  cercle  Jlxe,  qui  est  le  cercle  orthoptique  de  la  co- 
nique. 

En  effet,  les  tangentes  aux  cercles  C  et  au  cercle  or- 
thoptique en  leurs  points  d'intersection  avec  ce  cercle, 
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étant  conjuguées  par  rapport  aux  droites  isotropes,  sont 
rectangulaires. 

En  particulier  : 

I®  Le  cercle  orihoplique  d'une  liyperbole  équilatère 
est  réduit  au  centre  de  la  courbe,  donc  : 

Tout  cercle  circonscrit  à  un  triangle  conjugué  par 
rapport  à  une  hyperbole  équilatère  passe  par  le  centre 
de  la  courbe, 

2**  Le  cercle  orlhoptique  d'une  parabole  est  dégénéré 
en  une  droite,  la  directrice,  donc  : 

Le  lieu  •  des  centres  des  cercles  circonscrits  aux 
triangles  conjugués  par  rapport  à  une  parabole  est  la 
directrice. 

Les  directrices  de  toutes  les  paraboles  conjuguées 
par  rapport  à  un  triangle  passent  par  le  centre  du 
cercle  circonscrit  an  triangle, 

* 

Le  centre  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle  est  Tor- 
tbocenlre  du  triangle  formé  en  joignant  les  milieux  des 
côtés,  et  toutes  les  paraboles  conjuguées  par  rapport  au 
premier  triangle  sont  inscrites  dans  le  second  ;  donc  : 

Les  directrices  des  paraboles  inscrites  dans  un 
triangle  passent  par  r orthocentre  du  triangle. 


PROBLÈME  SUR  LE  FROTTEMENT; 

Par    m.    a.    de    SAINT-GERMAIN. 


Le    problème    suivant,   quoique    fort    simple,    offre 
quelque  intérêt  parce  qu'on  peut  le  discuter  plus  com- 
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plètement  que  bien  des  problèmes  relatifs  au  frotte- 
ment :  une  application  numérique  en  a  été  proposée 
comme  question  de  licence  à  Marseille  en  1892. 

Dans  un  plan  vertical,  un  disque  circulaire,  pesant 
et  homogène,  repose  sur  une  horizontale  fixe  OX  qu'il 
touche  au  point  A  ;  une  barre  pesante  OD,  parfaite- 
ment mobile  autour  de  son  extrémité  O,  appuie  sur  le 
disque,  qu'elle  touche  au  point  Bj  les  coefficients  de 
frottement  du  disque  sur  OX  et  sur  OD,  au  départ 
comme  en  cas  de  glissement,  ont  une  même  valeur  y. 
Déterminer  la  valeur  minimum  que  peut  atteindre  f 
sans  que  le  système  cesse  d'être  en  équilibre;  chercher 
ensuite,  pour  les  diverses  valeurs  de  y  inférieures  à  ce 
minimum,  de  quelle  manière  le  disque,  maintenu 
d'abord  en  repos,  puis  abandonné  en  liberté,  commen- 
cerait à  se  mouvoir. 

Pour  embrasser  tous  les  cas,  écrivons  les  équations 
propres  à  déterminer,  d'une  manière  générale,  le  mou- 
vement du  système.  Soient 

m  la  masse  du  disque; 

R  son  rayon  ; 

j:la  longueur  des  tangentes  OA,  OB; 

o)  la  vitesse  angulaire  du  disque  autour  de  son  centre  C, 
comptée  positivement  lorsque  la  vitesse  qu'elle  im- 
primerait au  point  A  du  disque  est  dirigée  dans  le 
sens  de  AO; 

M  la  masse  de  la  barre  OD  ; 

/  la  distance  de  son  centre  de  gravité  au  point  O  ; 

p.  son  moment  d'inertie  par  rapport  à  ce  point; 

a e  l'angle  DOX. 

Aux  points  A,  B,  le  disque  est  soumis  à  deux  réac- 
tions normales  a,  £  et  à  deux  réactions  tangentielles  a, 
^,  dirigées  suivant  AO,  BO,  puisque,  sans  l'interven- 
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tioii  du  frottement,  les  points  A,  B  du  disque  glisse- 
raient dans  les  directions  OÂ,  06,  l'angle  AOX  dimi- 
nuant. 

Comme  le  centre  de  gravité  G  du  disque  reste  à  une 
hauteur  constante,  on  a 

(i)  a  —  mg^ — 6cosa6  —  psin!20  =  o; 

la  variation  de  l'abscisse  x  de  ce  centre  est  déterminée 
par  l'équation 

rf*.r 

(2)  m -7-^  =  6  sinaO  —  pcos2  6  —  a; 

enfin  l'on  a,  pour  le  mouvement  du  disque  autour 
d'une  perpendiculaire  à  son  plan  menée  par  le  centre 
de  gravité, 

(3)  ;nR^^=2(a-P). 

Pour  trouv^er  le  mouvement  de  la  barre  OD,  nous 
prendrons  les  moments  par  rapport  à  une  perpendicu- 
laire au  plan  DOX  menée  par  le  point  O  : 

(4)  2(ji--T-j=6^ — M^/cosaÔ. 
Mais  on  a  évidemment 


^  =  R  cote,       _  =  ^  -^_  ---  _  --_g-  (^  _  j  . 


Si  Ton  n'envisage  le  mouvement  que  pendant    uix 

temps  très  court,  (  ;t-  )    est  absolument  négligeable  vis- 

,     .    j     û?*6       ,,                            j             sin*e  d^x  rf*e 

a-vis  de  ^  et  1  on  peut  prendre  —. ^  -^  pour  ^-^; 


(  »33  ) 

substituant  dans  Inéquation  (4),  on  en  tire 

d^  oc 
(5)  2[jLsin*9-T^  =  R(M^/cos2  6  —  hx). 

Cherchons  quelles  doivent  être  les  réactions  pour 
qu'il  y  ait  équilibre  :  en  annulant  les  premiers  mem- 
bres des  équations  (2)  et  (3),  on  en  tire 

a  =  p  =  6  tango, 

l'équation  (i)  donne  alors 

a=  mg-h  6, 

et  l'équation  (5  )  fait  connaître  b  et,  par  suite,  les  autres 
réactions  correspondant  à  l'équilibre;  mais,  pour 
qu'elles  puissent  être  réalisées,  il*  faut  que  a  soit  au 
plus  égal  à/a,  ^  ^fb;  d'après  les  relations  que  je  viens 
d'écrire,  il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  tang8  soit  ^f; 

il  y  aura  équilibre  dès  que/ sera  au  moins  égal  à  tangâ 

,  R 
ou  a  —  • 

X 

Si  Ton  attribue  k/des  valeurs  décroissantes  à  partir 
de  tangâ,  c'est  au  point  B,  où  la  réaction  normale  est 
la  plus  faible,  que  se  produira  d'abord  un  glissement. 
Cherchons  dans  quelles  conditions  le  disque,  d'abord 
maintenu  en  repos,  se  mettra  en  mouvement  en  roulant 
sans  glisser  sur  OX  quand  on  le  laissera  libre.  La  réac- 
tion tangentielle  ^  sera  égale  kfb,  et,  comme  l'accélé- 
ration initiale  du  point  A  est  perpendiculaire  à  OX, 
nous  aurons,  au  début  du  mouvement, 

d^x      r>  dtsi 
—— -  —  R  -7-  =  o. 
dt^  dt 

Eu  égard  à  ces  relations,  on  tire  des  équations  (2) 

et  (3) 

(6)  3a  =  6(sin20  h-  a/  — /cosaO), 

d^x        Ab        .f.,  f,        -, 
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Cette  valeur  de  --j~j  devant  évidemment  être  positive, 

on  voit  que  /doit  être  <Ctang6;  si  on  la  substitue 
dans  (5),  on  en  déduit 

(7)  [2|Jisin*2e(lange— /)-+-3/wRa7j6  ==  3M/n<^mcos26. 

Pour  qu*il  n'y  ait  pas  glissement  au  point  A,  il  faut 
que  la  valeur  (6)  de  3a  soit  au  plus  égale  au  produit 
de  Sypar  la  valeur  de  a  tirée  de  l'équation  (1),  ou  que 
Ton  ait 

6(sin2eH-2/  — /cos20)i3/[m^H-6(cos2e-t-/sin2e)]; 

remplaçons  b  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (7)  et 
chassons  le  dénomiiiateur  toujours  positif  si /.<  tang8; 
il  vient,  après  de  simples  réductions, 

(3-^tangae)/. 

-l-(  cotô  —  3tange  -t-  -^=^  — —-^  ...   .    ^ ,  )/—  i>o. 

fi  m  Xi 

Pour  /=  tansO, le  trinôme  prend  la  valeur  ^^rr—- — ta» 
•^  °  '  ^  M/ 81046 

toujours  positive;  si  le  coefficient  de /^  est  positif,  le 
trinôme  admet  une  racine  positive  y  et  une  racine  né- 
gative;/doit  être  supérieur  à/',  tout  en  restant  infé- 
rieur à  tangO  qui  est,  comme  on  le  vérifie,  lui-même 
supérieur  à/';  si  le  coefficient  de/^  est  négatif,  le  tri- 
nôme a  deux  racines  positives  entre  lesquelles  est  com- 
pris tangO; /doit  lui-même  être  compris  entre  tangB  et 
la  plus  petite,  /\  des  racines.  Ainsi,  dans  tous  les  cas, 
on  connaît  le  minimum  au-dessous  duquel  /  ne  doit  pas 
descendre  pour  qu'il  y  ait  roulement. 

Lorsque /est  inférieur  à/',  le  disque  glisse  sur  les 
deux  barres  et  l'on  a  a=/«;  les  équations  (1),  (2), 

(3),   (5)  font  connaître  a,  b,  -j-^,  -7-;  la  vitesse   du 


(8) 
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point  A  du  disque  est  d'abord  dirigée  dans  le  sens  où  x 

croît  et  -r-^  —  ^~Tt  ^^^  d'abord  positif;  si  Ton  exprime 

cette  condition,  on  trouve  que  y^doit  satisfaire  à  l'iné- 
galité (8)  changée  de  sens.  Il  n'existe  pas  de  valeurs 
de/*  pour  lesquelles  le  disque  roulerait  sur  OD  en  glis- 
sant sur  OX,  ce  qui,  a  priori,  semblait  bien  évident. 


SOLUTION,  PAR  LA  GÉOMÉTRIE  VECTORIELLE,  DE  LA  OUES- 
im  PROPOSÉE  AU  CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  1892  POUR 
LA  CLASSE  DE  NATHÉNATIQUES  SPÉCIALES  : 

Pab  m.  GENTY. 


Soient  Q  une  quadrique  circonscrite  à  un  ellipsoïde 
donné  E  et  A  le  pôle,  par  rapport  à  l'ellipsoïde,  du 
plan  P  de  la  courbe  de  contact  des  deux  surfaces  : 

i^  Démontrer  qu'il  y  a,  en  général,  trois  qua- 
driques  Q«,  Q2,  Q3  homofocales  avec  l'ellipsoïde  E  et 
telles  que  les  plans  polaires  P< ,  P2,  P3  du  point  A  par 
rapport  aux  quadriques  Q«,  Q2,  Q3  passent  par  le 
centre  de  la  quadrique  Q. 

2®  Les  plans  P<,  P2,  P3  sont  les  plans  principaux 
de  la  quadrique  Q,  et  les  coniques  C<,  C2,  C3  intersec- 
tions des  surfaces  (P^,  Q«),  (P2,  Q2),  (P35  Q3)  sont 
les  focales  de  cette  quadrique. 

3°  Les  projections  orthogonales  des  coniques  C<, 
Cj,  C3  sur  les  plans  principaux  de  V ellipsoïde  E  sont 
des  coniques  homofocales. 

On  projettera,  en  particulier,  ces  coniques  sur  le 
plan  principal  qui  contient  l'axe  majeur  et  l'axe 
moyen  de  l* ellipsoïde»  et  Von  cherchera  le  lieu  décrit 
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par  le  foyer  des  coniques  projetées  y  quand  la  qua- 
drique  Q  varie  en  restant  circonscrite  à  l'ellipsoïde, 
le  plan  P  de  la  courbe  de  contact  ne  changeant  pas. 

Soient 

Spo-»p  =  i, 

Téquation  de  rellîpsoïde  E  et  a  le  vecteur  du  point  A. 
L'équation  de  la  quadrique  Q  sera 

Spo-'p  —  I  -h  /(Sp^-*a  — 1)'=  o 
ou 

Sp4>p  —  '2/Spo-*a-+-  /  — 1  =  0, 
en  posant 

«ï>  p  =  ©-t  p  -H  /ç-i  a  S  po-*  a. 

Le  vecteur  du  centre  C  de  cette  quadrique  est 

Y=  ma, 
où  Ton  a  posé 

l 
m  = 


I  -h  /Sacp-*a 

1®  Une  quadrique  quelconque  homofocale  avec  l'el- 
lipsoïde E  a  pour  équation 

Sp(o  —  ^)~*P  =  I- 

Le  plan  polaire  du  point  A  par  rapport  à  cette  qua- 
drique a  pour  équation 

et,  pour  que  ce  plan  passe  par  le  point  Q  il  faut  qu'on 
ait 

(i)  /?iSa(o  —  A:)-'a  =  i, 

équation  du  troisième  degré  en  /r. 

On  reconnaît  facilement  que  les  trois  racines  de  celte 
équation  sont  réelles.  Au  surplus,  si  ni  est  positif,  l'é- 
quation (i)  donne  les  trois  surfaces  homofocâles  avec 
l'ellipsoïde  E  qui  passent  par  le  point  ayant  pour  vec- 
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leur  \lmcL,  Si  m  est  négatif,  les  trois  quadrîques  Q<, 
Q2  et-  Q3  sont  encore  réelles,  mais  elles  n'ont  aucun 
point  commun  réel. 

2**  Soient  /il,  A^a  et  Ar3  les  racines  de  Téquation  (i)  j 
le  plan  P^  aura  pour  équation 

Sp(<p  —  X:i)-*a  =  I. 
Or  on  a 

=  ^[(?  —  ^i  )"*«  —  ?'*  a] 
H-  v-^~*a[Sa(cp  —  A:)-* a  —  Sacp-ia], 

OU,  en  tenant  compte  de  l'équation  (1), 

*(9  — A:i)-»a  =  y- (o  —  A:,)-»a. 
On  trouvera  de  même 

Donc  les  plans  P< ,  P2  et  P3  sont  les  plans  principaux 
de  la  quadrique  Q,  et  si  Ton  désigne  par  Ç,  y^  et  Ç  les 
orienleurs  des  axes  de  cette  quadrique,  et  si  Ton  prend 
le  centre  C  pour  origine,  son  équation  pourra  se  mettre 
sous  la  forme 

—j-        I       T        f-  — r—  —  I  —  /n. 

A-i  A^2  ^3 

Dans  le  cas  particulier  où  la  quadrique  Q  se  confond 
avec  le  cône  circonscrit  ayant  son  sommet  au  point  A, 
on  retrouve  ce  théorème  bien  connu  : 

Les  axes  défigure  d'un  cône  circonscrit  à  un  ellip" 
soïde  sont  les  normales  aux  trois  surfaces  homofo^ 
Ann,  de  Mathémat.y  3*  série,  t.  XIII.  (Juin  1894*)  ^^ 


(  238  ) 

cales  avec  cet  ellipsoïde  qui  passent  par  le  sommet  du 
cône. 

Le  point  G  étant  pris  pour  origine,  le  plan  P^  a  pour 
équation 

Sp5  =  o        ou         Sp(<p  —  A-)-*a  =  o, 

et  la  conique  C< ,  intersection   des  surfaces  P«  et  Q<  a 
elle-même  pour  seconde  équation 

Sp(cp  — A:)-ip=:i  — m, 
ou 

(2)     Sp7)Sp((p  —  A:i)-*7)  -+-  SpÇSp(<p  —  A:i)-*Ç  =  I  —  m. 

Or,  si  Ton  pose 

T*(cp-^,)-ia=aî, 
T«(cp-X:0-»a=6f, 
T»(c?-A:3)-^a=c?, 


(tp_A-i)-«r,  =  T-(«p  — ^1  )-*«(?  — ^î)"*  a 


I 


on  a 

et  de  même 

L'équation  (2)  devient  alors 


Aj — k\        A3 — k\ 

c'est  précisément  l'équation  d'une  conique  focale  de  la 
quadrique  Q. 

Dans  le  cas  particulier  déjà  considéré  ci-dessus,  on 
retrouve  ce  théorème  de  Chasies  : 

Les  lignes  focales  d^ un  cône  circonscrit  à  un  ellip- 
soïde sont  les  génératrices  de  V hypcrboloïde  réglé  ho- 
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mofocal  avec  V ellipsoïde  qui  passe  par  le  sommet  du 
cône, 

3®  On  sait  que  les  projections  orthogonales  des  trois 
coniques  focales  d'une  quadrique  sur  un  plan  quel- 
conque sont  des  coniques  homofocales.  Nous  allons 
établir  directement  cette  proposition  en  prenant  pour 
plan  de  projection  le  plan 

Svp  =  o, 

mené  par  le  point  C  parallèlement  au  plan  principal  de 
l'ellipsoïde  E  qui  contient  l'axe  majeur  et  l'axe  moyen 
de  celte  surface.  Soient  X  et  |jl  les  orienteurs  de  ces  deux 
axes. 

Si  dans  les  équations  de  la  conique  C  ou  remplace  p 
par  p  4"  ^v,  et  qu'on  élimine  t,  il  vient 

i.        l    -^  i.        i    =(i  — m)S2v5; 

K%  —  Ai  A3  —  K\ 

c'est  l'équation  de  la  projection  Cj  de  la  conique  C<  sur 
le  plan  considéré. 

On  obtiendrait  les  projections  C,  et  C3  des  coniques  C2 
etCs  sur  ce  même  plan,  par  une  permutation  tournante 
entre  les  vecteurs  5,7),  Cet  les  scalaires  /r<,  k2  et  /ts. 

Nous  allons  chercher  les  foyers  de  la  conique  C^. 

Ecrivons  son  équatioti  sous  la  forme 

Sp+p  =  L, 
en  posant 

L=:(i_/n)S2v5, 

et  soit  xs  le  vecteur  d'un  foyer  F  de  celte  conique. 

L'équation  des  tangentes  menées  du  point  F  à  la  co- 
nique, ce  point  étant  pris  pour  origine,  sera 

Spt]/p(ST3i|^TîT  —  L)  =  S'p^m, 
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et,  pour  que  F  soit  un  foyer,  il  faut  que  cette  équation 
soit  vérifiée  quand  on  remplace  p  par  X±:iul,  ce  qui 
donne  les  deux  conditions 

(Snrij^iïT  —  L)(SX<)^X  —  S  [a<^|x)  =  S'Xij^tîj  —  S'fJL<);m, 
(4)  (SrïKJ^m  —  L)S  Xi]^|jL  =  SXil^TuSXij^Tïj. 

Multiplions  la  première  équation  par  S)v^[ji,  la  se- 
conde par  S  X^j^X —  S|JL^u.,  et  retranchons-les  membre  à 
membre,  il  vient 

SX<);|x(S*Xi)^nT  —  S'iJi^/Tn)  =  (SXij/X  —  S  [n]^[i)SX<);nTS  |x<)^gt, 
équation  qu'on  ramène  très  simplement  à  la  forme 

(5)  SVTÏHJ/TÏJ  =  o. 

L'équation  (4)  peut  elle-même  s'écrire  sous  la  forme 

(6)  SVwX  Vilfu^v  =  (i  -  m)S2vJSX^.|jL. 

Or,  on  a 

^m=:j- 7-VVÇ-+-T ^VVT), 

A.2  —  '»^1  "^3  —  f^l 

Vv1«n=.i^(vS!:v-0+;^-(vS,v-^), 

/Ij Al  K3 Kl 

En  tenant  compte  de  ces  relations,  les  équations  (5) 
et  (6)  deviennent 

AtiStïjvJStïj^  h-  XtsStîjvyjSgtt)  -h  ^aSmvÇSnyÇ  =0, 
SnjXSwfi  =  (i  —  m)(/:, SXJSjjlJ -+- XtjSXt)  S fiï) -4- A:j SXÇ S  fx^. 

La  symétrie  de  ces  équations  montre  que  les  trois 
coniques  C^  Cj,  Cj  sont  bien  homofocales. 
Qn  a  d'ailleurs 
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et  les  équations  aux  foyers  deviennent 

SwX  Stïj|x  =  (i  —  m)S>*-*fi. 

Or  il  est  facile  de  trouver  l'expression  de  0~* .  Po- 
sons, en  effet, 

$  p  =  cp-*  p  -+-  /cp-*  a  S  pçp~*  a  =  ff , 

il  viendra 

p  =  4>~* (I  =:  (p j  —  laS p©~* a, 

ou,  en  projetant  avec  <p""*  a, 

S  p?P~'  a  =  S  acr  —  /S  p©-*  a  S  ao-*  a  ; 
OU 

et,  par  suite, 

<ï>-i  ff  =  <pff  —  maSaj. 

Si  alors  on  désigne  par  x  et  j^  les  coordonnées  cou- 
rantes dans  le  plan  principal  de  Tellipsoïde  E,  par  x'^ 
y  les  coordonnées  de  la  projection  A<  du  point  A  sur 
ce  plan  et  par  a,  4,  c  les  demi-axes  de  rellipsoïde,  on 
aura 

^-*Tîj  =  a'^x'k  -4-  6*^fi  -h  c^^v  — OTSaTïy(a7'X  -H^'fJt  -f-  Vv), 
<ï>-*X  =  a*X  —  mx'  OL, 
S  fi<E>-*  X  =  --  mx'y\ 

et  les  équations  (7)  prennent  la  forme 

(a' —  h^)xy  =  m(a7a7'-4-^j/'')(a7'y  — y' ^)i 
xy  =  {m!^  —  m  )x' y\ 

OU,  en  revenant  à  l'origine  primitive, 

(a*—  b^){x—  mx'){y—  my') 
(8)     {       =.m{x'y—y'x)[x'(x  —  mx')-hy'{y  —  my')], 

xy  —  m(xy'-h  x'y  —  ^'y')  =  o. 
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De  la  secoadc  équation  on  déduit 

W 

rn    —    ; 

d'où 


^  =  — —      ,  ,   , 

xy  -\-  X  y  —  X  y 


-r     ^^'-^     ^y\3P  —  x') 

X  mX   =    ; ; ; ;  » 

xy  -+-  X  y  —  X  y 

y-mv'^      ^>(r-y)     . 

^  ^        xy'  -^  x'y  —  x'y' 

En  substituant  ces  valeurs   dans   Téquation  (8),   îl 
vient  pour  l'équation  du  lieu  des  foyers 

(a^^b^)(x^x')(y^y') 
=  (^>  —y'x)[x(x  —  x')  -h  y  (y  —y)]; 

équation  d'une  strophoïde  ayant  le  point  A<  pour  point 
double. 


THEOREME; 

Par  m.  g.  TARRY. 


On  appelle  figures  affines  les  figures  homographiques 
dans  lesquelles  les  droites  à  Tinfini  se  correspondent. 

Théorème.  —  Lorsqu'une  figure^  qui  reste  toujours 
semblable  à  une  figure  donnée,  se  meut  de  manière 
que  deux  de  ses  points  décrii^ent  deux  figures  affines^ 
ou  bien  deux  droites  y  dans  l'un  et  l'autre  cas  tous  les 
points  de  la  figure  décriront  des  lignes  affines  ou  bien 
des  droites. 

Toutes  ces  droites  passent  par  un  point  fixe,  qui  est 
à  lui-même  son  homologue  dans  deux  quelconques  des 
figures  affines. 

Applications.    —    I.    Quand    les   extrémités   d'une 
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droite  de  longueur  constante  parcourent  deux  droites 
fixes,  un  point  quelconque  lié  invariablement  à  la  droite 
décrit  une  ellipse. 

II.  Quand  deux  points  d'une  figure  de  similitude  con- 
stante parcourent  deux  droites  fixes,  si  la  droite  qui 
joint  ces  deux  points  passe  par  un  point  fixe,  tous  les 
points  de  la  figure  décrivent  des  hyperboles. , 

III.  Quand  deux  points  d'une  figure  de  similitude  con- 
stante parcourent  deux  circonférences  fixes,  avec  des 
vitesses  angulaires  égales  et  de  sens  contraire,  tous  les 
points  de  la  figure  décrivent  des  ellipses  ou  des  droites. 

IV.  Quand  deux  points  d'une  figure  de  similitude  con- 
stante parcourent  une  ellipse  fixe,  de  manière  à  se  trou- 
ver simultanément  aux  extrémités  de  deux  diamètres 
conjugués,  tous  les  points  de  la  figure  décrivent  des 
ellipses. 

Si  Ton  considère  les  deux  points  mobiles  comme  étant 
les  sommets  opposés  d'un  carré,  les  deux  autres  som- 
mets décriront  des  circonférences  concentriques  à  l'el- 
lipse. Les  rayons  de  ces  circonférences  sont  égaux  ta  la 
demi -somme  et  à  la  demi-différence  des  axes  de  l'el- 
lipse, divisée  par  y/2.  Les  bissectrices  des  angles  formés 
par  deux  rayons  correspondants  quelconques  sont  les 
droites  fixes  des  axes  de  l'ellipse. 


SUR  LA  STROPHOIDE; 

Par  m.  Enrique  VALDÉS. 


Le  relevé  de  quelques  erreurs  contenues  dans  le  tra- 
vail de  M.    Balitrand  (Noiwelles  Annales,   novembre 
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1893)  nous  a  conduit  à  rassembler  dans  cette  Note 
quelques-unes  des  propriétés  de  la  strophoïde;  l'étude 
de  cette  courbe  sera  simplifiée  par  la  connaissance  de 
ses  points  remarquables. 

En  prenant  pour  origine  le  point  double  D,  pour  axe 
des  y  la  parallèle  A  à  Tasymptote  réelle  et  pour  axe 
des  X  la  perpendiculaire  à  cette  asymptote,  Téquatîon 
de  la  strophoïde  est 

/pS -h  xy^  —  ax'^  —  nh  xy  -h  ay'^  =  o, 
et,  pour  abréger,  nous  écrirons  c^  au  lieu  de  a^+  b^, 

1 .  L'asymptote  réelle  a  pour  équation 

X  -\-  a^  Q, 

2.  Les  asymptotes  isotropes 

:c  -H  ^y  =  a  -h  hif 
X  —  iy  z=z  a  —  hi 

se  coupent  en  un  point  réel  qui  est  le  foyer  singulier  F 
de  la  strophoïde;  son  vecteur  (droite  qui  joint  ce  point 
à  l'origine)  a  pour  équation 

hx  —  ay  =  o, 

et  ses  coordonnées  sont  a  et  è . 

3.  Les  coordonnées  du  foyer  singulier  vérifient  l'é- 
quation de  la  strophoïde,  d'où 

Théorème.  —  La  strophoïde  passe  par  le  foyer  sin- 
gulier. 

4.  L'asymptote  réelle  rencontre  la  strophoïde  en  un 
point  (T  dont  le  vecteur  a  pour  équation 

ax  -\-  by  =  Oy 

et  dont  les  coordonnées  sont  —  a  et  -=-• 

o 
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Pour  obteiiîr  le  point  o-,  il  suffit  donc  de  joindre  D 
à  F  et  d'élever  en  D  à  DF  la  perpendiculaire  qui  ren- 
contre l'asymptote  réelle  au  point  <t  {^fig*  i). 

Fig.  I. 


D'autre  part,  on  sait  que  les  points  de  section  d*une 
cubique  sont  trois  points  en  ligne  droite  ;  donc,  puisque 
deux  de  ces  points  sont  confondus  en  F  (les  asymptotes 
isotropes  y  passent  toutes  deux  ainsi  que  la  strophoïde), 
on  voit  que  la  droite  o-F  est  tangente  a  la  strophoïde  au 
point  F  ;  on  a  donc  ces  théorèmes  : 

Théorème.  —  L' asymptote  réelle  et  le  foyer  singu- 
lier sont  équidistants  de  la  droite  A. 

Théorème.  —  La  droite  <tF   qui  joint  le  point  de 
section  au  foyer  singulier  est  Due  du  point  double 
sous  un  angle  droit  et  est  tangente  à  la  strophoïde  au 
foyer  singulier. 

5.  Le  cercle  circonscrit  au  triangle  asymptotique  a 
pour  équation 

(c'est  le  foyer  singulier) 5  il  rencontre  l'asymptote  réelle 
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en  deux  points  imaginaires  conjugués,  et  les  tangentes 
en  ces  points  ont  pour  équations 

X  -^  iy  =  a  -\-  bij         X  —  iy  •=.  a---  hi 

(ce  sont  les  asymptotes  isotropes);  les  symédianes  du 
triangle,  issues  de  ces  points,  sont  donc  ces  mêmes 
asymptotes  isotropes  et,  puisque  celles-ci  se  rencontrent 
au  foyer  singulier,  nous  pouvons  énoncer  le  théorème 
suivant,  déjà  énoncé  sous  une  forme  plus  générale 
{Nouvelles  Annales,  juin  1892)  : 

Théorème.  —  Le  point  de  Lemoine  du  triangle 
asymptotique  de  la  strophoïde  coïncide  a^ec  son  foyer 
singulier. 

6.  Les  coordonnées  x  =  a,  ^  =  o  vérifient  Téquation 
de  la  strophoïde-,  d'où 

Théorème.  —  La  strophoïde  passe  par  le  point  4>, 
projection  du  foyer  singulier  sur  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  double  sur  l'asymptote  réelle, 

7.  La  tangente  au  point  <ï>  a  pour  équation 

ax  —  2by  —  a^z=z  o; 
elle  rencontre  l'asymptote  réelle  auJpoint_^dont  lordon- 

née  est r  ;  d  ou 

o 

Théorème.  —  La  tangente  au  point  ^et  la  droite  <t^ 
font  des  angles  égaux  avec  la  droite  D4>. 

8.  Le  tangentiel  de  4>  est  un  point  t,  dont  le  vecteur 

a  pour  équation 

x(b^-{-  c^)  —  aby  =  o] 

d'autre  part,  la  tangente  au  point  de  section  o-  a  pour 


(  M7) 
équation  {fi g.  a) 

Fig.  2. 


=  o, 


et  Téquation  du  vecteur  du^langentiel  de  ce  point  est 

{b^-\-  c^)x  —  aby  =  o  ; 
par  suite,  on  a  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Les  points  a  et^  ont  le  même  tangen- 

9.  Soit  0-'  le  symétrique  de  <t  par  rapport  au  point 
double  ;  le  triangle  isoscèie  o-F  a^  {fig»  2  )  moutre  que  DF 
est  la  bissectrice  de  o-Fo-',  que  Dt  est  la  bissectrice 
de  ao-F  et  que 
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le  cercle  de  centre  F  et  de  rayon  o-F  a  donc  pour  équa- 
tion 

Les  vecteurs  des  points  communs  à  ce  cercle  et  à  la 
strophoïde  ont  pour  équation 

ce  qui  nous  fait  savoir  en  premier  lieu  que  ce  cercle  est 
tangent  à  la  strophoïde  en  chacun  des  points  cycliques. 
Si  maintenant  nous  divisons 

a(b^-+-  c^)x^-\-  ib^xy  —  ab^y^ 

par  ax  +  bj  vecteur  de  o-,  nous   obtenons  pour  quo- 
tient 

(62 -h  c^)x  —  aby, 

que  nous  reconnaissons  être  le  vecteur  du  point  t.  On 
a  donc  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Le  cercle  qui  a  pour  centre  le  foyer 
singulier  de  la  strophoïde  et  pour  rayon  la  distance 
de  ce  point  au  point  de  section  est  tangent  à  la  stro- 
phoïde en  chacun  des  points  cycliques  et  passe  par  le 
tangentiel  commun  à  <t  et  à  ^, 

De  là  la  détermination  du  point  t. 
Ce  cercle  rencontre  la  droite  x  =  a  en  deux  points 
dont  les  ordonnées  sont 

«2  feî  _|_  c2 

-T    "'    — 6-' 

Tun  est  (t',  l'autre  t'  est  situé  sur  le  vecteur  de  t. 

10.  Le  carré  de  la  distance  du  point  double  à  la 
droite  (7^  est  -z rr  :  c'est  aussi  le  carré  de  la  distance 

a2-h2C>2 


r 


i 
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du  point  double  à  la  droite  or.  D  est  donc  le  centre  du 
cercle  inscrit  dans  le  triangle  orO. 

11.  Le  cercle  de  centre  F  et  de  rayon  FD  a  pour 
équation 

Il  rencontre  la  droite  a:  ==  a  en  deux  points  A  et  A' 
{fig'^)'i  dont  les  ordonnées  sont  b±c  et  la  droite 
y  z=.  b  en  deux  points  B  et  B'  dont  les  abscisses  sont 
ad^  c. 

Les  droites  DA.  et  DA'  ont  pour  équation 

ax^ H-  ibxy  —  ay^  =  o; 
ce  sont  donc  les  tangentes  au  point  double,  et  puisque 

\  arc  DA  =  (I  DA  =  <ï>DA  : 

Théorème.  —  Les  tangentes  au  point  double  sont 
les  bissectrices  de  V angle  ^Do*  et  de  P angle  FDA. 

Les  droites  DB  et  DB'  ont  pour  équation 

hx^  —  7,axy —  by^  ==  [bx  —  {a  -+-  c)y}[bx  —  (a  —  c)^]  =  o. 

Elles  sont  rectangulaires  et  rencontrent  la  strophoïde 
en  deux  points  T  et  T'  dont  les  coordonnées  sont 

/  a:  =  c,  {  X  = —  c, 

T  *      bc  t\  bc 


I 


y=TTr::'  \y 


c  -^  a  \  c  —  a 


On  remarque  que  les  tangentes  en  ces  points  sont  pa- 
rallèles à  r  asymptote  réelle,  que  la  droite  TT',  dont 

Téquation  est 

ax  -h  by  —  c*  =  o, 

passe  par  le  foyer  singulier  et  est  perpendiculaire  à  DF, 
enfin  que 

larcDB'=(iDT'=*DT; 

Ann.  de  Mathémat.,  3«  série,  t.  XIII  (Juillet  1894).  '9 
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Théobéme.  —  La  droite  qui  joint  les  points  oii  la 

Fig.  3. 
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tangente  est  parallèle  à  l'asymptote  réelle  passe  par 
le  foyer  singulier  y  est  perpendiculaire  à  DF  et  est  vue 
du  point  double  sous  un  angle  droit. 

Théorème.  —  Les  droites  DT  et  DT'  sont  également 
inclinées  sur  les  tangentes  au  point  double;  elles  ren- 
contrent l'asymptote  réelle  en  deux  points  dont  a  est 
le  milieu. 

(La  seconde  partie  de  ce  théorème  est  due  à  M.  S. 
Lattes,  R.  M.  S.,  décembre  1892.) 

12.  L'angle  or^  double  de  ott'  a  pour  mesure  arcoV 
et  est  égal  à  Taugle  o-Ft'^  par  suite 

Théorème.  —  Les  quatre  points  F,  o-,  t,  4>  sont  sur 
un  cercle, 

13.  Toute  parallèle  x  =  5^  à  l'asymptote  réelle  ren- 
contre la  strophoïde  en  deux  points  à  distance  finie  dont 
les  coefficients  vectoriels  sont  les  racines  de  Téquation 

(X  -\-  a)t-  —  '2bt  -hl  —  a  =  o; 

ils  satisfont  à  la  relation 

bti(i-\-  a{ti-^  ^2  )  —  ^  =  o ; 
d'où 

Théorème.  —  Les  vecteurs  des  points  d'intersection 
de  la  strophoïde  avec  une  parallèle  à  A  sont  égale- 
ment  inclinés  sur  DT  et  DT'  et,  par  suite ^  sur  les  tan- 
gentes au  point  double. 

Nous  appellerons  deux  tels  points  :  points  corres- 
pondants, 

14.  Les  sept  points  D,  F,  t,  t,  <Ï>,  T,  T'  étant  main- 
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tenant  détermines,  nous  allons  aborder  la  très  intéres-> 
santé  étude  de  M.  Balitrand. 

Prenons  pour  nouvel  axe  des  x  la  tangente  DA'  et 
pour  nouvel  axe  des  y  la  tangente  DA,  de  telle  sorte 
que  la  nouvelle  équation  de  la  strophoïde  est 

et  le  nouveau  coefficient  ans;ulaire  d'une  droite 


/c  -\-  b  /  am  —  6  -4-  c  \ 
\    c  —  b\am  —  6  —  c/ 

Ainsi  les  coefficients  vectoriels  de 

Aoo,      F,        d,  T,  *,         T,  T', 

qui  étaient 


b  a       6»  -h  c* 

a  b  ab 


a  -\-  c       a  —  c 


deviennent 


—  G,     G,     — Q>       — C'»       Qï         '»  — ' 


(en  posant  ^^^  =CJ. 


15.  En  considérant  les  points  d'intersection  de  la  stro- 
phoïde avec  une  droite,  on  obtient  la  proposition  sui- 
vante : 

Le  produit  des  coefficients  vectoriels  de  trois  points 
colUnéaires  est  constant  et  égal  au  coefficient  angu- 
laire de  l' asymptote  réelle 

titit3  =  —  G     (p.  432,  relation  10). 

Réciproquement  : 

Lorsque  le  produit  des  coefficients  vectoriels  de  trois 
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points  de  la  strophoïde  est  —  C,  ces  trois  points  sont 
collinéaires. 

Car,  si  par  ti  et  ^2  on  fait  passer  la  droite  £|f2>  qui 
rencontre  de  nouveau  la  strophoïde  en  £,  on  doit  avoir 
fj^a/  =  —  G  ;  d'où 

t3=t. 

Ces  deux  propositions  conduisent  aux  suivantes  : 

Lorsque  deux  points  de  la  strophoïde  sont  corres- 
pondants, le  produit  de  leurs  coefficients  ^vectoriels 
est  égal  à  i . 

Lorsque  le  produit  des  coefficients  vectoriels  de 
deux  points  de  la  strophoïde  est  égal  à  i,  ces  deux 
points  sont  correspondants. 

Lorsque  deux  points  de  la  strophoïde  sont  en  ligne 
droite  avec  le  foyer  singulier^  leurs  vecteurs  sont  rec- 
tangulaires. 

Lorsque  les  vecteurs  de  deux  points  de  la  strophoïde 
sont  rectangulaires  y  ces  deux  points  sont  en  ligne 
droite  avec  le  foyer  singulier. 

Lorsque  deux  points  de  la  strophoïde  .sont  en  ligne 
droite  avec  o-,  t,  4>,  T  oa  T',  le  produit  de  leurs  coeffi- 
cients vectoriels  estQ^^  ^>  —  G^,  —  C  oa  G. 

Lorsque  le  produit  des   coefficients  vectoriels   de 

deux  points  de  la  strophoïde  est  C^,  7^>  — C^,  — C 

ou  C,  ces  deux  points  sont  en  ligne  droite  avec  a-,  t, 
<^,  T  ou  V. 

16.  En  considérant  les  points  d'intersection  non  cy- 
cliques de  la  strophoïde  avec  un  cercle,  on  obtient  la 
proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Le  produit  des  coefficients  vectoriels 
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de  quatre  points  concjcliques  est  constant  et  égal  au 
carré  du  coefficient  angulaire  de  V asymptote  réelle 

titit3ti^=  G*     (p.  43i,  rectification  de  la  relation  7). 

Réciproquement  : 

Lorsque  le  produit  des  coefficients  vectoriels  de 
quatre  points  de  la  strophoïde  est  C^,  ces  quatre  points 
sont  con cycliques» 

Car,  si  par  les  trois  points  fj,  t^^  t^  on  fait  passer  le 
cercle  ^4  ^3^3  qui  rencontre  de  nouveau  la  strophoïde 
en  t^  on  doit  avoir  t^  t^t^t  =  C^;  d'où 

^=  t. 

De  même  que  précédemment,  ces  deux  propositions 
conduisent  aux  suivantes  : 

Lorsque  trois  points  de  la  strophoïde  sont  concj- 
cliques avec  F,  o-,  t,  O,  T  ou  T',  le  produit  de  leurs 

coefficients  vectoriels  est  C,  — C,  — p>  C',  O  ou 

—  C\ 

Lorsque  le  produit  des  coefficients  vectoriels  de  trois 

points  de  la  strophoïde  est  C,  — C^,  —  p>  C,  C^  ou 

—  C^,  ces  trois  points  sont  concycliques  avec  F,  o",  t, 
a>,  T  ou  T. 

Théorème.  —  Lorsque  quatre  points  sont  concycli- 
ques, si  par  chaque  couple  on  fait  passer  un  cercle^ 
les  deux  cercles  obtenus  rencontrent  la  strophoïde  en 
quatre  nouveaux  points  qui  sont  concycliques  (p.  4^7» 
1°''  théorènie). 
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17.  Points  correspondants. 

Théobème.  —  Lorsque  quatre  points  sont  concy^ 
cliques,  les  collinéaires  de  chaque  couple  sont  des 
points  correspondants. 

Car,  de  t4t2^3^4=C^,  £4t2Ô4=--C,  ^8^4 ^2  =  —  C, 
on  déduit 

ei0ï=i. 

Toutes  les  démonstrations  étant  à  peu  près  iden- 
tiques, nous  ne  ferons  qu'énoncer  les  théorèmes  sui- 
vants : 

Théorème.  —  Lorsqu'un  cercle  passe  par  le  point 
double,  la  tangente  au  cercle  en  ce  point  passe  par  le 
correspondant  ou  collinéaire  des  deux  autres  points 
d'intersection  de  la  strophoïde  avec  le  cercle. 

Théorème.  —  Lorsqu  un  cercle  passe  par  un  point 
et  par  le  tangentiel  de  ce  points  il  rencontre  la  stro- 
phoïde en  deux  autres  points  qui  sont  en  ligne  droite 
av^ec  le  correspondant  du  premier. 

Théorème.  —  Lorsqu  un  cercle  passe  par  deux 
points  collinéaires  avec  <r,  il  rencontre  la  strophoïde 
en  deux  points  correspondants. 

En  particulier  : 

Lorsqu'un  cercle  passe  par  F  et  o-,  ses  deux  autres 
points  d'intersection  avec  la  strophoïde  sont  en  ligne 
droite  avec  <>♦ 

Lorsqu'un  cercle,  passe  par  Y  et  T',  ses  deux  autres 
points  d' intersection  avec  la  strophoïde  sont  en  ligne 
droite  avec  T. 


V 
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Lorsqu'un  cercle  passe  par  u  et  ■:,  il  rencontre  ia 
strophoïde  en  deux  points  correspondants . 
Fig.  4. 
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strophoïfte  en  deux  autres  points  qui  sont  en  ligne 
droite  avec  O. 

(Les  réciproques  de  ces  propositions  sont  vraies.) 

Théorème.  —  Lorsquun  cercle  passe  par  Y ^  les  tan- 
gentiels  des  trois  autres  points  d'intersection  avec  la 
strophoïde  sont  en  ligne  droite. 

Théorème.  —  Lorsqu'un  cercle  passe  par  F  e^T,  les 
tangentieh  des  deux  autres  points  d' intersection  avec 
la  strophoïde  sont  deux  points  correspondants  » 

18.   Cercles  tangents. 

Théorème.  —  Lorsqu'un  cercle  est  tangent  à  la  stro- 
phoide,  les  deux  autres  points  d'intersection  sont  en 
ligne  droite  avec  le  correspondant  du  collinéaire  du 
point  de  contact. 

Théorème.  —  Lorsquun  cercle  est  tangent  à  la 
strophoïde  en  F,  il  rencontre  la  courbe  en  deux  autres 
points  qui  sont  correspondants. 

Théorème.  —  Lorsquun  cercle  est  tangent  à  la  stro- 
phoïde en  F  et  passe  par  T,  il  est  tangent  e/i  T;  inver- 
sement, s'il  est  tangent  en  T  et  passe  par  F,  il  est  tan- 
gent en  F.  (De  même  pourT'.) 

Théorème.  —  Lorsquun  cercle  passe  par  deux 
points  collinéaires  avec  o-  et  par  T.  il  est  tangent  en  T 
(et  de  même  pour  T'). 

Théorème.  —  Lorsqu'un  cercle  est  tangent  en  F, 
les  tangentiels  des  deux  points  d'intersection  sont  en 
ligne  droite  avec  o-. 


(  a58  ) 

19.  Cercles  osculateurs. 

Lorsque  trois  des  points  communs  à  la  stropiioïde  et 
à  un  cercle  se  confondent  en  M,  le  cercle  est  osculateur 
en  ce  point. 

Si  *  et  f  I  sont  les  coefficients  vectoriels  du  point  d'os- 
culation  et  du  quatrième  point  d'intersection,  on  a 

Le  coUinéaire  de  ^  et  «i  et  le  tangentiel  de  t  étant  cor- 
respondants, on  a  la  construction  suivante  du  cercle  os- 
culateur en  un  point  M  de  la  strophoïde. 

Mener  la  tangente  en  Met  déterminer  le  ta  ngentiell? 
de  M,  déterminer  le  correspondant  V  de  P,  mener  PM, 
qui  rencontre  la  strophoïde  en  N,  enfin  tracer  le  cercle 
tangent  en  M.  à  MP  et  passant  parN. 

Au  point  double,  il  y  a  deux  cercles  osculateurs  : 
l'un 


2C 


x^-\-y^ [(à  -h  c)x  —  ay]  =  o 


a 


tangent  à  DA,  l'autre 


ic 


^i_j_^î_l [(^  4_  c>^x  —  a/]  =  o 


a 


tangent  à  DA'. 

Le  cercle  osculateur  en  F  passe  par  <>. 

20.  Considérons  trois  points  en  ligne  droite  sur  la 
strophoïde,  de  telle  sorte  que  ^^  fg^a  =  —  G;  les  cercles 
osculateurs  en  ces  points  rencontrent  la  strophoïde  en 
trois  autres  points  (64),  (62)?  (^a)?  ^t  Ton  a 

d'où 

61 6263  =  —  G'. 


r 
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Si  donc  à  ces  trois  derniers  points  on  adjoint  le 
point  0-  (04  =  —  p  )  >  on  obtient  la  relation 

616,6364=  C«; 

de  là  ce  théorème  : 

Théorème.  —  Les  cercles  osculateiirs  en  trois  points 
collinéaires  rencontrent  la  strophoïcle  en  trois  autres 
points  concy cliques  avec  o-. 

21.  Cercles  tamgents. 

Soient  /j  et  t^  les  coefficients  vectoriels  des  points  de 
contact. 
De  t\  t\  =r  C*-*,  on  déduit  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  La  corde  de  contact  d'un  cercle  bi- 
tangent  à  la  strophoïde  passe  par  l'un  des  points  T 
ou  T  {fig.  4). 

22.  Points  conjugués. 

Deux  droites  issues  du  point  double  et  également  in- 
clinées sur  les  tangentes  en  ce  point  rencontrent  la 
strophoïde  en  deux  points  C  et  C.  Avec  M.  Balitrand, 
nous  dirons  que  C  et  CJ  sont  conjugués. 

Ainsi 

F     et     A,,  ff     et     4>,         t      et     G,         T     et     T' 

sont  conjugués. 

Il  est  facile  de  voir  que  deux  points  conjugués  sont 
équidistants  de  A  et  ont  même  tangentiel  (p.  432),  et 
qu'un  point  de  la  strophoïde  et  le  correspondant  de  son 
conjugué  ont  leurs  vecteurs  rectangulaires. 
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Réciproquement  : 

Deux  points  ayant  même  tangentiel  sont  conjugués 
(mais  deux  points  de  la  strophoïde  équidistants  de  A 
ne  sont  pas  conjugués), 

23.  Si  i,  —  f  et  6  sont  les  coefficients  vectoriels  de 

deux  points  conjugués  C  et  G  et  de  leur  collinéaire  K, 

on  a  la  relation 

t^b  =  G; 

Téquation  de  CC  est  donc 

^       I  -h  ^î         ' 


par  suite,  CC  est  perpendiculaire  à  OK  et  enveloppe 
une  certaine  parabole,  et  la  strophoïde  est  la  podairede 
cette  parabole  par  rapport  au  point  double. 

Théorème,  —  Lorsque  deux  points  sont  conjugués^ 
leur  collinéaire  et  leur  tangentiel  sont  aussi  conju- 
gués. 

Théorème.  —  Par  deux  points  pris  sur  la  stro- 
phoïde, on  peut  mener  deux  cercles  tangents  à  la 
courbe;  les  points  de  contact  sont  deux  points  conju- 
gués (p.  433,  a®  théorème). 

Si  par  deux  points  correspondants  P  et  P'  on  mène  à 
la  strophoïde  les  tangentes  PQ,  PR,  P'Q',  FR',  les 
quatre  points  Q,  R,  Q',  R'  sont  concycliques. 

24.  Les  théorèmes  suivants  sont  aussi  évidents. 

Théorème.  —  Lorsqu^un  cercle  passe  par  le  foyer 
singulier,  il  rencontre  la  strophoïde  en  trois  autres 
points  tels  que  deux  d^ entre  eux  et  le  conjugué  du 
troisième  sont  en  ligne  droite. 
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Théorème.  —  Lorsque  trois  points  sont  en  ligne 
droite,  le  conjugué  de  Vun  d'eux  est  sur  le  cercle  qui 
passe  par  le  foyer  singulier  et  les  deux  autres. 

Théorème.  —  Lorsqu'un  cercle  passe  par  le  foyer 
singulier,  il  rencontre  la  strophoïde  en  trois  autres 
points  dont  les  conjugués  sont  en  ligne  droite. 

Théorème.  —  Lorsque  trois  points  sont  en  ligne 
droite,  leurs  conjugués  et  le  foyer  singulier  sont  sur 
un  cercle. 

Théorème.  —  Lorsqu'un  cercle  passe  par  le  foyer 
singulier,  il  détermine  par  ses  intersections  avec  la 
strophoïde  un  triangle  dont  les  côtés  prolongés  ren- 
contrent la  courbe  en   trois  points  en  ligne  droite. 

(  Comparer  avec  les  énoncés  correspondants  de  M.  Ba- 
litrand.) 

GÉNÉRATIONS  DE  LA  STROPHOÏDE. 

1.  Nous  avons  vu  que,  lorsque  deux  points  de  la 
Strophoïde  sont  en  ligne  droite  avec  le  foyer  singulier, 
leurs  vecteurs  sont  rectangulaires. 

De  là,  on  déduit  la  construction  bien  connue  : 
Tracer  tous  les  cercles  tangents  en  D  à  DO  et  joindre 
leurs  centres  au  foyer  singulier;  les  droites  obtenues 
rencontrent  leurs  cercles  respectifs  en  deux  points  qui 
appartiennent  à  la  strophoïder. 

2.  Un  cercle  tangent  en  D  à  A  rencontre  la  stro- 
phoïde en  deux  points  dont  le  produit  des  coefficients 
vectoriels  est  C^  ;  ces  deux  points  sont  donc  en  ligne 
droite  avec  o-. 

Mais  reprenons  nos  axes  primitifs. 
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Un  cercle  tangent  en  D  à  A  a  pour  équation 

la  polaire  de  F  par  rapport  à  ce  cercle  a  pour  équation 

x{a  —  k)'W  by  —  aA:  =  o, 

et  Ton  reconnaît  qu'elle  passe  par  o*;  le  lieu  des  points 
de  contact  des  tangentes  menées  par  F  aux  cercles  tan- 
gents en  D  à  A  est  la  strophoïde  ;  d^où 

Théorème.  —  Lorsqu'un  cercle  est  langent  e/z  D  à  A, 
les  tangentes  quon  peut  lui  mener  par  le  foyer  singu- 
lier ont  leurs  contacts  sur  la  strophoïde  et  la  corde  de 
contact  passe  par  le  point  de  section . 

De  là,  la  construction  suivante  : 

Tracer  tous  les  cercles  tangents  en  D  à  A,  joindre  le 
foyer  singulier  à  leurs  centres  et  de  o-  abaisser  les 
perpendiculaires  sur  les  droites  ainsi  obtenues.  Ces 
perpendiculaires  rencontrent  leurs  cercles  respectifs 
en  deux  points  qui  appartiennent  à  la  strophoïde. 

La  construction  précédente  est  de  beaucoup  préfé- 
rable. 

3.  Nous  avons  vu  (23)  que  la  droite  qui  joint  deux 
points  conjugués  G  et  C  est  perpendiculaire  à  la  droite 
qui  joint  leur  collinéaire  K  au  point  double  ;  si  m  est  le 
coefficient  vectoriel  de  K,  Téquation  de  CC  est 

■ 

am^ -T-  m(y  — 2 b)-i-  x  —  a  =  o, 
et  son  enveloppe  est  la  parabole 

{y  —  26)*  —  ^a{x  —  a)  =  (x  —  la^-h  {y  —  7.b)^ —  x-  =  o. 

Cette  parabole  a  pour  foyer  le  point  f  symétrique 
de  D  par  rapport  A  F  et  pour  directrice  la  droite  A. 


r 
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La  strophoïde  est,  comme  on  le  sait,'  la  podaire  de 
cette  parabole. 

4.  M.  CazsLmian  (]Voui'elles  Annales,  octobre  1898) 
a  démontré  un  très  beau  théorème  sur  la  strophoïde  et 
qui  conduit  à  un  grand  nombre  d^applications. 

Il  est  facile  de  voir  que  les  points  A  et  B  de  M.  Caza- 
mian  sont  les  points  or  et  O,  et  Ton  peut  énoncer  ce  théo- 
rème : 

Théorème.  —  La  droite  MD,  qui  joint  un  point  rie 
la  strophoïde  au  point  double,  est  bissectrice  de 
r  angle  œM^. 

Le  théorème  de  M.  Cazamian  permet  de  voir  que  la 
strophoïde  est  : 

Le  lieu  des  foyers  des  coniques  tangentes  en  o-  à  Do* 
et  en  <>  à  D<>. 

Le  lieu  des  foyers  des  coniques  tangentes  à  Do*  et 
à  D^  et  ayant  a^  pour  directrice. 

Le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées 
par  0-  et  O  aux  cercles  ayant  D  pour  centre. 

Le  lieu  des  pieds  des  normales  abaissées  du  point 
double  sur  les  coniques  ayant  deux  points  conjugués 
pour  foyers,  etc. 

Remarque,  —  Deux  points  conjugués,  leur  colli- 
néaire  et  le  point  de  contact  avec  la  parabole  de  la  droite 
qui  les  joint,  forment  une  division  harmonique. 

Consulter  : 

Weill,  Sur  les  quadrilatères  qui  ont  leurs  six  sommets  sur  une 
cubique  {Nous^elles  Annales,  septembre  1884 ). 

AsTOR,  Sur  quelques  propriétés  des  courbes  planes  unicursales 
du  troisième  ordre  {Nouvelles  Annales,  juillet  189a). 

Cazamian,  Sur  un  lieu  géométrique  et  ses  applications  {Nou- 
velles Annales,  octobre  1898). 

Balitrand,  Sur  la  strophoïde  et  la  cissoide  {Nouvelles  An- 
nales, novembre  1898  ). 
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NOTE   SUR   LA   STROPHOIDE; 

Par  m.  André  GAZAMIAN. 


Un  grand  nombre  de  propriétés  intéressantes  de  cette 
courbe  remarquable  sont  dues  à  ce  fait  qu'elle  reste 
semblable  à  elle-même  dans  un  mode  particulier  de  pro- 
jection. 

On  sait  que  l'on  appelle  points  conjugués  de  la  stro- 
phoïde  les  couples  de  points  de  la  courbe  qui  sont  tels 
que  les  droites  joignant  chacun  des  deux  points  au  point 
*  double  O  sont  également  inclinées  sur  les  tangentes  en 
ce  point  double.  Il  en  résulte  que  le  faisceau  des  droites 
joignant  le  point  double  aux  points  conjugués  est  un 
faisceau  involutif  ayant  pour  rayons  doubles  les  tan- 
gentes au  point  O.  Comme  conséquence  de  cette  re- 
marque : 

En  projetant  une  strophoïde  de  façon  que  deux 
points  conjugués  de  la  courbe  deviennent  les  points  cy- 
cliques,  on  obtient  encore  une  strophoïde. 

En  eifet,  la  projection  sera  encore  une  cubique,  pas- 
sant par  les  points  cycliques,  et  ayant  un  point  double. 
De  plus,  les  tangentes  en  ce  point  seront  conjuguées  par 
rapport  aux  droites  isotropes,  et  par  suite  rectangu- 
laires. Ces  propriétés  caractérisent  la  strophoïde. 

C'est  ainsi  qu'en  transformant  cette  proposition,  que 
le  lieu  des  points  de  rencontre  des  tangenles'menées  par 
deux  points  fixes  à  une  série  de  cercles  concentriques 
est  une  strophoïde  ayant  ces  points  pour  points  conju- 
gués, on  obtient  cette  autre  propriété  :  Le  lieu  des  foyers 
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des  coniques  bitangeutes  à  une  conique  en  deux  points 
fixes  est  une  strophoïde. 
Autres  exemples  : 


Théorèmes. 

Le  lieu  des  points  de  con- 
tact des  tangentes  menées  à 
des  coniques  homofocales  par 
un  point  fixe  est  une  stro- 
phoïde. Deux  points  de  con- 
tact relatifs  à  une  conique 
quelconque  sont  deux  points 
conjugués. 

Le  lieu  des  points  de  ren- 
contre des  tangentes  menées 
à  une  famille  de  coniques 
homofocales  par  deux  points 
pris  sur  l'une  d'entre  elles  est 
unestrophoïde  ayant  ces  deux 
points  pour  points  conjugués. 


Théorèmes  corrélatifs» 

Le  lieu  des  points  de  con- 
tact des  tangentes  menées 
aux  coniques  inscrites  dans 
un  quadrilatère  circonscrip- 
tible  à  un  cercle  par  le  centre 
du  cercle  est  une  strophoïde. 


Le  lieu  des  foyers  des  co- 
niques inscrites  dans  un  qua- 
drilatère circonscriptible  e#t 
une  strophoïde. 


SUR  L  HYPERBOLE  ÉQUILATÈRE  ET  SUR  SES  INVERSES; 

Par  m.  André  CAZAMIAN. 


Dans  cette  Note,  nous  nous  proposons  d'établir  les 
propriétés  de  la  strophoïde  et  de  la  lemniscate  en  con- 
sidérant ces  courbes  comme  les  transformées  par  rayons 
vecteurs  réciproques  de  l'hyperbole  équilatère.  Nous 
donnerons  aussi  certaines  propriétés  intéressantes  de 
l'hyperbole  elle-même.  Enfin,  nous  étendrons,  par  in- 
version, plusieurs  propositions  à  toutes  les  cycliques 
unicursalcs  dont  les  tangentes  au  point  double  sont  rec- 
tangulaires (  '). 


(')  Plusieurs  des   théorèmes  que   nous  donnerons   ont   déjà   été 
Ann.  de  Afathémat.,  3«  série,  t.  XIIL  (Juillet  i8q4')  ^^ 
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Quelques  remarques  préliminaires  sont  nécessaires. 

La  figure  inverse  d'une  conique  par  rapport  à  un 
point  quelconque  P  de  son  plan,  étant  la  polaire  rela- 
tivement à  P  de  la  polaire  réciproque,  qui  est  une 
conique,  est  une  quartique  bicirculaire  ayant  uu  point 
double  en  P.  Les  tangentes  en  ce  point  double  sont 
les  parallèles  aux  asymptotes  de  la  conique  menées  par 
ce  point.  Si  la  conique  est  une  ellipse,  le  point  P  est 
donc  toujours  un  point  double  isolé;  ce  point  double 
est  réel  si  la  conique  est  une  hyperbole,  c'est  un  point 
de  rebroussement  si  la  conique  est  une  parabole.  En 
adoptant  l'expression  de  cyclique  pour  désigner  une 
quartique  bicirculaire,  nous  pourrons  dire  que  la  figure 
inverse  d'une  conique,  le  centre  d'inversion  étant  quel- 
conque dans  le  plan,  est  une  cyclique  unicursale.  Si  la 
conique  est  une  hyperbole  équilatère,  la  cyclique  aura 
ses  tangentes  au  point  double  rectangulaires.  Nous  l'ap- 
pellerons une  cyclique  équilatère.  Si  le  centre  d'inver- 
sion est  au  centre  de  l'hyperbole,  le  point  double  est, 
de  plus,  centre  de  la  cyclique  équilatère,  qui  est  alors 
une  lemniscate.  Enfin  les  cycliques  inverses  de  la  para- 
bole pourront  être  appelées  des  cycliques  cuspidales. 
Dans  le  cas  où  le  centre  d'inversion  P  est  sur  la  conique, 
la  figure  inverse  est  une  cubique  circulaire  unicursale, 
dont  le  point  double  est  P,  les  tangentes  en  ce  point 
étant  toujours  les  parallèles  issues  de  P  aux  asymptotes 
de  la  conique.  Si  donc  celle-ci  est  une  hyperbole  équî- 


obteDus  par  M.  BalilraDd  dans  deux  études  analytiques  directes 
{Nouvelles  Annales,  novembre  1898,  et  Journal  de  Math,  spéc, 
avril  1891)  sur  la  strophoïde  et  la  lemniscate.  Nous  aurons  soin  de 
signaler  les  propositions  dues  à  cet  auteur.  Notre  travail  montrera 
qu'il  n'était  pas  utile  d'étudier  séparément  ces  deux  courbes,  les 
propriétés  de  l'une  et  de  l'autre  se  déduisant  des  propriétés  de  l'hy- 
perbole équilatère. 
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latère,  la  figure  inverse  est  une  slrophoïde  :  c'est  une 
cîssoïde  si  la  conique  est  une  parabole. 

Soient  H  une  hyperbole  équilatère  de  centre  O,  P  un 
point  quelconque  de  la  courbe,  que  nous  prenons  pour 
centre  d'inversion  {fig>  i).  Alors  les  parallèles  aux 
asymptotes  de  l'hyperbole  menées  par  P  sont  les  tan- 
gentes au  point  double  P  de  la  strophoïde  oblique  S  in- 


verse de  H.  La  tangente  à  l'hyperbole  équilatère  au 
point  P  est  parallèle  à  Tasyaiptote  de  S.  Deux  points 
A  et  B,  diamétralement  opposés  sur  l'hyperbole,  sont 
tels  que  les  droites  PA,  PB  sont  égaleiîient  inclinées  sur 
les  asymptotes;  leurs  correspondants  A'  et  B'  sur  la  stro- 
phoïde seront  donc  tels  que  les  droites  les  joignant  au 
point  double  soient  également  inclinées  sur  les  tangentes 
au  point  double  ;  es  deux  points  seront  donc  deux  points 
conjugués  de  la  strophoïde  (points  qui  ont  des  para- 
mètres égaux  et  de  signes  contraires  lorsqu'on  rapporte 
la  slrophoïde  à  ses  tangentes  au  point  double,  et  qu'on 
exprime  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  en 
fonction  d'un  paramètre  variable).  En  particulier,  aux 
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points  P|  et  P'^ ,  symétriques  de  P  par  rapport  aux  axes 
de  H,  correspondront  les  deux  points  de  la  strophoïde 
situés  sur  les  bissectrices  des  angles  des  tangentes  au 
point  double,  et  qui  sont  conjugués  (paramètres  -H  i  et 
—  i).  Au  point  P  de  l'hyperbole  équilatère  correspond, 
sur  la  slroplioïde,  le  point  à  l'infini  sur  Tasymptote 
réelle,  et  au  point  P',  symétrique  de  P  par  rapport  au 
centre  O  de  l'hyperbole,  correspondra  le  point  K  de  la 
strophoïde  situé  sur  la  droite  symétrique  par  rapport 
aux  tangentes  au  point  double  de  la  parallèle  à  Tasym- 
ptote  menée  par  le  point  double.  Ce  point  K  est  conju- 
gué du  point  réel  à  Tinfini  de  la  strophoïde. 

Remarquons  enfin  qu'à  un  cercle  tangent  en  P  à  Thy- 
perbole  correspond  une  droite  parallèle  à  l'asymptote 
de  la  strophoïde,  et  au  cercle  osculateur  en  P  corres- 
pond l'asymptote  elle-même,  de  sorte  qu'au  point  de 
rencontre  du  cercle  osculateur  en  P  avec  l'hyperbole 
équilatère  correspond  le  point  de  rencontre  de  la  stro- 
phoïde avec  son  asymptote.  A  un  cercle  osculateur  en 
un  point  autre  que  P  correspondra  le  cercle  osculateur 
au  point  correspondant  de  la  strophoïde. 

Nous  allons^  d'abord  transformer  des  propriétés  con- 
nues de  l'hyperbole  équilatère. 

Le  cercle  de  diamètre  PP'  Les  points  de  la  strophoïde 

passe  par  les  points  Pi  et  P\.      situés   sur  les  bissectrices  de 

Tangle  des  tangentes  au 
point  double  sont  en  ligne 
droite  avec  le  conjugué  du 
point  réel  à  l'infini. 

Les  droites  AB  passent  par  Les  cercles  circonscrits  aux 

le  centre  de  l'hyperbole  équi-       triangles  formés  par  le  point 
larére,  milieu  de  PP'.  double    d'une    strophoïde    et 

deux  points  conjugués  quel- 
conques passent  par  un  point 
fixe,   qui   est   le   milieu  de   la 
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Les  perpendiculaires  en  A 
et  B  aux  droites  Pk  et  PB  se 
coupent  sur  Thyperbole  équi- 
lalère. 


M  étant  un  point  quelconque 
de  l'hyperbole  équilatère,  les 
angles  MAP,  MBP  sont  égaux. 


La  tangente  en  P  à  Thyper- 
bole  équilatère  et  la  droite  PO 
font  des  angles  égaux  avec  les 
droites  PA  et  PB. 


Soient  P  un  point  fixe  d'une 
hyperbole  équilatère,   A  et  B 


distance  du  point  double  au 
conjugué  du  point  réel  à  l'in- 
fini (point  K). 

Les  cercles  ayant  pour  dia- 
mètres les  droites  joignant  le 
point  double  à  deux  points 
conjugués  se  coupent  sur  la 
strophoïde. 

Autrement  :  La  projection 
du  point  double  sur  la  droite 
joignant  deux  points  conju- 
gués appartient  à  la  stro- 
phoïde. 

La  droite  joignant  un  point 
quelconque  M  de  la  strophoïde 
au  point  double  est  bissectrice 
de  l'angle  des  droites  joignant 
le  même  point  M  à  deux 
points  conjugués  quelcon- 
ques. 

La  parallèle  à  l'asymptote 
menée  par  le  point  double  est 
médiane  du  triangle  formé 
par  le  point  double  et  deux 
points  conjugués  quelcon- 
ques (1). 

Autrement  :  Le  lieu  des 
milieux  des  cordes  joignant 
deux  points  conjugués  est  la 
parallèle  à  l'asymptote  menée 
par  le  point  double. 

L'enveloppe  des  droites  joi- 
gnant deux  points   conjugués 


(•)  Cela  résulte  de  cette  proposition  :  Soient  P  le  centre  d'inver- 
siony  A  et  B  deux  points  d* une  figure,  A'  et  B'  les  points  corres- 
pondants de  la  figure  inverse  :  la  médiane  et  la  sy médiane  du 
triangle  PAB  (  issues  deP)  sont  respectivement  symédiane  et  pie- 
diane  du  triangle  PA'B'. 


(    2-0    ) 


les  exlrémités  d'un  diamètre 
quelconque.  Le  cercle  S  cir- 
conscrit au  triangle  PAB  ren- 
contrant l'hyperbole  au  point 
D,  on  sait  que  le  centre  du 
cercle  2  est  le  milieu  de  PD, 
d'où  il  résulte  que  l'enveloppe 
de  ces  cercles  est  la  podaire 
de  l'hyperbole  équilatére  rela- 
tive au  point  P. 


d'une  strophoïde  est  la  figure 
inverse  de  la  podaire  d'une 
hyperbole  équilatére  relative 
à  un  point  de  la  courbe  :  c'est 
donc  la  polaire  réciproque 
d'une  hyperbole  équilatére, 
le  centre  du  cercle  directeur 
étant  sur  l'hyperbole,  c'est- 
à-dire  une  parabole  dont  la 
directrice  passe  par  le  point 
double  de  la  strophoïde. 


Pour  continuer  cette  étude  de  l'hyperbole  équilatére 
et  de  la  stroplioïde,  nous  allons  établir  certains  lliéo- 
rcmes  intéressants  sur  la  conique  en  la  considérant 
comme  une  courbe  unicursale.  Rapportée  à  ses  asym- 
ptotes, l'hyperbole  équilatére  a  pour  équation 


xy  =  a^, 


En  posant^'  =  V^x^  on  a 


X 


2  — 


«2 


ou 


a 


et 


y  =z  at. 


Portant  ces  valeurs  à  la  place  de  x  oXy  dans  l'équa- 
tion 

^2_|_^2_2aa7  —  2  ^y  h-  y  =  o 

d'un  cercle  quelconque  du  plan,  on  obtient  l'équation 
dont  les  racines  véritîent  la  relation 


(!) 


t\  t^t^t]^'=-  I . 


Si  le  cercle  passe  par  l'origine,  c'est-à-dire  par  le 
centre  de  l'hyperbole  équilatére,  on  a  y  =  o,  et  les  ra- 
cines de  l'équation  vérifient  en  outre  la  relation 

{->.)  2/i^2  =  o. 

Les  relations  (i)  et  (2)  vont  nous  permettre  d'énon- 


(  »7'  ) 
cer  un  grand  nombre  de  théorèmes  sur  les  systèmes  de 
cercles  et  d'hyperbole  équilalère.  Les  démonstrations 
sont  pour  la  plupart  si  simples  que  nous  les  laisserons 
de  côlé,  nous  contentant  d'énoncer  les  propositions  et 
de  les  transformer  à  mesure  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques, le  centre  d*in version  étant  sur  l'hyperbole. 

Si  quatre  points  d'une   hy-  Si  quatre  points  d'une  stro 
perbole  équilatère  sont  sur  un  phoïde   sont    sur    un    cercle, 
cercle,  les  points  diamétrale-  leurs   conjugués    sont    égale- 
ment opposés  sont  également  ment  sur  un  cercle, 
sur  un  cercle. 

Si  quatre  points  d'une  hy-  Si  quatre  points  d'une  stro- 
perbole  équilatère  sont  sur  un  phoïde  sont  sur  un  cercle, 
cercle,  deux  de  ces  points  et  deux  de  ces  points  et  les  cou- 
les points  diamétralement  op-  jugués  des  deux  autres  sont 
posés  aux  deux  autres  sont  également  sur  un  cercle, 
également  sur  un  cercle. 

Plaçons  le  centre  d'inversion  en  l'un  des  points  d'in- 
tersection du  cercle  avec  l'hyperbole  équilatère,  la  se- 
conde proposition  devient  : 

Si  trois  points  d'une  strophoïde  sont  en  ligne  droite, 
Vun  d^eiLX  et  les  conjugués  des  deux  autres  sont  éga- 
lement en  ligne  droite, 

La  première  proposition  fournit  encore  cette  pro- 
priété de  trois  points  en  ligne  droite  sur  la  strophoïde  : 

Si  trois  points  d'une  strophoïde  sont  en  ligne  droite, 
leurs  conjugués  forment  un  triangle  tel  que  le  cercle 
circonscrit  à  ce  triangle  passe  par  un  point  fixe,  qui 
est  le  conjugué  du  point  réel  à  V infini  (  *  ). 


(•)  C'est  le  point  de  paramètre  -f-  c  lorsqu'on  prend  pour  équation 
de  la  strophoïde  {y  -f-  ex)  {x^-{- y"^)  =  axy  et  non  le  point  de  pa- 
ramètre I,  comme  l'indique  à  tort  M.  Baiitrand  {loc.  cit.,  p.  438). 
L'adjonction   à  certains  groupes  de  points  des  points  de  paramètres 


(  '^1^  ) 

Par  deux  points    pris    sur  Par  deux   points    pris    sur 


une  hyperbole  équilatère  on 
peut  mener  deux  cercles  tan- 
gents à  l'hyperbole;  les  points 
de  contact  sont  diamétrale- 
ment opposés. 


une  strophoïde  on  peut  mener 
deux  cercles  tangents  à  la 
courbe;  les  points  de  <^ontact 
sont  conjugués  (Balitrand). 


Désignons  par  Pet  M  les  deux  points  pris  sur  l'hy- 
perbole, nous  placerons  dans  le  théorème  suivant  le 
centre  d'inversion  au  point  P. 


Si  par  deux  points  quelcon- 
ques P  et  M  d'une  hyperbole 
équilatère  on  mène  les  deux 
cercles  o)  et  a>'  tangents  à  l'hy- 
perbole, en  désignant  par  A 
et  B  les  points  de  contact  : 

1°  Les  deux  points  A  et  B 
sont  diamétralement  opposés; 

2°  Les  deux  cercles  oj  et  oj' 
sont  égaux; 

3"  Le  cercle  û  circonscrit  au 
triangle  PAB  passe  par  le 
point  diamétralement  opposé 
au  point  M,  et  il  est  égal  aux 
cercles  w  et  a>'; 

4°  Le  cercle  MAB  passe  par 
le  point  diamétralement  op- 
posé au  point  P. 


Si  par  un  point  M  d'une 
strophoïde  on  mène  les  deux 
tangentes  MA,  MB  à  la 
courbe  : 

1°  Les  deux  points  de  con- 
tact sont  conjugués;  autre- 
ment :  les  tangentes  en  deux 
points  conjugués  se  coupent 
sur  la  strophoïde; 

2®  Les  deux  tangentes  MA, 
MB  sont  à  égale  distance  du 
point  double; 

Z"*  La  corde  polaire  AB  ren- 
contre la  strophoïde  au  point 
conjugué  du  point  M  (on  sait 
d'autre  part  que  ce  point  de 
rencontre  est  la  projection  du 
point  double  sur  AB)  et  elle 
est  à  la  même    distance    du 


+  1  et  —  I  a  conduit  cet  auteur,  dans  son  étude  analytique  de  la 
strophoïde,  à  des  conclusions  erronées,  que  nous  signalerons.  Nous 
allons  montrer  par  un  exemple  que  la  considération  de  ces  points 
conduit  à  des  résultats  inexacts.  On  trouve  (p.  4^0  qu^  l^s  para- 
métres ^,,  ^,,  i,,  t^  de  quatre  points  situés  sur  un  cercle  vérifient  la 
relation  t^  t^t^t^—  c,  et  les  paramètres  de  trois  points  en  ligne  droite 
vérifient  la  relation  6,0,8j  =  — c.  Adjoignons  à  ces  trois  derniers 
points  le  point  9^  de  paramètre  — i,  nous  aurons  9,0,6,9^=  c.  On 
déduirait  donc  de  là  que  trois  points  en  ligne  droite  sont  situés  sur 
un  cercle  passant  par  le  point  (— i). 
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Par  un  point  pris  sur  une 
hyperbole  équilatère,  on  peut 
mener  trois  cercles  oscula- 
teurs,  l'un  réel,  les  deux  au- 
tres imaginaires.  Le  point  fixe, 
les  points  d'osculation  sont 
situés  sur  un  cercle  (c'est  le 
théorème  de  Steiner)  («).  Ce 
cercle  passe  par  le  centre  de 
l'hyperbole. 


Deux  cercles  2  et  2'  ren- 
contrant une  hyperbole  équi- 
latère respectivement  aux 
points  (A,  B,  C,  D), 
(X'y  B',  G',  D'),  on  mène  le 
cercle  passant  en  A  et  tangent 
à  l'hyperbole  en  A',  le  cercle 
passant  en  B  et  tangent  à  Thy- 
perbole  en  B',  . . . ,  les  quatre 
cercles  ainsi  obtenus  rencon- 
trent de  nouveau  l'hyperbole 
en  quatre  points  qui  sont 
situés  sur  un  même  cercle. 


point  double  que  les  droites 
MA,  MB.  Il  résulte  de  là  que 
le  point  double  est  le  centre 
du  cercle  inscrit  au  triangle 
MAB,  le  point  de  contact  du 
cercle  avec  AB  étant  conjugue 
deM(Journal  de  Math,  spéc, 
1887;  p.  269); 

4"  Le  cercle  MAB  passe  par 
un  point  fixe,  qui  est  le  con- 
jugué du  point  réel  à  l'in- 
fini. 

Par  un  point  pris  sur  la 
strophoïde,  on  peut  faire  pas- 
ser trois  cercles  osculateurs 
à  cette  courbe;  l'un  est  réel, 
les  deux  autres  imaginaires. 
Le  point  fixe  et  les  points 
d'osculation  sont  sur  un  cercle 
(Balitrand). 

Ce  cercle  passe  par  un  point 
fixe  (le  milieu  de  la  distance 
du  point  double  au  conjugué 
du  point  réel  à  l'infini). 

Deux  cercles  2  et  2'  ren- 
contrant une  strophoïde  res- 
pectivement aux  points  (A,  B, 
C,  D),  (A',  B',  G',  D'),  on 
mène  le  cercle  passant  en  A  et 
tangent  à  la  strophoïde  en  A', 
le  cercle  passant  en  B  et  tan- 
gent à  la  strophoïde  en  B', ..., 
les  quatre  cercles  ainsi  obte- 
nus rencontrent  de  nouveau 
la  strophoïde  en  quatre  points 
situés  sur  un  même  cercle. 


(')   Voir  la  Note  qui  termine  notre  étude. 


(  ^74  ) 

Plaçons  le  centre  d*iuversion  au  point  A,  nous,  au- 
rons la  proposition  suivante  : 

Soient  B,  G,  D  les  points  de  rencontre  d' une  droite 
quelconque  av^ec  une  strophoïde.  A',  B',  C,  D' les  points 
d'intersection  d'un  cercle  quelconque  a^ec  la  même 
courbe.  Les  points  de  rencontre  a^ec  la  strophoïde  de 
la  tangente  en  A'  et  des  cercles  passant  par  les  points 
B',  C,  D'  et  tangents  respectivement  à  la  courbe  aux 
points  B,  C,  D  sont  sur  un  même  cercle. 

Si  dans  la  proposition  précédente  on  suppose  les  deux 
cercles  ^  et  S'  confondus,  on  obtient  le  théorème  sui- 
vant : 

Les    cer'cles    osculateurs    à  Les   cercles    osculateurs    à 

une    hyperbole  éqailatère  en  une     strophoïde    en     quatre 

quatre    points    situés   sur  un  points    situés    sur    un    cercle 

cercle  rencontrent  de  nouveau  rencontrent    de    nouveau     la 

l'hyperbole  en  quatre   points  strophoïde*  en   quatre  points 

situés  sur  un  cercle.  situéssuruncercle(6alitrand). 

Plaçons  le  centre  d'inversion  en  Tun  des  points  de 
rencontre  du  cercle  avec  Thyperbole  équilatère,  nous 
aurons  le  théorème  suivant  : 

Les  cercles  osculateurs  à  une  strophoïde  en  trois 
points  en  ligne  droite  rencontrent  de  nouveau  la  stro- 
phoïde en  trois  points  :  le  cercle  passant  par  ces  trois 
points  passe  par  un  point  fixe,  qui  est  le  point  oà  la  stro- 
phoïde rencontre  son  asy  mptote  (  *  ) . 

Si   l'on  coupe    une  hyper-  Théorème  identique  sur   la 

bole  équilatère  par  un  cercle      strophoïde  (Balitrand). 
quelconque,  que  par  deux  des 
points  d'intersection   on  fasse 


(»)  Le  théorème  énoncé  par  iM.  Balitrand  {loc.  cit.,  p.  437)  n'est 
pas  exact. 


(  »: 

passer  un  cercle,  et  par  les 
deux,  autres  un  second  cercle, 
les  deux,  nouveaux  cercles  cou- 
pent l'hyperbole  équilatère  en 
quatre  points  situés  sur  un 
cercle  (*). 

Soient  P  un  point  d'une  hy- 
perbole équilatère,  A,  B,  C, 
D  les  points  d'intersection 
d'un  cercle  avec  l'hyperbole. 
Les  quatre  cercles  passant  en 
P  et  touchant  l'hyperbole  res- 
pectivement aux  points  A,  B, 
C,  D  rencontrent  de  nouveau 
l'hyperbole  en  quatre  points 
situés  sur  un  cercle. 

Les  cercles  osculateurs  aune 
hyperbole  équilatère  en  deux 
points  diamétralement  oppo- 
sés rencontrent  de  nouveau 
l'hyperbole  en  deux  points  dia- 
métralement opposés. 

Soient  P  un  point  d'une  hy- 
perbole équilatère,  (A,  B), 
(A',  B')  deux  couples  quelcon- 
ques de  points  diamétralement 
opposés.  Les  cercles  (PAB'), 
(PA'B)  se  coupent  en  I  sur 
l'hyperbole  équilatère.  De 
même  les  cercles  (PAA'), 
(PBB')  se  coupent  en  I'  sur 
l'hyperbole  équilatère.  Les 
points  I  et  I'  sont  diamétrale- 
ment opposés.  Les  quatre  cer- 
cles sont  égaux. 


Les  tangentes  à  une  stro- 
phoïde  en  quatre  points  situés 
sur  un  cercle  rencontrent  de 
nouveau  la  strophoïde  en 
quatre  points  situés  sur  un 
cercle  (Balitrand). 


Les  cercles  osculateurs  à 
une  strophoïde  en  deux  points 
conjugués rencontrentde  nou- 
veau la  strophoïde  en  deux 
points  conjugués  (  Balitrand). 

Soient  (A,B),  (A', B')  deux 
couples  quelconques  de  points 
conjugués  d'une  strophoïde. 
Les  droites  AB'  et  A'  B  se  cou- 
pent en  I  sur  la  strophoïde. 
Les  droites  AA',  BB'  se  cou- 
pent de  même  en  I'  sur  la  stro- 
phoïde. Les  points  I  et  I'  sont 
conjugués.  Les  quatre  droites 
AB',  A'B,  AA',  BB'  sont  à  la 
même  distance  du  point  dou- 
ble. 

On  déduit  de  là  cet  énoncé 
de  M.  Balitrand  :   Tout  qua- 


(  *  )  Le  théorème  est  vrai  pour  une  conique  quelconque  (voir  la 
Note  qui  termine  notre  étude). 
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drilatère  complet  inscrit  à  la 
strophoïde  est  un  quadrilatère 
conjugué  inscrit. 

Par  un  point   d*une  hyper-  Par    un    point   quelconque 

bole  équilatère  on  peut  mener  d'une  strophoïde  et   le   point 

quatre  cercles  passant  par  le  R    milieu   de  la   distance   du 

centre  de   l'hyperbole  et  tan-  point  double  au  conjugué  du 

gents  à  la  courbe.  Les  quatre  point  réel   à   l'infini  on   peut 

points  de  contact  sont  sur  un  mener  quatre  cercles  tangents 

même    cercle  passant  par  le  à  la  strophoïde.  Les  points  de 

centre  de  l'hyperbole,  contact    sont    sur    un    même 

cercle  passant  par  R. 

Plaçons  le  centre  d'inversion  au  point  considéré  de 
l'hyperbole  équilatère,  nous  avons  ce  théorème  : 

Par  le  point  R,  milieu  de  la  distance  du  point 
double  d'une  strophoïde  au  conjugué  du  point  réel  à 
r  infini  (M,  on  peut  mener  à  la  strophoïde  quatre  tan- 
gentes,  dont  les  points  de  contact  sont  sur  un  même 
cercle  passant  par  R. 

On  voit  par  les  exemples  précédents  quelle  ((uantité 
considérable  de  théorèmes  on  peut  énoncer  sur  la  stro- 
phoïde en  transformant  par  rayons  vecteurs  réciproques 
les  propriétés  de  l'hyperbole  équilatère,  le  centre  d'in- 

(')  C'est  le  point  fixe  par  lequel  passent  tous  les  cercles  circon- 
scrits aux  triangles  formés  par  le  point  double  et  deux  points  con- 
jugués quelconques.  L'équation  delà  strophoïde  étant 

{y  -h  cx){x*-hy')  =  axyy 

ce  point  R  a  pour  coordonnées 

a  ac 


4(i-hc^)         -"      4(n-c«) 

Il  est  situé  sur  la  droite  symétrique  par  rapport  aux  tangentes  au 
point  double  de  la  parallèle  à  l'asymptote  menée  par  le  point 
double.  C'est  la  droite  que  M.  Balitrand  a  appelée  Vaxe  de  la  stro- 
phoïde. 


(  ^77  ) 
version  étant  placé  en  un  point  pris  à  volonté  sur  i'Uy- 
perbole. 

Propriétés  de  la  lemniscate,  —  Si  le  centre  d*inver- 
sion  est  placé  au  centre  de  l'hyperbole  équilatère,  la 
courbe  inverse  est  une  lemniscate.  En  transformant  les 
propriétés  énoncées  plus  haut  sur  Thyperbole  équila- 
tère, on  obtiendra  notamment  tous  les  théorèmes  don- 
nés par  M.  Balitrand  dans  son  étude  sur  la  lemniscate 
[Journal de  Math,  spéc,  avril  1891). 

Propriétés  des  cycliques  équilatères,  — Enfin ,  si  le 
centre  d'inversion  est  quelconque  dans  le  plan,  on 
pourra  énoncer  des  propriétés  communes  à  toutes  les 
cycliques  équilatères.  Voici  les  plus  remarquables  : 

Les  cercles  osculateurs  à  une  cjclique  équilatère  en 
quatre  points  situés  sur  un  cercle  rencontrent  de  nou- 
veau la  cyclique  en  quatre  points  situés  sur  un  cercle. 

Deux  cercles  S  et  Y!  rencontrant  une  cyclique  équi- 
latère respectivement  aux  points  (A,  B,  C,  D), 
(A',  B',  C\  D'),  si  Von  mène  le  cercle  passant  en  A  et 
tangent  à  la  cyclique  en  A',  le  cercle  passant  en  B  et 
tangent  à  la  cyclique  en  B',  . .  . ,  les  quatre  cercles  ainsi 
obtenus  rencontrent  de  nouveau  la  cyclique  en  quatre 
points  situés  sur  un  cercle. 

Soient  M  un  point  d^une  cyclique  équilatère,  A,  B, 
G,  D  les  points  d'intersection  d'un  cercle  avec  la  cy- 
clique. Las  quatre  cercles  passant  en  M  et  touchant  la 
cyclique  respectivement  aux  points  A,  B,  C,  D  ren- 
contrent de  nouveau  la  cyclique  en  quatre  points  situés 
sur  un  cercle. 

Par  un  point  M  pris  sur  une  cyclique  équilatère,  onpeut 
mener  trois  cercles  osculateurs  à  la  cyclique,  l'un  est 
réel,  les  deux  autres  imaginaires.  Les  trois  points  d'os- 
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culation  et  le  point  M  sont  situés  sur  un  même  cercle, 
(/ai  passe  par  un  point  fixe  du  plan,  indépendant  de  la 
position  du  point  M. 

Ce  point  fixe  joue  un  rôle  important  dans  la  géomé- 
trie des  cycliques  équilatères.  C*est  le  point  qui  corres- 
pond, dans  l'inversion,  au  centre  de  Thyperbole  équi- 
latère.  Nous  le  désignerons  dans  les  lliéorèmes  suivants 
par  la  lettre  lo. 

Par  deux  points  pris  sur  une  cyclique  équilatère  on 
peut  mener  deux  cercles  tangents  à  la  cyclique.  Les 
points  de  contact,  le  point  double  et  le  point  w  sont  sur 
un  même  cercle. 

Par  un  point  d^ une  cyclique  équilatère  et  le  point  eu 
on  peut  mener  quatre  cercles  tangents  à  la  cyclique. 
Les  quatre  points  de  contact  sont  sur  un  même  cercle 
passant  par  le  point  w. 

Soient  A,  B,  C,  D  quatre  points  d'une  cyclique 
équilatère  situés  sur  un  cercle,  et  O  le  point  double. 
Si  l'on  trace  les  cercles  circonscrits  aux  triansles 
(OA(o,  013(1),  .. .),  ces  cercles  rencontrent  la  cyclique 
en  quatre  nouv^eaux  points  qui  sont  situés  sur  un  même 
cercle. 

Si  quatre  points  d'une  cyclique  équilatère  sont  sur 
un  cercle,  deux  de  ces  points  et  les  points  de  rencontre 
a\fec  la  cyclique  des  cercles  passant  par  le  point  dou~ 
ble,  le  point  w  et  chacun  des  deux  autres  points  sont 
également  sur  un  cercle, 

A  deux  points  diamétralement  opposés  de  Thyper- 
bole  équilatère,  il  suffit  de  faire  correspondre,  comme 
on  le  voil,  les  deux  points  de  rencontre  avec  la  cyclique 
équilatère  d'un  cercle  passant  par  son  point  double  et 
le  point  03. 
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En  terminant,  citons  encore  ce  tliëorènie  : 


'j 


Un  cej'cle  passant  par  le  point  double  et  le  point  (o 
rencontre  la  cyclique  en  deux  points.  Les  cercles  oscu- 
lateurs  en  ces  points  rencontrent  de  nouv^eau  la  cjclique 
en  deux  points  situés  avec  le  point  double  et  le  point  w 
sur  Un  même  cercle. 

NOTE. 

Quelques-uns  des  tliéorèmes  que  nous  avons  énoncés 
sur  l'hyperbole  équilatère  s^appliquent  à  une  conique 
quelconque.  En  les  transformant  par  inversion,  on  ob- 
tiendra des  propriétés  relatives  aux  cubiques  circulaires 
unicursales  quelconques  et  aux  cycliques  unicursalcs 
quelconques. 

Transformons  par,  exemple,  le  théorème  de  Steiner 
sur  les  cercles  osculateurs  que  Ton  peut  mener  à  une 
conique  par  un  point  M  pris  sur  la  courbe.  On  obtien- 
dra trois  propositions  différentes  : 

1°  Le  centre  d'inversion  est  en  M  :  Les  trois  points 
d'inflexion  d'une  cubique  circulaire  unicur sale  sont  en 
ligne  droite  (théorème  bien  connu,  et  vrai  pour  une 
cubique  unicursaîe  non  circulaire); 

2"  Le  centre  d'inversion  est  un  point  de  la  conique 
au  tre  que  M  ;  Par  un  point  P  pris  sur  une  cubique  cir- 
culaire unicursaîe  on  peut  mener  trois  cercles  oscula- 
teurs à  la  cubique.  Les  trois  points  d'osculation  et  le 
point  M  sont  sur  un  même  cercle. 

3"  Le  centre  d'inversion  est  quelconque  dans  le  plan  : 
Par  un  point  V  pris  sur  une  cyclique  unicursaîe  on  peut 
mener  trois  cercles  osculateurs  à  la  cjclique.  Le 
point  P  et  les  points  d'osculation  sont  sur  un  même 
cercle. 

En  transformant  de  nouveau  par  inversion,  le  ihéo- 
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rèiiie  s^appliquera  a  des  courbes  de  degré  de  plus  en  plus 
élevé  et  pourra  recevoir  une  extension  indéfinie. 

Voici  un  autre  théorème  qui  s'applique  à  une  co- 
nique qui^lconque.  On  sait  que  les  cordes  d'intersection 
d'un  cercle  et  d'une  conique  sont  également  inclinées 
sur  les  axes,  et  que,  réciproquement,  si  deux  droites 
sont  également  inclinées  sur  les  axes  d'une  conique,  on 
peut  faire  passer  un  cercle  par  leurs  points  d'intersec- 
tion avec  la  conique.  Donc  : 

Si  l'on  coupe  une  conique  pai' un  cercle,  quepardeujc 
des  points  d*  intersection  on  fasse  passer  un  cercle,  et 
par  les  deux  autres  un  autre  cercle,  les  deux  nouifeauac 
cercles  coupent  la  conique  en  quatre  nouveaux  points 
situés  sur  un  cercle. 

Transformons  par  inversion.  Nous  obtiendrons  en- 
core trois  propositions  différentes  : 

1°  Le  centre  d'inversion  est  en  l'un  des  points  d'in- 
tersection du  cercle  avec  la  conique  : 

Si  Von  coupe  une  cubique  circulaire  unicursale  par 
une  droite  quelconque,  si  par  deux  des  points  d'in- 
tersection on  fait  passer  un  cercle,  et  par  le  troisième 
on  mène  'une  droite  quelconque^  le  cercle  et  la  droite 
coupent  la  cubique  en  quatre  nouveaux  points  situés 
sur  un  cercle, 

2°  et  3**  Le  centre  d'inversion  est  un  point  quelconque 

de  la  conique  ou  du  plan  : 

o.  r  {cubique  circulaire  unicursale) 

oi  l  on  coupe  une  <        ,t  .  ,  >  par 

'  (  cyclique  unicursale  \  ' 

un  cej^cle,  que  par  deux  des  points  d'intersection  on 
fasse  passer  un  cercle,  et  par  les  deux  autres  un  autre 
cercle,  les  deux  nouveaux  cercles  coupent  la  courbe  en 
quatre  nouK^eaux  points  situés  sur  un  cercle. 

Le  théorème  pourrait  réunir  une  extension  indéfinie. 
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SUR  QUELQUES  PROPRIÉTÉS  DE  LA  PARABOLE 
ET  DE  SES  INVERSES; 

Par  m.  André  CAZAMIAN. 


L'équation  d'une  parabole  étant 

y^ — 2/?.r  =  o, 
en  posant  x  =  ty^  on  a 

3n  voit  immédiatement  qu'en  remplaçant  x  eXj  par 
ces  valeurs  dans  l'équation  d'un  cercle  quelconque  du 
plan,  l'équation  en  t  ne  contiendra  pas  de  terme  du  troi- 
sième degré^  en  d'autres  termes,  on  aura  entre  les  para- 
mètres des  points  d'intersection  d'un  cercle  quelconque 
et  de  la  parabole  la  relation 

(l)  <1  -h  ^2 -+-  ^8  H-  ^V  =  O. 

Si  V on  coupe  une  parabole  par  un  cercle  quelconque, 
la  somme  algébrique  des  cotangenles  des  angles  que 
font  ayec  l'axe  les  droites  joignant  le  sommet  aux 
points  d'intersection  est  nulle. 

La  relation  fondamentale  (i)  permet  d'énoncer  entre 
autres  le  théorème  suivant  : 

Les  cercles  osculateurs  à  une  parabole  en  quatre 
points  situés  sur  un  cercle  rencontrent  de  nous^eau  la 
parabole  en  quatre  points  situés  sur  un  cercle. 

En  transformant  par  inversion,  le  centre  d'inversion 
étant  sur  la  parabole,  on  obtient  un  théorème  analogue 
sur  la  cissoïde  oblique  (Balitrand).  Si  le  centre  d'inver- 

Ann.  de  Mathémat.,  3'  série,  t.  XIII.  (Juillet  1894.)         21 
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sion  est  en  Tun  des  points  d'intersection  du  cercle  avec 
la  parabole,  on  obtient  un  théorème  relatif  aux  cercles 
osculateurs  à  la  cissoïde  en  trois  points  en  ligne 
droite. 

Les  cercles  osculateurs  en  trois  points  de  la  cissoïde 
en  ligne  droite  la  coupent  en  trois  nouveaux  points;  le 
cercle  circonscrit  au  triangle  formé  par  ces  trois  points 
passe  par  un  point  fixe  qui  est  le  point  où  la  cissoïde 
est  rencontrée  par  son  asymptote  ( *  ). 


(*)  Et  non  le  point  où  la  cissoïde  est  surosculée  par  un  cercle 
(qui  correspond  au  sommet  de  la  parabole  inverse),  comme  l'indique 
M.  Balitrand  {Nouv.  Ann.,  novembre  iSgS,  p.  4^0). 

D'ailleurs,  notre  énoncé  peut  se  vérifier  par  le  calcul.  L'équation 
de  la  cissoïde  étant 

{y  —  cx){x*-\'y*)  —  ay*~  o, 

en  posant  x  =  ty,  on  trouve  que  les  paramétres   ^,,  t^j  t^  de  trois 

points  en  ligne  droite  vérifient  la  relation  t^-\-  t^-\- 1^=  -  {loccit., 

c 

p.    443)7    et    les    paramètres     de     quatre    points    sur    un    cercle 

2 
^-h  i,+ i,-f- ^  =  -•    Considérons   les  cercles  osculateurs  en    trois 

points  (t^,  t^j  t^)  en  ligne  droite,  ils  rencontrent  la  cissoYdeen  trois 
nouveaux  points  0,,  B^,  6,,  et  Ton  aura 

*       *       c 

'       '       c 

3^+8,=  -' 
Ajoutant  membre  à  membre  : 

c 
ou 

c        '       '       ^       c 
donc 

0,+ 0,-4- 6,=  ^. 
Le  cercle  (0,836,)  rencontre  la  cissoïde  en  un  quatrième  point  0^ 
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Si  le  centre  d'iiivcrsiou  est  quelconque  dans  le  plan  : 

Les  cercles  osculaleurs  à  une  cyclique  cuspidale  {en 
particulier  à  une  cardioïde)  en  quatre  points  situés  sur 
un  cercle  rencontrent  de  nouveau  la  cyclique  en  quatre 
points  situés  sur  un  même  cercle. 


SUR  LA  DÉTERNINATION  DES  TRAJECTOIRES  ORTHOGONALES 
DE  QUELQUES  FAMILLES  DE  GOURDES  PLANES  DONT 
LÉQUATION  EST  DONNÉE  EN  COORDONNÉES  DIPOLAIRES; 

Par  m.  g.  DARIÈS, 

Conducteur  des  Ponts  et  Chauasées. 


Considérons  une  courbe  plane  (/ig*  i)  dont  Téqua- 
tion  est  donnée  en  coordonnées  hi-polaîres:  désignons 

Fig.  I. 


par  a  et  P  les  angles  de  la  tangcnre  en  un  point  M  avec 


dont  le  paramètre  sera  délerminc  par 


d*oû 


*       c        c 


6,  =  -i. 

*  C 


C'est   bien  le  paramètre  du  point  où   la  tangente  au  point  -  (c'est- 
à-dire  l'asymptote)  rencontre  la  courbe. 
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les  rayons  vecteurs  rel  /'';  désignons  encore  par  6  et  Q' 
les  angles  polaires  MFXet  MF'X.  On  connaît,  et  il  est 
facile  d'établir,  la  relation 


cosa        dr 


cos  p        dr'  ' 
il  est  presque  évident  que  Ton  a  de  même 


sina 


rd^ 


I  jiii  y 


sinp        r'rfO 

en  effet,  soit  M'  [fig»  2)  le  point  de  la  courbe  voisin 
de  M;  ses  rayons  vecteurs  sont 

r  -h  Ar,     r'  -\-  Ar', 
et  ses  angles  polaires 

6-4- AO,     e'-t-AO'. 
Fig.  2. 


Dans  les  triangles  M  M' F  et  M  M' F',  on  a 


/• 


MM' 


d*oii 


sinxi        sinAÔ 


sin  «1  _  r    sinAÔ 
luïfx  ~  P  suTÂe" 


r' 

MM' 

sinPi  ~ 

"  sinAO" 

sinAO 

r  AO 

AO 

/-'  Ae' 

sinAO'  ' 

et,  à  la  limite, 


AO' 


sin  a        r  rfO 
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Soient  maintenant  deux  courbes  orthogonales  se  cou- 
pant en  M  {fig-  3),  en  ce  point  ces  courbes  ont  mêmes 

Fig.  3. 


coordonnées  r  et  r'  ou  0  et  ô',  mais  les  angles  a  et  ^  de 

Tune  d'elles  sont  devenus  a  H —  et  ^  H —  pour  la  se- 
conde;  or 


cos  (  a 

sina^ 

cos  •  '*    '         '  ' 


^î) 


donc,  d'après  ce  qui  précède,  pour  passer  d*une  famille 
de  courbes  H  à  la  famille  orthogonale  K,  il  suffit  de 
remplacer  dans  Téquation  différentielle  de  la  première 
le  rapport 

dr' 
par  le  rapport 


^'  dW 


Considérons    plus    particulièrement    la    famille   de 
courbes  dont  Téquation  bi-vectorielle  est 

h  désignant  une  constante  arbitraire  ^  différentions,  il 
vient 


n 
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on  a  donc  pour  les  trajectoires  orthogonales 

(i)  ^,.^0-4-^r'rf0'=o; 

Or  Or 

mais  dans  le  triangle  MFF'  on  a 

r   _  sin6' 

si  entre   les  équations  (1)  et  (2)  on  élimine  le  rap- 

port -7  f  Téquation  différentielle  résultante  sera  celle  des 

trajectoires  orthogonales  en  coordonnées  bi-angui aires, 
il  ne  restera  plus  qu'à  Tîntégrer. 
Donnons  quelques  exemples. 

Soit  d'abord 

/(  r,  r'  )  =  r'»  zh  /7r'«  =  h, 

on  a  successivement 

/•rt-i  dr  àzpr'f^-'^  dr'  —  o, 

sin«0'  rfô  dtp  sin«0  g?0'  =  o, 
et  enfin 

J  sin'*b  —^J  sin«0'  ~     ' 
K  désignant  une  constante  arbitraire. 

1.  n=z — i,  p  =  I .  (Licence.   Paris,   1890.) — On  a 

I        ï       I 
r       r 

on  trouve  pour  les  trajectoires  orthogonales 

cos6  -f-  cosô'=  K. 

2.  72  =  I ,  ^^  =  I .  —  On  a 
ellipses  et  hyperboles  homofocalcs. 


J 
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On  obtient 

loglang-  ilogtang--  =.logK, 
hyperboles  et  ellipses  homofocales. 
3.   n  =  \ .  —  On  a 

ovales  de  Descartes. 


Il  vient 


tang  -  tangp  —  =  K. 


4.  «  =  2.  —  On  a 

cercles  concentriques  et  droites  perpendiculaires  à  FF'. 

On  trouve 

cotô±cot6'=K, 

droites  issues  de  Torigine  et  droites  parallèles  à  FF'. 
Soit  encore 

On  a  successivement 

/ir'*-'  r'P  dr  -hpr^r'P-^  dr'  =  o 
et 

nrn  r'P  dO  -^pr^  r'P  dW  =  o, 

ou 
enfin 

Ce  résultat  est  connu. 

5.  n  =  p  =z  i,  " 

ovales  de  Cassini. 


ndd 

-hpd^' 

=  0, 

11 

-hjDO'  = 

K. 

On 

a 

rr'  =  A, 

t 
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On  oblieiu 


e  -+-  0',=  K, 

hyperboles  équilatères  passant  par  F  et  F'. 

6.  71  =  I ,  p  =  1 .  (Licence.  Bordeaux,  i88o).  —  On  a 


cercles. 
Il  vient 


j=», 


e-e'=:K, 


cercles  passant  par  F  et  F'. 

Problème.  —  Un  point  matériel  est  attiré  suii^ant 
les  tangentes  menées  de  ce  point  à  deux  cercles  fixes 
en  raison  inverse  de  la  longueur  de  ces  tangentes. 
Trajectoires  orthogonales  des  courbes  de  niveau. 

Les  forces  égales  dirigées  suivant  les  tangentes  au 
cercle  AB  {fig*  4)  ont  une  résultante  P  passant  par 


son  centre  F;  pareillement  les  forces  dirigées  suivant 
les  tangentes  au  cercle  A'B'  ont  une  résultante  P'  pas- 
sant par  F'. 


(  =^89  ) 

Or 

p 2fx/n  t  _  2m(jL^ 

""       t      r  ~~       r     ' 

2/ntx^ 

r    — — 9 

r 
r  équation  difTérentielle  des  courbes  de  niveau  est 


dV      lu.  lu!       o 

-r-  =  —î-  cosa  H Î7-COSP, 

dt  r  r  ^ 


OU 

-i-e/r  H ^dr'=  o. 

r  r 

On  a  donc  pour  les  trajectoires  orthogonales 

|i  e/6  -h  fx'  e/ô'  =:  o, 
et,  par  suite, 

jjLÔ-hfx'0'=K. 

Si  |ji  =  [jl',  les  courbes  de  niveau  sont  les  cassinoïdes 

rr'  =  A, 

et  les  trajectoires  orthogonales  les  hyperboles  équila- 
tères 

e-h6'=K. 

Problème.  —  Un  pointrnatériel  est  attiré  par  deux 
pôles  fixes;  V attraction  de  chacun  d'eux  est  propor- 
tionnelle à  une  fonction  donnée  de  l'angle  polaire 
correspondant.  Trajectoires  orthogonales  des  courbes 
de  nii^eau. 

On  a  pour  les  courbes  de  niveau 

dW 

-—  =  jjLcp(6)cosa  H-  jJL'cp'(6')cosp  =  o, 

ou  bien 

fjLo(e)<;/'-f-  [jL'9'(e')rfr'  =  o, 
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cl  pour  les  trajectoires  orthogonales 

fx  /  ^    .    ft h  {x  /  -T     .  =  K. 

J      sinO  '  J        sinO 

Si 

cp(ô)=sm2e,         f(e')=sin2e',         fx=fx', 

on  obtient 

cosO  -+-  cosO'=  K; 

les  courbes  de  niveau  sont  donc  {Exemple  1) 

— I — :  =  A. 
r       r 

Problème.  —  On  considère  la  famille  de  courbes 
telle  que  pour  chacune  d^ elles  un  arc  élémentaire  quel- 
conque PN  =  ds  soit  assimilable  à  une  aiguille  aiman- 
tée en  équilibre  sous  V action  d'un  aimant  de  pôles  F 
ef  F'.  P  est  le  pôle  positif  de  l'aiguille  et  F  celui  de 
V  aimant;  N  est  le  pôle  négatif  de  l'aiguille  et  F'  celui 
de  l'aimant.  Trajectoires  orthogonales  des  courbes 
ainsi  définies  en  supposant  les  attractions  et  répulsions 
proportionnelles  aux  puissances  n^^mes  d^  /^  distance. 

L'équation  d'équilibre  s'obtient  en  projetant  les  forces 
sur  les  normales  PR  et  NS  (fig-  5)  à  l'élément  d'arc; 
on  trouve  sans  difficulté 

m  II  r'«  sin  p  —  m  X  r«  sin  a  =  m'  11'  r^  sin  a  —  m'  X'  r'«  sin  p. 

Si  Ton  suppose 

mil  =  mX  z=.  m! \i'  =■  m' X', 

r'^  sin  a  =  /'«  sinp, 


elle  devient 


ou  encore 
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et  eiiGn 


rfC 


Fifi.  5. 


—  2 


telle  esl  Féquation  générale  des  courbes  d'équilibre^ 
celle  des  trajectoires  orthogonales  est,  par  suite  (voir 
plus  haut), 

Cas  particuliers. —  Dans  le  cas  de  la  nature  n 
Inéquation  des  courbes  d'équilibre  est  donc 

cosO  —  cos6'=  K, 

et  celle  des  trajectoires  orthogonales 

-  —  -  =  A. 

r        r' 

Pour  nr=  —  1 5  on  a  (Exemple  6) 

o-e'=K, 

Pour  «  =  o,  on  a  (Exemple  2) 


0 
tang- 


0 
tang-- 


>  -  K, 


r~r'=  h. 


"1 
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EnGn,  pour  /i  =  i ,  on  a  (Exemple  4) 

cotO  — cotO'=  K, 
r«— r'«=  A. 

Remarque,  —  Quand  on  a  obtenu  les  trajecloîres  or- 
thogonales d'une  famille  de  courbes  donnée,  il  est  quel- 
quefois facile  de  les  rapporter  toutes  deux  au  même  sys- 
tème de  coordonnées  bi-polaires. 

Exemple.  —  Soient  les  deux  familles  orthogonales 

r        r 

cosO  -+-  cos6'=  K, 
on  a  les  relations 

r«=  4c«-+-r'«— 4cr'cose', 
/•'»=  4c*-4-  r* —  4cr  cos6, 

d*où.  pour  la  seconde  équation, 

4c«H-r'8—r«        r'*— r«— 4c«       ^ 

— . 1_ =  K. 

4  c/'  4  cr 

Soient  encore  les  familles  orthogonales 

r  -h  r'  =  A, 
tang-tang-  =  K, 

il  est  facile  d'écrire  la  première  équation  sous  la  forme 

e 

lang- 

7  =  A', 


e 

tang-. 


'2 

U  désignant  une  constante  arbitraire. 
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Principes  et  développements  de  Géométrie  cinéma- 
tique, parle  colonel -/rf.  Mannheim,  professeur  à  l'Ecole 
Polytechnique.  Parîs,  Gauthier- Villars  et  fils  5 1894.  aS*^^. 

Voilà  certes  un  beau  Livre  et  qui  réjouira  tous  les  amateurs 
de  spéculations  géométriques.  G*est  incontestablement  une  des 
plus  remarquables  productions  mathématiques  de  notre  époque, 
et  sa  place  est  marquée  à  côté  des  œuvres  de  Ghasles  et  de 
Poncelet. 

L'Ouvrage  est  divisé  en  trois  Parties  :  la  première  contient 
les  principes  de  la  Géométrie  cinématique  plane,  la  seconde 
ceux  de  la  Géométrie  cinématique  dans  l'espace,  la  troisième 
est  consacrée  aux  applications. 

Mais,  avant  tout,  qu'est-ce  que  la  Géométrie  cinématique? 

Ampère  a  donné  le  nom  de  Cinématique  à  l'étude  du  mou- 
vement considéré  indépendamment  des  causes  qui  le  produi- 
sent; il  n'est  plus  alors  question  des  forces,  mais  seulement 
des  déplacements  et  du  temps.  Si  l'on  fait  en  outre  abstraction 
du  temps,  c'est-à-dire  lorsque  les  déplacements  restent  seuls  en 
jeu,  on  tombe  sur  la  branche  spéciale  de  Géométrie  que 
M.  Mannheim nomme  Géométrie  ciném,atique,  et  qui,  à  peine 
entrevue  avant  lui,  a  acquis,  grâce  à  ses  travaux  personnels^ 
une  importance  considérable. 

La  première  Partie  renferme  94  pages  dont  les  premières 
sont  relatives  aux  emprunts  faits  par  M.  Mannheim  à  ses  de- 
vanciers, emprunts  qui  se  réduisent  en  somme  au  théorème  de 
Cauchy  sur  le  déplacement  plan  d'une  figure  de  forme  inva- 
riable et  à  la  méthode  des  normales  que  Ghasles  a  déduite  de 
cette  proposition  fondamentale.  Tout  le  reste  de  cette  Section 
appartient  en  propre  à  M.  Mannheim;  nous  citerons  particuliè- 
rement les  formules  concernant  le  déplacement  des  figures  poly- 
gonales de  forme  variable.  De  ces  formules,  aussi  élégantes 
qu'expressives,  résulte  une  méthode  des  normales  comprenant 
comme  cas  particulier  celle  de  Ghasles  et  permettant  en  outre 
de   construire  les  centres   de  courbure,    Ges   préceptes    sont 
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d'ailleurs  accompagnés  de  nombreuses  applications  dont  les 
coniques  et  leurs  développées,  les  caustiques  par  réfraction,  les 
quadrilatères  articulés,  etc.  ont  tour  à  tour  fourni  la  matière. 

Le  point  de  départ  de  la  seconde  Partie  est  le  Mémoire  que 
Chasles  a  publié  en  i843  Sur  le  mouvement  infiniment  petit 
d'un  solide  libre  et  dans  lequel  apparaît  pour  la  première  fois 
ta  notion  des  droites  dites  conjuguées,  dont  M.  Mannheim  a 
tiré  un  parti  si  habile.  Mais  c'est  à  la  théorie  du  déplacement 
d'un  solide  astreint  seulement  à  quatre  conditions  que  cette 
Partie  doit  surtout  son  intérêt  et  son  originalité.  Que  de  ri- 
chesses dans  les  200  pages  consacrées  à  ce  sujet!  Nous  nous 
bornerons  à  mentionner  l'étude  des  normalies,  la  théorie  de  la 
courbure  des  surfaces,  les  propriétés  de  l'hyperboloïde  arti- 
culé, celles  de  la  poihodie  et  de  l'herpolhodie,  l'étude  du  pa- 
raboloïde  des  huit  droites  déduite  du  déplacement  du  dièdre 
droit  formé  par  les  sections  principales  d'une  âurface,  les  pro- 
priétés du  conoïde  de  Plucker,  celles  des  pinceaux  de 
droites,  etc. 

Les  applications  intéressantes  abondent  déjà  dans  les  deux 
premières  Parties;  mais  ce  ne  sont  guère  alors  que  des  pro- 
blèmes isolés  découlant  directement  des  principes  et  des- 
tinés à  les  éclairer.  Les  applications  que  M.  Mannheim  a  réu- 
nies dans  la  troisième  Partie  sont  de  plus  longue  haleine; 
elles  consistent  en  certains  groupes  de  théorèmes  que  rattache 
un  lien  commun  et  qui  forment  par  leur  ensemble  des  théo- 
ries fort  importantes.  Telles  sont  les  applications  qui  ont  trait 
au  contact  du  troisième  ordre  de  deux  surfaces^  aux  surfaces 
parallèles,  à  la  solution  géométrique  de  problèmes  dépendant 
des  infiniment  petits  du  troisième  ordre,  comme  la  construc- 
tion des  plans  osculateurs  des  courbes  d'ombre  propre. 
Viennent  ensuite  une  théorie  très  complète  de  la  surface  des 
ondes  lumineuses,  un  mode  ingénieux  de  transformation  ap- 
plicable en  Géométrie  cinématique,  une  étude  concernant  le 
déplacement  d'une  figure  de  forme  invariable  dont  chacun  des 
plans  passe  par  des  points  fixes  et  qui  est  d'autant  plus  inté- 
ressante qu'un  tel  déplacement  semble  à  priori  impossible. 
Signalons  enfin  des  notions  sur  le  déplacement  infiniment 
petit  d'une  figure  polyédralc  de  forme  variable,  sujet  fécond, 
non  encore  épuise  malgré  les  beaux  résultats  obtenus  par 
M.  Mannheim. 

L'Ouvrage  se  termine  par  un  Appendice  qui  a  pour  but  soit 
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de  compléter  certaines  questions  déjà  traitées  dans  les  Parties 
précédentes,  soit  de  montrer  la  voie  suivie  pour  aborder 
l'étude  du  déplacement  d'une  figure  de  forme  variable.  On  a 
reproduit  notamment  ici  un  Mémoire  d'Optique  géométrique, 
publié  en  1886  et  renfermant  la  première  solution  géométrique 
générale  du  problème  concernant  la  détermination  des  élé- 
ments des  surfaces  caustiques. 

C4ette  rapide  analyse  du  Livre  de  mon  savant  ami  est  bien 
incomplète  à  mon  gré.  Aussi  bien,  tout  dans  cet  Ouvrage  est 
si  attrayant,  les  questions  qui  en  font  l'objet  sont  présentées 
avec  un- art  si  parfait,  qu'il  m'eût  fallu,  pour  donner  pleine  satis- 
faction à  mon  esprit  et  à  mon  cœur,  entrer  dans  des  détails  que 
notre  cadre  ne  comporte  pas.  Poisseiit,  du  moins ^  ces  quelques 
pages  inspirer  à  nos  lecteurs  le  désir  d'étudier  un  Livre  si  émi- 
n^miin^nt  propre  à  leur  suggérer  des  idées  fécondes  et  à  dé- 
velopper leur  faculté  d'invention  ! 

Qu'on  nous  permette,  en  finissant,  une  courte  réflexion  : 
Il  semble  que,  dans  notre  pays,  la  Science  se  complaise  à 
contrecarrer  les  tendances  officielles.  Lors  de  la  publication 
du  Traité  des  propriétés  projectives,  en  1823,  Charles  Dupin 
n'osait  promettre  à  Poncelet  que  de  rares  lecteurs  parmi  les 
savants  qui,  à  cette  époque,  dispensaient  la  réputation.  Dix 
ans  après,  c'est  l'Académie  de  Bruxelles  qui  suscite  V Aperçu 
historiquey  et  non  celle  de  Paris  dont  les  membres  les  plus 
illustres,  encore  entichés  de  Calcul  intégral,  considéraient  dé- 
daigneusement la  Géométrie  synthétique  comme  affaire  d'é- 
coliers. Enfin,  de  nos  jours,  c'est  pendant  que  la  Géométrie 
pure  est  entièrement  bannie  des  programmes  d'admission  à 
l'École  Polytechnique  qu'apparaît  la  Géométrie  cinématique, 
si  magistralement  érigée  en  corps  de  doctrine  par  M.  Mann- 
heim.  C'est  ainsi  que  la  Science  géométrique  se  venge  d'un 
ostracisme  immérité;  elle  continue  sa  marche  glorieuse  et  bien- 
faisante même  pour  ses  injustes  détracteurs,  pareille  à  l'astre 
radieux  dont  parle  le  poète  : 

Le  dieu,  poursuivant  sa  carrière, 

Versait  des  torrents  de  lumière 

Sur  ses  obscurs  blasphémateurs. 

E.  R. 
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CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIOUE  EN  1894. 


Composition  de  Mathématiques. 

On  donne  une  sphère  S,  et  une  droite  A,  dont  les  équations, 
par  rapport  à  un  système  de  trois  axes  rectangulaires  Oa?,  Oy, 
Ozy  sont  : 

et 

x=  az  -hp,        y  =  bz-\-  q. 

Par  le  diamètre  de  la  sphère  qui  coïncide  avec  Oz  on  fait  pas- 
ser un  plan  quelconque,  P,  et  l'on  prend,  relativement  au  cer- 
cle d'intersection  de  la  sphère  et  du  plan,  la  polaire  du  point 
où  ce  plan  rencontre  A. 

1°  Trouver  l'équation  et  reconnaître  la  nature  du  lieu  engen- 
dré par  cette  polaire,  lorsque  le  plan  P  tourne  autour  de  Oz. 

2°  Trouver  les  séries  de  plans  réels  qui  coupent  la  surface  2 
ainsi  obtenue  suivant  des  cercles,  et  vérifier  que  les  plans  d'une 
de  ces  séries  sont  perpendiculaires  à  la  droite  qui  joint  les 
points  de  contact  des  plans  tangents  menés  à  la  sphère  S  par 
la  droite  A. 

3*  Faire  voir  que,  si  l'on  déplace  la  sphère  S  sans  changer 
son  rayon  de  manière  à  amener  son  centre  en  un  nouveau  point 
Oi  de  l'axe  Oz,  il  est  possible  de  déterminer  une  nouvelle  po- 
sition A]  de  la  droite  A,  telle  que  la  nouvelle  surface  Zi,  engen- 
drée à  l'aide  de  Ai  comme  on  Ta  indiqué  ci-dessus,  coïncide 
avec  2. 

4°  Trouver  le  lieu  des  positions  de  la  droite  Ai  quand  le  point 
Oi  centre  de  la  sphère  se  déplace  sur  Oz. 

N.  B.  —  On  conservera  toutes  les  notations  indiquées  dans 
l'énoncé. 

Épure. 

On  donne  un  cube  ABGD  A'B'C'D',  dont  la  base  ABGD  est 
horizontale.  La  diagonale  A  G,  en  projection  horizontale,  est 
parallèle  aux  grands  côtés  du  cadre  et  à  i3o  millimètres  du  bord 
de  gauche  ;  le  sommet  B  est  à  sa  droite. 
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Les  sommets  G  et  A  sont  respectivement  à  i3o  et  à  i8o  mil- 
limètres du  bord  inférieur  du  cadre  ;  la  projection  verticale  du 
centre  du  cube  est  à  345  millimètres  de  ce  bord. 


La  diagonale  GB'  de  la  face  GBG'B'  est  prise  comme  géné- 
ratrice :  1°  d'un  cylindre  de  révolution  dont  l'axe  passe  par 
le  centre  delà  base  supérieure  A'B'G'D';  a"  d'un  hyperboloïde 
de  révolution,  dont  Taxe  est  vertical  et  passe  par  le  centre  du 
cube. 

On  demande  de  représenter  par  ses  projections  la  partie  de 
l'hyperboloïdC)  supposé  plein,  qui  est  comprise  entre  les  plans 
des  bases  supérieure  et  inférieure  du  cube,  et  à  l'intérieur 
du  cylindre. 

On  représentera  les  lignes  d'intersection  en  traits  noirs  pleins 
pour  les  parties  vues,  et  en  points  noirs  ronds  pour  les  parties 
cachées. 

On  indiquera  en  traits  rouges  la  construction  d'un  point 
quelconque  de  l'intersection  de  l'hyperboloïde  et  du  cylindre 
et  de  la  tangente  en  ce  point. 


Calcul  trigo  no  métrique. 

On  donne  les  deux  côtés  6  et  c  d'un  triangle,  et  l'angle  com- 
pris A,  savoir  : 

b  =  4673™,  847,        c  =  5786",  892,         A  =  76o43'32^ 

Calculer  le  côté  a,  les  angles  B  et  G,  et  la  surface  du  triangle. 
Ann.  de  Mathémat.^  Z*  série,  t.  XIIL  (Août  1894.)  22 
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Composition  de  Physique  et  Chimie. 

Physique.  —  I.  Cathétomètre.  —  II.  Détermination  du  coef- 
ficient de  dilatation  absolue  du  mercure  parla  méthode  de  Du- 
long  et  Petit  seulement. 

Chimie.  —  Acide  azoteux,  acide  phosphoreux,  aekl^  arsé- 
nieux. 

iV.  B.  —  On  n'a  pas  à  indiquer  les  méthode§  «errant  à  déter- 
miner la  composition  de  ces  corps. 

Composition  française. 

Développer  cette  pensée  du  maréchal  Bugeaud  : 

«  La  force  morale  m'a  toujours  paru  supérieure  à  la  force 
physique. 

»  On  la  prépare  surtout  en  rehaussant  le  patriotisme  dont 
»  le  germe  est  dans  tous  les  cœurs.  » 

Composition  de  langues  vivantes.' 

Un  jour,  en  Syrie,  au  milieu  de  ces  mers  de  sable  indéfinies, 
où  il  n'existe  pas  un  seul  brin  d'herbe  pour  reposer  la  vue, 
Monge  fut  entouré  par  une  multitude  de  soldats,  jadis  labou- 
reurs peut-être,  qui  lui  demandèrent  si  le  pays  avait  toujours 
été  aussi  aride,  et  s'il  ne  s'y  opérerait  pas  des  changements  dans 
le  cours  des  siècles.  Monge  leur  raconta  aussitôt  tout  ce  que 
les  membres  de  l'Institut  dÉgypte  avaient  observé  sur  la  ma- 
nière dont  les  sables  se  déplacent,  sur  la  vitesse  moyenne  de 
leur  propagation,  etc. 

Il  était  arrivé  au  terme  de  sa  démonstration,  lorsque  le  géné- 
ral en  chef  survint  et  s'écria  :  «  Monge,  que  dites-vous  donc  à 
ces  braves  gens  pour  qu'ils  vous  écoutent  avec  tant  d'atten- 
tion? —  Je  leur  expliquais,  général,  que  notre  globe  éprou- 
vera bien  des  révolutions  avant  que  des  voitures  se  réunissent 
ici  en  aussi  grand  nombre  qu'à  la  porte  de  l'Opéra,  à  Paris, 
un  soir  de  première  représentation.  » 

Une  immense  explosion  de  gaieté,  dont  le  général  prit  sa 
bonne  part,  prouva  que  Monge,  dans  l'occasion,  savait  sortir 
avec  esprit  de  sa  gravité  habituelle.  Arago. 
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COSICOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE 

EN  1894. 


Mathématiques. 
On  considère  les  coniques  représentées  par  l'équation 
a:' -H  iXxy  —  i\bx —  \{a  —  h)y=  Oy 

où  a,  h  sont  deux  constantes  et  X  un  paramètre  variable. 

1°  Prouver  que,  si  X  varie,  les  polaires  d'un  point  fixe  M 
par  rapport  à  ces  coniques  passent  par  un  point  fixe  P,  dont 
on  calculera  les  coordonnées,  au  moyen  des  coordonnées  du 
point  M. 

1°  On  fait  décrire  au  point  M  une  droite  arbitraire  A 

ux  -h  p j^  H-  (V  =  o  ; 

prouver  que  le  point  P  décrit  alors  une  conique  S  et  que, 
lorsque  A  se  déplace  dans  le  plan,  la  conique  S  se  déforme  en 
passant  par  trois  points  fixes  A,  A',  A'.  Inversement,  quand  le 
point  P  décrit  la  conique  S,  le  point  M  décrit  la  droite  A;  que 
devient-il  quand  le  point  P  vient  en  l'un  des  trois  points 
A,  A',  A'? 

y  Où  doit  être  pris  le  point  M  pour  que  le  point  P  soit 
rejeté  à  l'infini?  Quelle  position  doit  avoir  la  droite  A  pour 
que  la  conique  S,  qui  lui  correspond,  soit  une  ellipse,  une  hy- 
perbole ou  une  parabole? 

4^  On  considère  toutes  les  coniques  S  qui  sont  des  paraboles 
et,  en  particulier,  les  axes  de  ces  courbes.  Prouver  que  par 
tout  pqint  du  plan  il  passe  trois  de  ces  axes;  distinguer  les 
points  ({u  plan  pour  lesquels  ces  trois  axes  sont  réels  et  ceux 
pour  lesquels  un  seul  axe  est  réel. 

5**  Trouver  le  lieu  des  points  pour  lesquels  deux  de  ces  axes 
se  couppnt  à  angle  droit. 


(  3oo  ) 

Physique. 

Indiquer  et  comparer  les  diflerenls  systèmes  optiques  que 
l'on  peut  employer  pour  projeter  au  loin  un  faisceau  de  .lu- 
mière. 

Etudier  réclairement  produit  à  une  distance  très  grande  L 
par  un  projecteur  formé  d'un  objectif  infiniment  mince,  de  sur- 
face S  et  de  distance  focale  F,  et  muni  d'une  source  lumineuse 
de  surface  s  et  d'éclat  intrinsèque  uniforme  E,  placée  norma- 
lement à  l'axe  tout  près  du  foyer.  Considérer,  en 'particulier, 
l'image  donnée  par  un  objectif  récepteur,  de  surface  S'  et  de 
foyer  F',  installé  à  la  distance  L  en  regard  de  l'objectif  trans- 
metteur; déterminer  enfin  l'effet  produit  par  un  oculaire  ser- 
vant à  examiner  cette  image.  On  négligera  les  pertes  de  lu- 
mière par  absorption  et  par  réflexion. 

Dissertation  française. 
De  la  classification  des  Sciences. 


APPLICATIONS  DE  LA  MÉTHODE  DE  TRANSFORMATION  PAR 
POLAIRES  RÉCIPROQUES  A  DES  THÉORÈMES  RELATIFS  AUX 
CURIQUES  UNICURSALES; 

Par  m.  André  GAZAMIAN. 


Nous  nous  proposons  d'appliquer  la  méthode  des  po- 
laires réciproques  à  des  théorèmes  relatifs  aux  cubiques 
unicursales  et  notamment  à  des  théorèmes  énoncés  par 
M.  Astor  {Nouvelles  Annales,  ynWel  1892). 

I. 

Les  cubiques  unicursales  peuvent  se  diviser  en  trois 
groupes  : 

"i"  Les  cubiques  cuspidales; 
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2"  Les  cubiques  nodales  circulaîres.  Ce  sont  les  po- 
daîres  de  la  parabole,  et,  par  suite,  les  figures  inverses 
de  coniques  en  plaçant  le  centre  d'inversion  sur  la  co- 
nique. 

Leurs  polaires  réciproques  sont  des  quartiqucs  de 
troisième  classe  qui  peuvent  être  envisagées  comme  les 
anlipodaires  de  coniques  par  rapport  à  un  point  pris 
sur  la  courbe. 

3°  Les  cubiques  nodales  quelconques.  Leurs  polaires 
réciproques  sont  des  quartiques  de  troisième  classe. 

Cubiques  cuspidales.  —  A  toute  propriété  transfor- 
mable par  polaires  réciproques  et  relative  aux  cubiques 
cuspidales,  correspond  une  propriété  corrélative  se  rap- 
portant au  même  groupe  de  cubiques.  Cela  résulte  du 
théorème  suivant,  qui  est  évident  : 

La  polaire  réciproque  d'une  cubique  cuspidale  est 
une  cubique  cuspidale. 

En  particulier  : 

La  polaire  réciproque  d'une  cissoïde  de  Diodes  est 
une  développée  de  parabole. 

C'est  une  conséquence  de  cette  propriété  bien  connue 
que  les  projections  du  foyer  d'une  parabole  sur  ses  nor- 
males décrivent  une  parabole  ayant  ce  foyer  pour  som- 
met, et  Ton  sait  que  la  figure  inverse  d*une  parabole, 
par  rapport  à  son  sommet,  est  une  cissoïde  droite. 

En  transformant  par  polaires  réciproques  plusieurs 
propriétés  connues  des  cubiques  cuspidales,  nous  ob- 
tiendrons des  propriétés  relatives  aux  mêmes  cubiques. 

Théorèmes.  Théorèmes  corrélatifs. 

Si,  par  les   points   de  rcn-  Si,par  un  pointquelcoiique, 

contre  d'une  droite  avec  une      on  mène  les  trois  tangentes  à 


n 
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cubique   (cuspidale)   (*),    on      une    cubique     cuspidale,    les 


mène  les  tangentes  à  la  cu- 
bique^  ces  trois  tangentes  ren- 
contrent de  nouveau  la  courbe 
en  trois  points  en  ligne  droite, 

Si,  autour  d'un  point  fixe 
d'une  conique  cuspidale,  on 
fait  tourner  une  sécante,  le 
lieu  du  point  de  concours  des 
tangentes  menées  aux  points 
de  rencontre  de  la  sécante 
avec  la  cubique  est  une  co- 
nique. 

La  hessienne  d'une  cubique 
cuspidale  est  la  droite  joi- 
gnant le  point  de  rebrousse- 
ment  au  point  d'inflexion;  par 
conséquent,  le  lieu  des  points 
d'où  l'on  peut  mener  à  une 
cubique  cuspidale  trois  tan- 
gentes dont  les  points  de  con- 
tact soient  en  ligne  droite, 
est  la  droite  précédente. 

La  cayleyenne  d'une  cu- 
bique cuspidale  est  réduite  à 
un  point  :  le  point  de  ren- 
contre de  la  tangente  de  re- 
broussement  avec  la  tangente 
d'inflexion,  donc  les  cordes 
de  contact  passent  par  ce 
point  («). 

Les  points  de  contact  des 
tangentes  menées  à   une  cu- 


tangentes  menées  à  la  cubique 
par  les  points  de  contact  sont 
concourantes. 

La  corde  des  contacts  des 
tangentes  menées  à  une  cu- 
biqu^e  cuspidale  par  un  point 
quelconque  pris  sur  une  tan- 
gente fixe  à  la  cubique,  enve- 
loppe une  conique. 


En  transformantla  première 
de  ces  propositions  par  po- 
laires réciproques,  on  obtient 
la  seconde,  et  la  seconde  con- 
duit à  la  première. 


Les   tangentes    à    une    cu- 
bique cuspidale,  aux  points  de 


(•)  Nous  mettons  le  mot  entre  parenthèses,  pour  indiquer  que  la 
propriété  s'applique  à  une  cubique  quelconque. 

(')  M.  Balitrand  (Nouvelles  Annales,  novembre  iSgS)  démontre 
ces  deux  propositions  pour  la  cissoïde;  c'était  bien  inutile,  elles  s'ap- 
pliquent à  une  cubique  cuspidale  quelconque. 
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bique  cuspidale  par  un  point      rencontre    avec 
quelconque  sont   sur  une  co- 
nique   tangente   au    point  de 
rebroussement  à  la  tangente 
de  rebroussement. 


une  droite 
quelconque,  touchent  une  co- 
nique tangente  au  point  d'in- 
flexion à  la  tangente  inflexion- 
nelle. 


L'enveloppe  des  cordes 
d'une  cubique  cuspidale  vues 
du  point  de  rebroussement 
sous  un  angle  droit  est  une 
conique. 

Exemple,  —  L'enveloppe 
des  cordes  d'une  cissoïde  vues 
du  point  de  rebroussement 
sous  un  angle  droit  est  une 
hyperbole  ayant  ce  point  pour 
sommet. 

La  polaire  harmonique  du 
point  d'inflexion  d'une  cubi- 
que cuspidale  est  la  tangente 
de  rebroussement 


Le  lieu  des  points  de  re- 
broussement des  cubiques 
cuspidales  tangentes  aux  trois 
côtés  d'un  triangle  en  trois 
points  en  ligne  droite  est  une 
conique  inscrite  dans  le  trian- 
gle. 

L'enveloppe  des  tangentes 
de  rebroussement  est  une 
quartique  de  troisième  classe. 

Si  l'on  considère  sur  une 
cubique  cuspidale  une  suite 
de  points  Aq,  Ai,  Aj,  . . .,  A^ 
tels  que  la  tangente  en   cha- 


Le  lieu  des  sommets  des 
angles  droits  circonscrits  à 
une  cubique  cuspidale,  dont  le 
point  d'inflexion  est  à  l'infini, 
est  une  conique. 

Exemple.  —  Le  lieu  des 
sommets  des  angles  droits 
circonscrits  à  une  développée 
de  parabole  est  une  parabole. 


Si  par  un  point  pris  sur  la 
tangente  de  rebroussement 
d'une  cubique  cuspidale  on 
mène  à  la  cubique  les  deux 
tangentes,  la  conjuguée  de  la 
tangente  de  rebroussement 
par  rapport  à  ces  deux  tan-r 
gentes' passe  par  le  point  d'in- 
flexion. 

L'enveloppe  des  tangentes 
inflexionnelles  des  cubiques 
cuspidales  tangentes  en  trois 
points  donnés  à  trois  droites 
concourantes  est  une  conique 
circonscrite  au  triangle  des 
trois  points. 

Le  lieu  des  points  d'in- 
flexion est  une  cubique  uni- 
cursale. 

Une  tangente  TT'  touchant 
une  cubique  cuspidale  au 
point  Ao,  par  ce  point  on 
mène  la  tangente  AqAi  autre 
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cun  de  ces  points  rencontre 
la  courbe  au  point  suivant,  la- 
position  limite  du  point  Kn  est 
le  point  de  rebroussement  (*). 


que  TT';  par  le  point  de  con- 
tact Al  on  mène  la  tangente 
Ai  A],  etc.;  la  tangente  limite 
vers  laquelle  on  tend  est  la 
tangente  inflexionnelle. 


Une    cubique     acnodale    a 
trois  points  d'inflexion  réels. 


Cubiques  unicursales  quelconques.  —  La  transfor- 
mation par  polaires  réciproques  nous  fournira  des  pro- 
priétés des  quartiques  de  troisième  classe. 

Une  cubique  crunodale  a  un  Si  les  points  de  contact  de 

point  d'inflexion  réel  et  deux  la  tangente  double  d'une 
points  d'inflexion  imaginaires  quartique  de  troisième  classe 
conjugués.  sont  réels,  une  seule  tangente 

de  rebroussement  est  réelle, 
les  deux  autres  points  de  re- 
broussement sont  imaginaires 
conjugués. 

Si  les  points  de  contact  de 
la  tangente  double  d'une 
quartique  de  troisième  classe 
sont  imaginaires,  les  trois 
tangentes  de  rebroussement 
sont  réelles. 

Les  trois  tangentes  de  re- 
broussement sont  concou- 
rantes. 

Si  une  quartique  de  troi- 
sième classe  a  trois  tangentes 
de  rebroussement  réelles,  la 
tangente  double  est  la  polaire 
du  point  de  concours  des  tan- 
gentes de  rebroussement  par 
rapport  au  triangle  formé  par 
les  trois  points  de  rebrousse- 
ment. 


Les  trois  points  d'inflexion 
sont  en  ligne  droite. 

Si  une  cubique  nodale  a 
trois  points  d'inflexion  réels, 
le  point  double  est  le  pôle  de 
la  droite  qui  joint  les  trois 
points  par  rapport  au  triangle 
formé  par  les  trois  tan- 
gentesinflexionnelles(SAUiON, 
Courbes  planes }. 


(*)  Voir  le  problème  du  Concours  général  de  1880.  On  demandait 
la  limite  des  points  A^  et  A_^.  On  voil  que  la  première  étant  trou- 
vée, on  obtenait  la  seconde  en  transformant  par  polaires  récipro- 
ques. 
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Si  la  droite  des  inflexions 
est  à  l'infini,  le  point  double 
est  le  point  de  concours  des 
médianes  du  triangle  des 
asymptotes. 

Si  autour  d*un  point  d'in- 
flexion d'une  cubique  (  nodale) 
on  fait  tourner  une  transver- 
sale, et  qu'aux  deux  points 
où  elle  coupe  la  courbe  on 
mène  des  tangentes,  leur 
point  de  concours  engendrera 
une  ligne  droite  D.  La  droite  D 
rencontre  chaque  transversale 
en  un  point  qui  est  le  conju- 
gué harmonique  du  point 
d'inflexion  par  rapport  aux 
deux  points  où  la  transversale 
rencontre  de  nouveau  la 
courbe. 

Si  la  cubique  est  nodale,  la 
droite  D  est  celle  qui  joint  le 
point  double  au  point  de  con- 
tact de  la  tangente  menée  par 
le  point  d'inflexion. 

La  cayleyenne  d'une  cu- 
bique nodale  est,  en  négli- 
geant le  point  double,  une 
conique  touchantles  tangentes 
doubles  aux  points  de  ren- 
contre avec  la  droite  des  in- 
flexions. 


Si  le  point  de  concours  des 
tangentes  de  rebroussement 
est  le  centre  de  gravité  du 
triangle  des  points  de  rebrous- 
sement, la  tangente  double 
est  la  droite  de  l'infîni. 

Si  par  un  point  P  pris  sur 
une  tangente  de  rebrousse- 
ment, on  mène  les  deux  tan- 
gentes à  une  quartique  de 
troisième  classe,  la  droite  joi- 
gnant les  points  de  contact 
passe  par  un  point  fixe.  La 
droite  joignant  le  point  P  à 
ce  point  est  la  conjuguée  har- 
monique de  la  tangente  de  re- 
broussement par  rapport  aux 
deux  tangentes  issues  de  P. 


Le  point  fixe  est  le  point 
d'intersection  de  la  tangente 
double  avec  la  tangente  à  la 
quartique  au  point  où  elle  est 
rencontrée  par  la  tangente  de 
rebroussement. 

Le  lieu  des  points  tels  que 
les  tangentes  menées  de  cha- 
cun d'eux  à  une  quartique  de 
troisième  classe  aient  leurs 
points  de  contact  en  ligne 
droite  est  une  conique  tou- 
chant, aux  deux  points  de  con- 
tact avec  la  tangente  double, 
les  droites  joignant  ces  deux 
points  de  contact  au  point  de 
concours  de  la  tangente  de 
rebroussement. 

Si   les   tangentes    au   point  Si    la    quartique   touche  la 


1 
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double  sont  isotropes,  la  cay-      droite   de   Tinfini   aux  points 


leyenne  est  une  conique  ayant 
ce  point  pour  foyer. 

Si  l'on  considère  la  hes- 
sienne  d'une  cubique  nodale, 
trois  des  tangentes  menées 
d'un  point  quelconque  de 
cette  courbe  à  la  cubique  ont 
leurs  points  de  contact  en 
ligne  droite.  Le  point  de  ren- 
contre de  cette  droite  avec 
celle  qui  joint  le  quatrième 
point  de  contact  au  point 
double  se  trouve  sur  la  hes- 
sienne. 

La  corde  polaire  d'un  point 
d'une  cubique  unicursale  en- 
veloppe une  conique  S  in- 
scrite à  l'angle  des  tangentes 
au  point  double  aux  points  où 
elles  sont  coupées  par  la  droite 
des  inflexions  (Astor). 


Si  les  tangentes  au  point 
double  sont  isotropes,  la  co- 
nique 2  a  un  foyer  au  point 
double. 

Lesdroites  joignant  le  point 
double  d'une  cubique  aux 
points  de  contact  des  deux 
tangentes  menées  à  la  cubique 
par  un  point  quelconque  pris 
sur  la  cubique   forment  avec 


cycliques  (hypocycloïde  à 
trois  rebroussements),  le  lieu 
précédent  est  un  cercle. 

L'enveloppe  des  droites, 
telles  que  les  tangentes  en  trois 
de  leurs  points  de  rencontre 
avec  une  quartique  de  troi- 
sième classe  soient  concou- 
rantes, est  une  quartique  de 
troisième  classe. 

La  droite,  joignant  le  point 
de  concours  au  point  de  ren- 
contre de  la  quatrième  tan- 
gente avec  la  tangente  double, 
touche  la  même  quartique. 

Une  tangente  quelconque  à 
une  quartique  de  troisième 
classe  rencontrant  la  courbe 
en  deux  points,  si  l'on  mène 
les  tangentes  en  ces  points, 
leur  point  de  concours  déciit 
une  conique  tangente  aux 
deux  droites  joignant  le  point 
de  concours  des  tangentes  de 
rebroussement  aux  points  de 
contact  de  la  quartique  avec 
sa  tangente  double,  et  lou- 
chant ces  droites  en  ces 
points. 

Si  la  quartique  est  une  hy- 
pocycloïde à  trois  rebrousse- 
ments,  la  conique  est  un 
cercle. 

Si  l'on  mène  une  tangente 
quelconque  à  une  quartique 
de  troisième  classe  et  les  tan- 
gentes aux  points  où  elle  ren- 
contre de  nouveau  la  courbe, 
ces  deux  dernières  coupent  la 


(  3o 

les    tangentes    au    nœud    un 
faisceau  harmonique  (Astor). 


En  particulier,  si  le  point 
double  est  un  foyer,  la  corde 
polaire  d'un  point  quelconque 
de  la  courbe  est  vue  du  point 
double  sous  un   angle  droit. 


L'enveloppe  descordesd'une 
cubique  unicursale  vues  du 
point  double  sous  un  angle 
droit  est  une  conique. 

Si  les  tangentes  au  point 
double  sont  isotropes,  la  co- 
nique a  un  foyer  au  point 
double,  et  la  directrice  corres- 
pondante est  la  droite  des  in- 
flexions. 

Si  la  cubique  est  une  stro- 
phoïde,  la  conique  est  une  pa- 
rabole dont  la  directrice  passe 
par  le  point  double. 


L'enveloppe  des  cordes  de 
la  cubique  de  l'Hospital  (an- 
tipodaire  de  la  parabole  par 
rapport  à  son  foyer),  vues  de 
ce  foyer  sous  un  angle  droit, 
est  une  conique  ayant  ce  point 
pour  foyer. 

Les  deux  tangentes  au  point 
double  d'une  cubique  étant 
réelles,   si  d'uni   point    de    la 
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tangente  double  en  deux 
points  qui  forment  une  divi- 
sion harmonique  avec  les 
points  de  contact  de  la  tan- 
gente double. 

£n  particulier,  si  la  quar- 
tique  est  une  hypocycloïde  à 
trois  rebroussements,  les  tan- 
gentes menées  à  la  courbe  aux 
points  où  elle  est  rencontrée 
par  une  tangente  quelconque 
sont  rectangulaires. 

Le  lieu  des  sommets  des 
angles  droits  circonscrits  à 
une  quartique  dont  la  tan- 
gente double  est  la  droite  de 
l'infini  est  une  conique. 

Si  la  quartique  est  une  hy- 
pocycloïde à  trois  rebrousse- 
ments, le  lieu  précédent  est 
un  cercle  ayant  son  centre  au 
point  de  concours  des  tan- 
gentes de  rebruussement. 

Le  lieu  des  sommets  des  an- 
gles droits^  circonscrits  à  une 
antipodaire  d'hyperbole  équi- 
latère  relativement  à  un  point 
pris  sur  l'hyperbole,  est  une 
hyperbole  équilatére. 

Le  lieu  des  sommets  des 
angles  droits  circonscrits  à  la 
cardioïde  est  un  cercle  (La- 
guerre). 


Lorsqu'une  quartique  de 
troisième  classe  n'a  qu'un 
point  de   rebroussemcnt  réel. 
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courbe  Ai  on  peut  mener  deux  si  une  tangente  à  la  quartique 
tangentes  réelles  Jl  n'y  a  qu'un  la  rencontre  en  deux  points 
des  points  de  contact,  Aj  par  réels  Aj,  A3,  il  n'y  a  qu'un 
exemple,  d'où  l'on  puisse  me-  des  points  de  rencontre,  Aj, 
ner  de  nouveau  des  tangentes  tel  que  la  tangente  en  ce  point 
réelles;  alors  de  Aj  on  mène  rencontre  la  courbe  en  deux 
la  tangente  dont  le  point  de  points  réels;  alors  on  mène  la 
contact,  A3,  jouit  de  la  même  tangente  en  A2,  etc.  La  tan- 
propriété,  etc.  Le  point  limite  gente  limite  vers  laquelle  on 
vers  lequel  on  tend  est  le  point  tend  ainsi  est  la  tangente  de 
d'inflexion  de  la  cubique  (As-  rebroussement  réelle. 
tor). 


SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE  DE  LA  COMPOSITION  DE  MITIIÉ 

NATIQUES  DU  CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLY 
TECHNIQUE  EN  1887; 

Par  m.   André  GAZAMIAN. 


On  donne  dans  un  plan  un  point  fixe  o)  et  deux 
axes  rectangulaires  fixes  Ox,  Oy.  Par  le  point  o),  on 
fait  passer  deux  droites  rectangulaires  rencontrant  Ox 
en  B  et  D,  Oj  en  h  et  C  Par  les  points  A,  B,  on  fait 
passer  une  parabole  P  tangente  aux  axes  Oj:  et  Oy  en 
ces  points;  par  les  points  CetD  on  fait  passer  une  pa- 
rabole P'  tangente  aux  axes  Or,  Oy  en  ces  points.  On 
fait  tourner  les  droites  rectangulaires  AB,  CD  autour 
du  point  (O  et  Von  demande  : 

1®  Les  équations  des  paraboles  P,  P'  de  leurs  axes 
et  de  leurs  directrices  ; 

2°  L'équation  du  lieu  du  point  de  concours  des  axes 
et  des  directrices  ; 

3°  L'équation  du  lieu  du  point  de  concours  de  leurs 
axes,  qui  se  compose  de  deux  cercles. 
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4*^   On  prouvera  que  la  distance  des  foyers  est  con- 
stante, 

1°  Le  point  O  est  un  point  de  la  directrice  de  cha- 
cune des  paraboles  P  et  P',  puisque  les  tangentes  issues 
de  O  à  chacune  d'elles  sont  rectangulaires.  Le  foyer  F 
de  la  parabole  P  est  la  projection  du  point  O  de  la 
directrice  sur  sa  polaire  AB;  de  même  le  foyer  F'  de  P' 
est  la  projection  de  O  sur  CD.  Il  en  résulte  que,  lorsque 
le  système  des  deux  droites  wAB,  wCD  tourne  autour 
de  w,  les  foyers  des  paraboles  P  et  P'  décrivent  le 
cercle  (C)  ayant  pour  diamètre  Oco.  Ce  cercle  passe 
par  les  projections  R,  L  du  point  o)  sur  les  axes.  Le  qua- 
drilatère wFOF'  étant  un  rectangle,  on  a 

FF'==Oto, 

Fig.  I. 


ce  qui  montre  que  la  distance  des  foyers  reste  constante 
et  égale  à  la  distance  du  point  O  au  point  fixe  o)  (qua- 
trième partie  du  problème). 
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cubique  (cuspidale)  (*),  on 
mène  les  tangentes  à  la  ou- 
bique^  ces  trois  tangentes  ren- 
contrent de  nouveau  la  courbe 
en  trois  points  en  ligne  droite. 

Si)  autour  d'un  point  fixe 
d'une  conique  cuspidale,  on 
fait  tourner  une  sécante,  le 
lieu  du  point  de  concours  des 
tangentes  menées  aux  points 
de  rencontre  de  la  sécante 
avec  la  cubique  est  une  co- 
nique. 

La  hessienne  d'une  cubique 
cuspidale  est  la  droite  joi- 
gnant le  point  de  rebrousse- 
ment  au  point  d'inflexion;  par 
conséquent,  le  lieu  des  points 
d'où  l'on  peut  mener  à  une 
cubique  cuspidale  trois  tan- 
gentes dont  les  points  de  con- 
tact soient  en  ligne  droite, 
est  la  droite  précédente. 

La  cayleyenne  d'une  cu- 
bique cuspidale  est  réduite  à 
un  point  :  le  point  de  ren- 
contre de  la  tangente  de  re- 
broussement  avec  la  tangente 
d'inflexion,  donc  les  cordes 
de  contact  passent  par  ce 
point  (>). 

Les  points  de  contact  des 
tangentes  menées  à   une  eu- 


une  cubique  cuspidale,  les 
tangentes  menées  à  la  cubique 
par  les  points  de  contact  sont 
concourantes. 

La  corde  des  contacts  des 
tangentes  menées  à  une  cu- 
biqu^e  cuspidale  par  un  point 
quelconque  pris  sur  une  tan- 
gente fixe  à  la  cubique,  enve- 
loppe une  conique. 


En  transformantla  première 
de  ces  propositions  par  po- 
laires réciproques,  on  obtient 
la  seconde,  et  la  seconde  con- 
duit à  la  première. 


Les   tangentes    à    une    cu- 
bique cuspidale,  aux  points  de 


(')  Nous  mettons  le  mot  entre  parenthèses,  pour  indiquer  que  la 
propriété  s'applique  à  une  cubique  quelconque. 

(»)  M.  Balitrand  {Nouvelles  Annales,  novembre  1898)  démontre 
ces  deux  propositions  pour  la  cissoïde;  c'était  bien  inutile,  elles  s'ap- 
pliquent à  une  cubique  cuspidale  quelconque. 
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bique  cuspidale  par  un  poinl      rencontre 
quelconque  sont   sur  une  co- 
nique   tangente  au    point  de 
rebroussement  à  la  tangente 
de  rebroussement. 


avec  une  droite 
quelconque,  touchent  une  co- 
nique tangente  au  point  d'in- 
flexion à  la  tangente  inflexion- 
nelle. 


L'enveloppe  des  cordes 
d'une  cubique  cuspidale  vues 
du  point  de  rebroussement 
sous  un  angle  droit  est  une 
conique. 

Exemple,  —  L'enveloppe 
des  cordes  d'une  cissoïde  vues 
du  point  de  rebroussement 
sous  un  angle  droit  est  une 
hyperbole  ayant  ce  point  pour 
sommet. 

La  polaire  harmonique  du 
point  d'inflexion  d'une  cubi- 
que cuspidale  est  la  tangente 
de  rebroussement 


Le  lieu  des  points  de  re- 
broussement des  cubiques 
cuspidales  tangentes  aux  trois 
côtés  d'un  triangle  en  trois 
points  en  ligne  droite  est  une 
conique  inscrite  dans  le  trian- 
gle. 

L'enveloppe  des  tangentes 
de  rebroussement  est  une 
quartique  de  troisième  classe. 

Si  l'on  considère  sur  une 
cubique  cuspidale  une  suite 
de  points  Aq,  Ai,  Aj,  ...jA^ 
tels  que  la  tangente  en   cha- 


Le  lieu  des  sommets  des 
angles  droits  circonscrits  à 
une  cubique  cuspidale,  dont  le 
point  d'inflexion  est  à  l'infini, 
est  une  conique. 

Exemple,  —  Le  lieu  des 
sommets  des  angles  droits 
circonscrits  à  une  développée 
de  parabole  est  une  parabole. 


Si  par  un  point  pris  sur  la 
tangente  de  rebroussement 
d'une  cubique  cuspidale  on 
mène  à  la  cubique  les  deux 
tangentes,  la  conjuguée  de  la 
tangente  de  rebroussement 
par  rapport  à  ces  deux  tan-r 
gentes'passe  par  le  point  d'in- 
flexion. 

L'enveloppe  des  tangentes 
inflexionnelles  des  cubiques 
cuspidales  tangentes  en  trois 
points  donnés  à  trois  droites 
concourantes  est  une  conique 
circonscrite  au  triangle  des 
trois  points. 

Le  lieu  des  points  d'in- 
flexion est  une  cubique  uni- 
cursale. 

Une  tangente  TT'  touchant 
une  cubique  cuspidale  au 
point  Ao,  par  ce  point  on 
mène  la  tangente  AqAi  autre 
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cun  de  ces  points  rencontre 
Ja  courbe  au  point  suivant,  la- 
position  limite  du  point  kn  est 
le  point  de  rebroussement(*). 


que  TT';  par  le  point  de  con- 
tact Al  on  mène  la  tangente 
Al  A],  etc.;  la  tangente  limite 
vers  laquelle  on  tend  est  la 
tangente  inflexionnelle. 


Une    cubique     acnodale    a 
trois  points  d'inflexion  réels. 


Cubiques  unicursales  quelconques,  —  La  transfor- 
mation par  polaires  réciproques  nous  fournira  des  pro- 
priétés des  quartiques  de  troisième  classe. 

Une  cubique  crunodale  a  un  Si  les  points  de  contact  de 

point  d'inflexion  réel  et  deux  la  tangente  double  d'une 
points  d'inflexion  imaginaires  quartique  de  troisième  classe 
conjugués.  sont  réels,  une  seule  tangente 

de  rebroussement  est  réelle, 
les  deux  autres  points  de  re- 
broussement sont  imaginaires 
conjugués. 

Si  les  points  de  contact  de 
la  tangente  double  d'une 
quartique  de  troisième  classe 
sont  imaginaires,  les  trois 
tangentes  de  rebroussement 
sont  réelles. 

Les  trois  tangentes  de  re- 
broussement sont  concou- 
rantes. 

Si  une  quartique  de  troi- 
sième classe  a  trois  tangentes 
de  rebroussement  réelles,  la 
tangente  double  est  la  polaire 
du  point  de  concours  des  tan- 
gentes de  rebroussement  par 
rapport  au  triangle  formé  par 
les  trois  points  de  rebrousse- 
ment. 


Les  trois  points  d'inflexion 
sont  en  ligne  droite. 

Si  une  cubique  nodale  a 
trois  points  d'inflexion  réels, 
le  point  double  est  le  pôle  de 
la  droite  qui  joint  les  trois 
points  par  rapport  au  triangle 
formé  par  les  trois  tan- 
gentes inflexionnelles  (Sâlmon, 
Courbes  planes  ). 


(»)  Voir  le  problème  du  Concours  général  de  1880.  On  demandait 
la  limite  des  points  A^  et  A_,^.  On  voit  que  la  première  étant  trou- 
vée, on  obtenait  la  seconde  en  transformant  par  polaires  récipro- 
ques. 


f 
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Si  la  droite  des  inflexions 
est  à  l'infini,  le  point  double 
est  le  point  de  concours  des 
médianes  du  triangle  des 
asymptotes. 

Si  autour  d'un  point  d'in- 
flexion d'une  cubique  (nodale) 
on  fait  tourner  une  transver- 
sale, et  qu'aux  deux  points 
où  elle  coupe  la  courbe  on 
mène  des  tangentes,  leur 
point  de  concours  engendrera 
une  ligne  droite  D.  La  droite  D 
rencontre  chaque  transversale 
en  un  point  qui  est  le  conju- 
gué harmonique  du  point 
d'inflexion  par  rapport  aux 
deux  points  où  la  transversale 
rencontre  de  nouveau  la 
courbe. 

Si  la  cubique  est  nodale,  la 
droite  D  est  celle  qui  joint  le 
point  double  au  point  de  con- 
tact de  la  tangente  menée  par 
le  point  d'inflexion. 

La  cayleyenne  d'une  cu- 
bique nodale  est,  en  négli- 
geant le  point  double,  une 
conique  touchantles  tangentes 
doubles  aux  points  de  ren- 
contre avec  la  droite  des  in- 
flexions. 


Si  le  point  de  concours  des 
tangentes  de  rebroussement 
est  le  centre  de  gravité  du 
triangle  des  points  de  rebrous- 
sement, la  tangente  double 
est  la  droite  de  l'infini. 

Si  par  un  point  P  pris  sur 
une  tangente  de  rebrousse- 
ment, on  mène  les  deux  tan- 
gentes à  une  quartique  de 
troisième  classe,  la  droite  joi- 
gnant les  points  de  contact 
passe  par  un  point  fixe.  La 
droite  joignant  le  point  P  à 
ce  point  est  la  conjuguée  har- 
monique de  la  tangente  de  re- 
broussement par  rapport  aux 
deux  tangentes  issues  de  P. 


Le  point  fixe  est  le  point 
d'intersection  de  la  tangente 
double  avec  la  tangente  à  la 
quartique  au  point  où  elle  est 
rencontrée  par  la  tangente  de 
rebroussement. 

Le  lieu  des  points  tels  que 
les  tangentes  menées  de  cha- 
cun d'eux  à  une  quartique  de 
troisième  classe  aient  leurs 
points  de  contact  en  ligne 
droite  est  une  conique  tou- 
chant, aux  deux  points  de  con- 
tact avec  la  tangente  double, 
les  droites  joignant  ces  deux 
points  de  contact  au  point  de 
concours  de  la  tangente  de 
rebroussement. 

Si    les   tangentes    au   point  Si    la    quartique   touche  la 
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double  sont  isotropes,  la  cay-      droite   de   TinHiii    aux  points 


leyenne  est  une  conique  ayant 
ce  point  pour  foyer. 

Si  l'on  considère  la  hes- 
sienne  d'une  cubique  nodale, 
trois  des  tangentes  menées 
d'un  point  quelconque  de 
cette  courbe  à  la  cubique  ont 
leurs  points  de  contact  en 
ligne  droite.  Le  point  de  ren- 
contre de  cette  droite  avec 
celle  qui  joint  le  quatrième 
point  de  contact  au  point 
double  se  trouve  sur  la  hes- 
sienne. 

La  corde  polaire  d'un  point 
d'une  cubique  unicursale  en- 
veloppe une  conique  2  in- 
scrite à  l'angle  des  tangentes 
au  point  double  aux  points  où 
elles  sont  coupées  par  la  droite 
des  inflexions  (Astor). 


Si  les  tangentes  au  point 
double  sont  isotropes,  la  co- 
nique 2  a  un  foyer  au  point 
double. 

Les  droites  joignant  le  point 
double  d'une  cubique  aux 
points  de  contact  des  deux 
tangentes  menées  à  la  cubique 
par  un  point  quelconque  pris 
sur  la  cubique  forment  avec 


cycliques  (  hypocycloïde  à 
trois  rebrou ssements),  le  lieu 
précédent  est  un  cercle. 

L'enveloppe  des  droites, 
telles  que  les  tangentes  en  trois 
de  leurs  points  de  rencontre 
avec  une  quartique  de  troi- 
sième classe  soient  concou- 
rantes, est  une  quartique  de 
troisième  classe. 

La  droite,  joignant  le  point 
de  concours  au  point  de  ren- 
contre de  la  quatrième  tan- 
gente avec  la  tangente  double, 
touche  la  même  quartique. 

Une  tangente  quelconque  à 
une  quartique  de  troisième 
classe  rencontrant  la  courbe 
en  deux  points,  si  l'on  mène 
les  tangentes  en  ces  points, 
leur  point  de  concours  déciit 
une  conique  tangente  aux 
deux  droites  joignant  le  point 
de  concours  des  tangentes  de 
rebroussement  aux  points  de 
contact  de  la  quartique  avec 
sa  tangente  double,  et  tou- 
chant ces  droites  en  ces 
points. 

Si  la  quartique  est  une  hy- 
pocycloïde à  trois  rebrousse- 
ments,  la  conique  est  un 
cercle. 

Si  l'on  mène  une  tangente 
quelconque  à  une  quartique 
de  troisième  classe  et  les  tan- 
gentes aux  points  où  elle  ren- 
contre de  nouveau  la  courbe, 
ces  deux  dernières  coupent  la 
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les    tangentes    au    nœud 


un 


faisceau  harmonique  (Astor). 


En  particulier,  si  le  point 
double  est  un  foyer,  la  corde 
polaire  d'un  point  quelconque 
de  la  courbe  est  vue  du  point 
double  sous  un   angle  droit. 


L'enveloppe  des  cordes  d'une 
cubique  unicursale  vues  du 
point  double  sous  un  angle 
droit  est  une  conique. 

Si  les  tangentes  au  point 
double  sont  isotropes,  la  co- 
nique a  un  foyer  au  point 
double,  et  la  directrice  corres- 
pondante est  la  droite  des  in- 
flexions. 

Si  la  cubique  est  une  stro- 
phoïde,  la  conique  est  une  pa- 
rabole dont  la  directrice  passe 
par  le  point  double. 


L'enveloppe  des  cordes  de 
la  cubique  de  THospital  (an- 
tipodaire  de  la  parabole  par 
rapport  à  son  foyer),  vues  de 
ce  foyer  sous  un  angle  droit, 
est  une  conique  ayant  ce  point 
pour  foyer. 

Les  deux  tangentes  au  point 
double  d'une  cubique  étant 
réelles,   si  d'un   point    de    la 


tangente  double  en  deux 
points  qui  forment  une  divi- 
sion harmonique  avec  les 
points  de  contact  de  la  tan- 
gente double. 

£n  particulier,  si  la  quar- 
tique  est  une  hypocycloïde  à 
trois  rebroussements,  les  tan- 
gentes menées  à  la  courbe  aux 
points  où  elle  est  rencontrée 
par  une  tangente  quelconque 
sont  rectangulaires. 

Le  lieu  des  sommets  des 
angles  droits  circonscrits  à 
une  quartique  dont  la  tan- 
gente double  est  la  droite  de 
l'infini  est  une  conique. 

Si  la  quartique  est  une  hy- 
pocycloïde à  trois  rebrousse- 
ments, le  lieu  précédent  est 
un  cercle  ayant  son  centre  au 
point  de  concours  des  tan- 
gentes de  rebruussement. 

Le  lieu  des  sommets  des  an- 
gles droits,  circonscrits  à  une 
antipodaire  d'hyperbole  équi- 
latére  relativement  à  un  point 
pris  sur  l'hyperbole,  est  une 
hyperbole  équilatère. 

Le  lieu  des  sommets  des 
angles  droits  circonscrits  à  la 
cardioïde  est  un  cercle  (La- 
guerre). 


Lorsqu'une  quartique  de 
troisième  classe  n'a  qu'un 
point  de   rebroussemcnt  réel. 
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au  point  O,  Vautre  tangente  étant  perpendiculaire  sur 
la  première.  La  courbe  n*a  plus  alors  que  deux  boucles, 
elle  a  une  forme  remarquable  et  on  la  construit  points 
par  points  d'une,  façon  très  simple  ^ 

3**  Le  lieu  des  projections  du  milieu  de  l'hypoténuse 
d'un  triangle  rectangle  isoscèle  sur  les  axes  des  para- 
boles circonscrites  (Ecole  Navale,  concours  de  1893). 


PROPRIÉTÉS  DE  LA  PARABOLE  ET  SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE 
DU  PROBLÈME  DU  CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE 
NAVALE  EN  1893; 


Par  m.  André  CAZAMIAN. 


Théorème.  —  A,  B,  C  désignant  trois  points  d'une 
parabole,  D,  E,  F  les  milieux  des  côtés  du  triangle  ABC^ 
l'hyperbole  équilatère  qui  passe  par  les  points  D,  E  et 
qui  a  pour  asymptote  Vaxe  de  la  parallèle,  passe  par 
le  point  F. 

Soient K  et  I  {fig-  1)  les  points  de  rencontre  avec  l'axe 
des  droites  DE  et  DF.  Considérons  l'hyperbole  équilatère 
qui  passe  par  D  et  E  et  qui  est  asymptote  à  l'axe  de  la 
parabole.  En  portant  EH  ==  DK  et  en  menant  HP  per- 
pendiculaire sur  l'axe,  HP  sera  la  seconde  asymptote  de 
cette  hyperbole.  Soit  L  le  point  de  rencontre  de  DF 
avec  l'asymptote  HP.  Si  Ton  a 

DL  =  FI, 

Thyperbole  équilatère  considérée  passera  aussi  par  le 
point  F.  En  menant  DM  perpendiculaire  sur  HP,  il 


r 
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suffira  de  prouver  que  DM  =  IN.  Or  les  deux  triangles 
rectangles  HDM,  EKR  étant  égaux  par  construction, 
on  a 

DM  =  KR; 

il  suffira,  en  définitive,  de  prouver  Tégalité  KR.  =  IN. 

Fig. I. 


Appelons  (JO^^J^)^  (j^ity^)^  (-^s^J^a)  ^^^  coordonnées 
des  points  A,  B,  C  de  la  parabole,  on  a 


KR  = 


ER 


tangËKR 


Mais  ER 


_  jvj-r? 


2 


et  l'angle  EKR  est  égal  à  l'angle 


de  AC  avec  l'axe  de  la  parabole  :  donc 


^  opi-oTi     yl-y\     yi-^y\ 


Il  en  résulte  que 


^p 


(3.8) 
On  a  de  mêuic 

IIV  =       ^^      ^  yz-^.ri  Tj  —  Xj 
tangFIN  2       ^2  —  ^3 

2      'i'P{yt—yz)  ^p 

donc 

KR  =  IN. 

Corollaires.  —  On  sait  que  Tasymptote  d'une  hy- 
perbole équilatère,  circonscrite  à  un  triangle,  est  droite 
de  Simson  du  triangle.  De  là  les  corollaires  suivants  : 

1.  Les  perpendiculaires  élevées  aux  points  de  ren- 
contre avec  l'axe,  sur  les  côtés  du  triangle  obtenu  en 
joignant  les  milieux  des  côtés  d^  un  triangle  quelconque 
inscrit  dans  une  parabole,  sont  concourantes, 

2.  Uaxe  d' une  parabole  circonscrite  à  un  triangle 
est  droite  de  Simson  du  triangle  obtenu  en  joignant 
les  milieux  des  côtés  du  premier, 

3.  L'enveloppe  des  axes  des  paraboles  circonscrites  à 
un  triangle  est  une  hjpocycloïde  à  trois  rebrousse- 
ments  dont  le  cercle  inscrit  à  la  courbe  est  le  cercle 
des  neuf  points  du  triangle  /orme  enjoignant  les  mi- 
lieux des  cotés  du  premier. 

On  sait,  en  effet,  que  l'enveloppe  des  droites  de  Sim- 
son d'un  triangle  est  une  hypocycloïde  à  trois  rebrous- 
sements,  dont  le  cercle  inscrit  à  la  courbe  est  le  cercle 
des  neuf  points  du  triangle. 

Nous  ignorons  si  la  propriété  énoncée  en  dernier  lieu 
est  déjà  connue.  Ce  qu'il  y  a  de  particulièrement  re- 
marquable, c'est  que  Tenveloppe  des  axes  des  paraboles 
circonscrites,  des  paraboles  inscrites  et  des  paraboles 
conjuguées  à  un  triangle  sont  des  liypocycloïdes  à  trois 
rebroussemeuts.   Le  cercle    inscrit  dans    la    première 
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courbe  est  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  obtenu 
en  joignant  les  milieux  des  côtés  du  triangle  donné  ^  le 
cercle  inscrit  dans  la  seconde  courbe  est  le  cercle  circon- 
scrit au  triangle,  et  le  cercle  inscrit  dans  la  troisième 
courbe  est  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle. 

De  ces  théorèmes,  dont  deux  au  moins  sont  connus, 
et  qui  se  ramènent  tous  à  cette  unique  proposition  : 
Uenx^eloppe  des  droites  de  Simson  d'un  triangle  est 
une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements,  on  déduit 
les  conséquences  suivantes  : 

L'axe  d'une  parabole,  conjuguée  à  un  triangle,  est 
asymptote  à  une  hyperbole  équilatère  circonscrite  au 
triangle. 

Vaxe  d'une  parabole,  circonscrite  à  un  triangle^  est 
asymptote  à  une  hyperbole  équilatère  passant  par  les 
milieux  des  côtés  du  triangle* 

L'axe  d*une  parabole,  inscrite  à  un  triangle,  est 
asymptote  à  une  hyperbole  équilatère  passant  par  les 
sommets  du  triangle  obtenu  en  menant  par  chaque 
sommet  du  triangle  donné  la  parallèle  au  côté  opposé. 

En  faisant  usage  du  corollaire  (3),  nous  nous  propo- 
sons de  résoudre  le  problème  donné  au  concours  d'ad- 
mission à  rÉcole  Navale,  en  iSgS. 

On  considérait  les  paraboles  passant  par  les  trois 
sommets  d'un  triangle  rectangle  isoscèle  ABA'  et  Ton 
demandait  (Jîg*  2)  : 

i"  Démontrer  que,  par  chaque  point  du  plan,  passent 
deux  de  ces  paraboles^  Soit  M  un  point  quelconque  du 
plan.  Dans  le  faisceau  des  coniques  passant  par  les 
quatre  points  ABA'M,  il  en  existe  toujours  deux  tan- 
gentes à  la  droite  de  l'infini,  c'est-à-dire  deux  para- 
boles. 

2"  De  distinguer  les  régions  du  plan  pour  lesquelles 
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ces  deux  paraboles  sont  réelles.  Pour  que  les  deux  pa- 
raboles du  faisceau  (ABA'M).  soient  réelles,  il  faut  que 
la  conique  des  neuf  points  du  faisceau  soit  une  hyper- 
bole, ce  qui  exige  que  le  quadrilatère  AB  A'JVI  soit  con- 
vexe. Le  point  M  ne  doit  donc  se  trouver,  ni  dans-Tin- 


térieur  du  triangle  AA'B,  ni  dans  le  prolongement  des 
angles  de  ce  triangle,  au  delà  de  chaque  sommet. 

3°  De  démontrer  que  le  lieu  des  points  M,  pour  les- 
quels les  axes  des  deux  paraboles  correspondantes  sont 
rectangulaires,  est  une  circonférence  (c).  En  effet, 
lorsque  les  axes  des  deux  paraboles  d'un  faisceau 
(ABA'M)  sont  rectangulaires,  les  rayons  doubles  du 
faisceau  involutif  des  directions  asymptotiques  de  ces 
coniques,  étant  rectangulaires,  sont  conjugués  par  rap- 
port aux  directions  isotropes  :  donc  les  directions  iso- 
tropes sont  directions  asymptotiques  d'une  conique  du 
faisceau,  c'est-à-dire  qu'il  existe  un  cercle  dans  le  fais- 
ceau, ce  qui  exige  que  le  point  M  se  trouve  sur  le 
cercle  (c)  circonscrit  au  triangle  ABxV. 

4**  On  demandait  le  lieu  L  des  projections  du  point  O 
sur  les  axes  des  paraboles  circonscrites  au  triangle  ABA'. 
C'est  la  podaire  du  point  O  relative  à  Tenveloppe  des 
axes  des  paraboles.  Or  cette  enveloppe,  d'après  ce  que 
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nous  avons  vu,  est  une  hyperboloïde  à  trois  rebrousse- 
ments,  admettant  pour  cercle  inscrit  le  cercle  des  neuf 
points  du  triangle  ORS,  c'est-à-dire  un  cercle  tangent 
en  O  à  la  droite  AA'  et  passant  par.  le  milieu  de  OB. 
Donc  la  courbe  L  est  uue  quartique  ayant  un  point 
triple  en  O  et  ayant  pour  directions  asymptotiques 
doubles  les  droites  isotropes  {voir  notre  solution  du 
problème  du  Concours  d'admission  à  T Ecole  Polytech- 
nique, en  1887).  Les  trois  tangentes  à  Thypocycloïde 
issues  de  O  étant  la  droite  OB  et  les  droites  OR,  OS, 
bissectrices  de  Tangle  xOy  (la  première  étant  Taxe  de 
la  parabole  qui  a  son  sommet  en  B,  les  deux  autres  les 
axes  des  paraboles  formées  par  les  côtés  AB,  A'B  du 
triangle  AA'B  et  les  parallèles  à  ces  côtés  menées  res- 
pectivement par  les  sommets  opposés),  les  tangentes  i 
la  courbe  L,  en  son  point  triple  O,  seront  les  deux 
droites  OR,  OS  et  la  droite  AA'.  De  plus,  la  droite  A  A' 
et  la  parallèle  menée  par  B  constituant  une  parabole  du 
système,  dont  l'axe  est  la  parallèle  équidistante  passant 
par  le  milieu  I  de  OB,  le  point  I  appartient  à  la 
courbe  L.  Il  résulte  de  la,  et  sans  aucun  calcul,  que  la 
quartique  L  a  pour  équation 

j> 

(a?«-i-7«)«H r(7— ^Xj^-i-a?)  =0, 

en  posant,  d'après  l'énoncé, 

OA  =  OA'=OB  =  R. 

On  construira  géométriquement  point  par  point  ce 
trifolium  en  prenant  les  pieds  des  perpendiculaires  me- 
nées de  O  sur  les  droites  de  Simson  du  triangle  rec- 
tangle isoscèle  ORS,  lesquelles  s'obtiennent  bien  sim- 
plement. 

5°  On  demandait  de  prouver  que,  lorsque  le  point  M 
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décrit  la  circonférence  (c),  le  point  de  rencontre  des 
axes  des  deux  paraboles,  passant  par  ce  point,  décrit 
également  une  circonférence.  Cela  résulte  immédiate- 
ment de  la  propriété  bien  connue  de  Phypocycloïde  à 
trois  rebroussements  :  le  lieu  des  sommets  des  angles 
droits  circonscrits  est  le  cercle  inscrit  à  la  courbe.  Or, 
lorsque  le  point  M  décrit  la  circonférence  (c),  les  axes 
des  deux  paraboles  correspondantes  sont  rectangulaires  ; 
donc  leur  point  de  concours  décrit  le  cercle  des  neuf 
points  du  triangle  ORS,  c'est-«i-dire  un  cercle  tangent 

en  O  à  A  A'  et  ayant  pour  rayon  -7  • 

6**  On  demandait  enfin  de  prouver  que  T hyperbole 
équilatère  circonscrite  au  triangle  ABA'  et  dont  les  axes 
sont  parallèles  aux  axes  des  deux  paraboles  passant  par 
un  point  M  de  la  circonférence  (c)  passe  par  ce  point  M. 
Cela  résulte  immédiatement  de  ce  qu'il  existe  une  seule 
hyperbole  équilatère  dans  un  faisceau,  et  de  ce  que  les 
coniques  d'un  faisceau  (AA'BM),  auquel  appartient  un 
cercle  (c),  ont  leurs  axes  parallèles. 


REMARQUES  SUR  LE  THÉORÈME  DE  FREGIER; 

Par  m.  André  CAZAMIAN. 


Le  théorème  de  Frégier  n'est  que  la  transformée,  par 
polaires  réciproques,  de  cette  propriété  élémentaire  de 
la  parabole  :  Le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  cir- 
conscrits est  une  droite,  la  directrice. 

Il  suffit  de  prendre  pour  conique  directrice  un  cercle 
quelconque,  de  centre  O.  La  transformée  S  de  la  para- 
bole est  une  conique  passant  par  le  point  O,  et  les  cordes 
de  cette  conique,  vues  du  point  O,  sous  un  angle  droit, 
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auront  toutes,  en  commun,  un  point  fixe  M,  pôle  de  la 
directrice,  situé  sur  la  perpendiculaire  menée  de  O  à  la 
directrice,  c'est-à-dire,  comme  on  le  voit  facilement,  sur 
la  normale  à  la  coaîque  S  au  point  O. 

Si  le  centre  O  du  cercle  directeur  est  situé  sur  la  direc- 
trice D,  la  polaire  réciproque  de  la  parabole  est  une 
hyperbole  équilatère  passant  par  le  point  O.  Les  cordes 
de  cette  conique,  vues  du  point  O  sous  un  angle  droit, 
devant  passer  par  le  pôle  de  D,  lequel  est  à  l'infini  dans 
la  direction  perpendiculaire,  seront  toutes  parallèles  à 
la  normale  au  point  O  à  Tliyperbole  équilatère. 

Appelons  point  de  Frégier  le  point  fixe  par  lequel 
passent  les  cordes  d'une  conique  vues  d'un  point  M  de 
la  courbe  sous  un  angle  droit.  Ce  point  occupe  sur  la 
normale  une  position  remarquable.  Lorsque  les  côtés 
de  Tangle  droit,  pivotant  autour  du  point  M,  sont  paral- 
lèles aux  axes  de  la  conique,  ces  côtés  forment  un  sys- 
tème de  cordes  supplémentaires  de  la  conique  :  donc  la 
droite  AB,  joignant  leurs  seconds  points  d'intersection 
avec  la  courbe,  passera  par  le  centre  O. 

Le  point  de  Frégier  I  est  à  l'intersection  du  dia- 
mètre AB  et  de  la  normale  en  M.  Soient  P  et  Q  les 
points  de  rencontre  de  cette  normale  avec  les  axes  de  la 
conique.  Le  faisceau  O(MPIQ)  est  harmonique,  puisque 
la  parallèle  MB  au  rayon  OQ  est  partagée  par  les  trois 
autres  en  deux  parties  égales  :  le  point  de  Frégier  est 
donc,  sur  la  normale,  le  conjugué  harmonique  du 
point  Mj  par  rapport  aux  points  d* intersection  de  la 
normale  avec  les  axes. 

Corollaires.  —  i**  Dans  le  cas  de  l'hyperbole  équi- 
latère, le  point  de  Frégier  relatif  à  un  point  M  de  la 
courbe  est  à  l'infini  sur  la  normale.  Donc  : 

Le  point  d'incidence  d\ine  normale  à  une  hyperbole 
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équilatère  est  le  milieu  de  la  portion  de  normale  com- 
prise entre  les  axes. 

2^  L'un  des  axes  de  la  parabole  est  à  Tinfini.  Il  en 
résulte  que  : 

Le  point  de  Frégier  relatif  à  un  point  M  d'une  para^ 
bole  est,  sur  la  normale,  à  la  même  distance  de  l'axe 
que  le  point  M. 


SUR  UN  THÉORÈME  DE  M.  FAURE; 

Par  m.  André  CAZAMIAN. 


Dans  une  Note  précédente,  nous  avons  prouvé  que  le 
théorème  de  M.  Faure  sur  les  cercles  circonscrits  aux 
triangles  conjugués  par  rapport  à  une  conique  était  un 
cas  particulier  d'une  propriété  plus  étendue,  qui  peut 


ainsi  s*énoncer 


1 .  Etant  donnés  une  conique  S  et  deux  points  A,  B, 
si  l'on  considère  la  conique  S  harmonique  (^)  deS  par 
rapport  à  (AB),  toute  conique  T  passant  par  A,  B,  et 
circonscrite  à  un  triangle  quelconque  conjugué  à  S, 
coupe  S  en  deux  points  tels  que  les  tangentes  àTet^ 
en  chacun  de  ces  points  soient  conjuguées  par  rapport 
aux  droites  les  joignant  à  A  et  B. 


(*)  Nous  appelons  conique  harmonique  de  deux  coniques  S  et  S, 
le  lieu  des  points  tels  que  les  tangentes  issues  de  chacun  d'eux  à  S 
et  S|  forment  un  faisceau  harmonique.  Dans  le  cas  où  la  conique  S, 
est  formée  par  deux  points  A,  B,  la  conique  harmonique  est  celle 
qui  passe  par  A)  B  et  les  points  de  contact  des  tangentes  à  S  menées 
par  A  et  B. 
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Si  les  points  A  et  B  sont  les  ombilics  du  plan,  la 
conique  harmonique  S  est  le  cercle  orthoptique  de  S; 
on  obtient  alors  le  théorème  Faure.  Ce  théorème  conduit 
lui-même  à  une  foule  de  conséquences  intéressantes  et 
permet  de  retrouver  beaucoup  de  propositions  connues, 
mais  ne  paraissant  avoir  aucun  lien  les  unes  avec  les 
autres,  et  qui  devront  être  ainsi  envisagées  comme 
des  corollaires  d^un  théorème  plus  général.  Nous  nous 
proposons,  dans  ce  qui  va  suivre,  d'étudier  les  nom- 
breux corollaires  du  théorème  Faure. 

1.  Auparavant,  et  pour  pouvoir  en  faire  simulta- 
nément l'étude,  nous  allons  parler  d*un  autre  théorème 
général  intimement  lié  au  théorème  1,  puisqu'il  peut  en 
être  déduit.  C'est  la  proposition  suivante  : 

2.  Etant  donnés  une  conique  S  et  deux  points 
fixes  A,  B,  si  Ion  considère  la  conique  S  harmonique 
de  S  par  rapport  à  A  et  h  y  toute  conique  T  conjuguée 
par  rapport  à  un  triangle  oirconscrit  à  S  et  passant 
par  A,  B  coupe  S  en  deux  points  tels  que  les  tangentes 
à  T  et  "£  en  chacun  de  ces  points  soient  conjuguées  par 
rapport  aux  droites  les  joignant  aux  points  A  et  B. 

Cette  propriété  résulte  de  ce  fait  qu'une  conique  S 
étant  inscrite  dans  un  triangle  conjugué  à  F,  cette 
seconde  conique  F  est  harmoniquement  circonscrite  à  la 
première.  La  démonstration  en  est  simple.  Considérons 
une  conique  S  inscrite  dans  un  triangle  ABC  conjugué 
à  une  conique  F.  Le  point  C,  pôle  de  la  tangente  AB 
à  S  par  rapport  à  F,  est  un  point  tel  que  les  tangentes 
menées  de  ce  point  à  S  et  F  forment  un  faisceau  harmo- 
nique. Il  en  est  de  même  pour  les  points  A,  B  et  pour 
les  points  de  contact  des  tangentes  communes  à  S  et  F. 
11  en  résulte  que  la  conique  S  harmonique  de  S  et  F  est 
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en  même  temps  la  polaire  réciproque  de  S  par  rapport 
à  r  :  donc  le  pôle  d'une  tangente  quelconque  à  S  par 
rapport  à  Fêtant  sur  S  est  un  point  tel  que  les  tangentes 
menées  de  ce  point  à  S  et  F  forment  un  faisceau  harmo- 
nique. (C'est  le  théorème  connu  :  Lorsqu'il  existe  un 
triangle  circonscrit  à  une  conique  et  conjugué  à  une 
autre,  il  existe  une  infinité  de  triangles  analogues,) 

Transformons  alors  par  polaires  réciproques  en  pre- 
nant pour  conique  directrice  une  emtii|iie  telle  que  S 
se  transforme  en  F.  On  obtient  cette  propriété  àm  S  :les 
polaires  de  tous  ses  points  par  rapport  à  F  sont  divisées^ 
harmoniquement  par  les  deux  coniques,  ce  qui  montre 
que  S  est  circonscrite  à  df^s  triangles  conjugués  à  F. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  points  A,  B  sont  les 
points  cycliques ,  la  conique  harmonique  de  S  par 
rapport  à  (AB)  étant  son  cercle  orthoptique,  on  obtient 
le  théorème  suivant  : 

3.  Les  cercles  conjugués  aux  triangles  circonscrits 
à  une  conique  coupent .  orthogonalement  le  cercle 
orthoptique  de  la  conique. 

D'autre  part,  le  théorème  Faure  et  le  théorème  pré- 
cédent peuvent  encore  s'énoncer  ainsi  : 

4.  Les  cercles  orthoptiques  des  coniques  conjuguées 
par  rapport  à  un  triangle  coupent  orthogonalement  le 
cercle  circonscrit  au  triangle. 

Les  cercles  orthoptiques  des  coniques  inscrites  dans 
un  triangle  coupent  orthogonalement  le  cercle  con- 
jugué au  triangle. 

Lorsque  deux  cercles  se  coupent  orthogonalement,  la 
puissance  du  centre  de  l'un  par  rapport  à  l'autre  est 
égale  au  carré  de  son  rayon.  Or  le  centre  du  cercle 
orthoptique  est  le  centre  de  la  conique,  et  le  carré  de 
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son  rayon  est  la  somme  des  carrés  des  demi-axes  de  la 
conique.  De  là  les  corollaires  suivants,  qui  ne  sont  que 
des  manières  différentes  d'énoncer  les  théorèmes  de 
M.  Faure. 

La  puissance  du  centre  ft'une  conique  conjuguée  à 
un  triangle  par  rapport  au  cercle  circonscrit  est  égale 
à  la  somme  des  carrés  de  ses  demi-axes. 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  conjuguées  à  un 
triangle  et  dont  la  somme  des  carrés  des  demi-axes  est 
constante  est  un  cercle  concentrique  au  cercle  cir- 
conscrit au  triangle. 

La  puissance  du  centre  d*une  conique  inscrite  dans 
un  triangle  par  rapport  au  cercle  conjugué  est  égale  à 
la  somme  des  carrés  de  ses  demi^axes. 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites  dans  un 
triangle  et  dont  la  somme  des  carrés  des  demi-axes  est 
constante  est  un  cercle  ayant  pour  centre  [orthocentre 
du  triangle. 

Ce  dernier  théorème  a  été  donné  pour  la  première  fois 
par  Steîner. 

Lorsque  deux  triangles  sont  circonscrits  à  une 
conique,  Vojce  radical  des  cercles  conjugués  passe  par 
le  centre  de  la  conique. 

Lorsque  deux  triangles  sont  conjugués  à  une  conique, 
Vaxe  radical  des  cercles  circonscrits  passe  par  le  centre 
de  la  conique. 

Lorsqu'une  conique  inscrite  dans  un  triangle  est  con- 
juguée par  rapport  à  un  autre  triangle,  son  centre 
appartient  à  Vaxe  radical  du  cercle  conjugué  au  pre- 
mier et  du  cercle  circonscrit  au  second. 

On  pourra  aussi  énoncer  des  relations  métriques  évi- 
dentes : 
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Entre  la  rfistance  d  du  centre  d'une  conique  inscrite 
dans  un  triangle  à  l' orthocentre  du  triangle,  le  rayon  p 
du  cercle  conjugué  au  triangle  et  la  somme  s^  des  carrés 
des  demi -axes  de  la  conique^  existe  la  relation 

Entre  la  distance  D  du  centre  d'une  conique  con- 
juguée à  un  triangle  au  centre  du  cercle  circonscrit,  le 
rayon  R  de  ce  cercle  et  la  sommes^  des  carrés  des  demi- 
axes  de  la  conique,  existe  la  relation 

En  particulier,  on  aura  des  relations  entre  la  distance 
du  centre  du  cercle  inscrit  à  Torthocentre,  le  rayon  r  de 
ce  cercle  et  le  rayon  p  du  cercle  conjugué  : 

û?2=s  pî-i-  2  7-2, 

entre  la  distance  D  de  l'orthocentre  au  centre  du  cercle 
circonscrit,  le  rayon  p  et  le  rayon  R  du  cercle  cir- 
conscrit : 

D«=R«-h2p2. 

Les  propriétés  connues  des  cercles  orthogonaux  don- 
nent aussi  quelques  théorèmes  relatifs  aux  cercles  or- 
thoptiques,  par  exemple  : 

Les  polaires  d'un  point  du  cercle  orthoplique  d'une 
conique  par  rapport  à  tous  les  cercles  circonscrits  aux 
triangles  conjugués  et  à  tous  les  cercles  conjugués  aux 
triangles  circonscrits  passent  par  un  même  point,  qui 
est  le  symétrique  du  point  considéré  par  rapport  au 
centre  de  la  conique. 

En  appliquant  les  deux  théorèmes  fondamentaux  au 
cercle,  on  retrouve  des  propriétés  particulières  de  Géo- 
métrie élémentaire.  Par  exemple,  la  puissance  de  Tor- 
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tliocentre  par  rapport  au  cercle  circonscrit  est  égale  au 
double  du  carré  du  rayon  du  cercle  conjugué,  c'est- 
à-dire  que,  si  H  est  Torthocentre,  A  un  sommet,  P  le  pied 
de  la  hauteur  HA  et  R  le  point  où  cette  hauteur  ren- 
contre le  cercle  circonscrit,  on  aura 

nAxHR  =  2HAxHP        ou        HR  =  2HP, 

c'est-à-dire  que  le  symétrique  de  l'orthocentre  par  rap- 
port à  un  côté  est  situé  sur  le  cercle  circonscrit. 

IL  Deux  coniques  particulières,  l'hyperbole  équila- 
tère  et  la  parabole,  ont  des  cercles  orthoptiques  particu- 
liers. Celui  de  la  première  est  réduit  à  un  point,  le  centre 
de  la  courbe  ;  celui  de  la  seconde  est  dégénéré  en  une 
droite,  la  directrice.  Or,  une  circonférence  qui  coupe 
orthogonalement  un  cercle  réduit  à  un  point  passe  par 
ce  point,  et  toute  droite  coupant  orthogonalement  un 
cercle  est  diamètre  de  ce  cercle.  De  là  la  série  des  co- 
rollaires suivants  déjà  obtenus  directement  de  tant  de 
façons  différentes,  mais  qui  ne  sont  que  des  conséquences 
très  particulières  d'un  théorème  général  : 

Le  cercle  circonscrit  à  un  triangle  conjugué  par  rap- 
port à  une  hyperbole  équilatère  passe  par  le  centre  de 
la  courbe. 

Le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  conju- 
guées à  un  triangle  est  le  cercle  circonscrit  au  tri- 
angle. 

Le  cercle  conjugué  à  un  triangle  circonscrit  à  une 
hyperbole  équilatère  passe  par  le  centre  de  la  courbe. 

Le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  in- 
scrites dans  un  triangle  est  le  cercle  conjugué  au  tri- 
angle. 

Les  directrices  des  paraboles  conjuguées  à  un  tri- 
Ann.  de  Mathémat.,  3«  série,  t.  XIII.  (Août  1894.)  2^ 
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angle  passent  par  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  tri- 


angle. 


Le  lieu  des  centres  des  cercles  circonscrits  aux  tri- 
angles conjugués  à  une  parabole  est  la  directrice. 

Les  directrices  des  paraboles  inscrites  dans  un  triang  le 
passent  par  V orthocentre  du  triangle. 

Le  lieu  des  orlhocentres  des  triangles  circonscrits  à 
une  parabole  est  la  directrice. 

Il  est  bien  connu  que  le  lieu  des  hyperboles  équila- 
tères  circonscrites  à  un  triangle  est  le  cercle  des  neui 
points  du  triangle.  Cela  provient  encore  de  ce  que  les 
hyperboles  équilatères  circonscrites  à  un  triangle  sont 
conjuguées  par  rapport  au  triangle  forme  en  joignant  les 
pieds  des  hauteurs  du  premier.  En  effet,  les  hyperboles 
équilatères  circonscrites  au  triangle  ABC  passent  par 
Torthocentre  H.  Soient  P,  R,  K  les  pieds  des  trois  hau- 
teurs CH,  AH,  6H.  La  droite  KR  joignant  les  points 
d'intersection  avec  Thyperbole  des  deux  sécantes  APB, 
PHC,  est  la  polaire  du  point  P.  Le  triangle  PKR  est 
conjugué  à  toutes  les  hyperboles  équilatères  du  faisceau. 
D*où  il  résulte  que  les  centres  de  ces  hyperboles  sont 
situés  sur  le  cercle  circonscrit  au  triangle  des  pieds  des 
hauteurs,  qui  n*est  autre  que  le  cercle  des  neuf  points. 

Ainsi,  les  théorèmes  Faure  conduisent  immédiate- 
ment au  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  in- 
scrites, conjuguées  et  circonscrites  à  un  triangle. 

UL  Si  Ton  assujettît  les  coniques  inscrites  ou  conju- 
guées à  un  triangle  à  une  autre  condition,  et  qu'on  dé- 
termine le  lieu  des  centres  de  ces  coniques,  on  connaîtra 
par  cela  même  la  déférente  de  Tanallagmatique  enve- 
loppe des  cercles  orthoptiques  de  ces  coniques.  Nous 
examinerons  bientôt  deux  cas  intéressants,  celui  desco- 
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niques  circonscriles  et  inscrites  à  un  quadrilatère,  qui 
permettront  de  retrouver  plusieurs  théorèmes  connus. 
Dans  certains  cas  particuliers,  la  nature  delà  condition 
à  laquelle  seront  assujetties  les  coniques  inscrites  ou 
conjuguées  amènera  à  la  fois  la  connaissance  de  Tenve- 
loppe  des  cercles  ortlioptiques  et  du  lieu  de  leurs  centres, 
c'est-à-dire  du  lieu  des  centres  des  coniques. 

Par  exemple,  si  les  cercles  ortlioptiques  des  coniques 
inscrites  dans  un  triangle  coupent  ortliogonalenient  un 
cercle  fixe  donné,  il  en  résultera  que  ces  cercles  ortliop- 
tiques passeront  par  deux  points  fixes,  les  points  dePon- 
celet  relatifs  au  cercle  donné  et  au  cercle  conjugué  au 
triangle  :  le  lieu  des  centres  des  coniques  sera  donc  alors 
une  droite.  Plus  particulièrement,  supposons  que  Ton 
considère  les  coniques  inscrites  dans  un  triangle  et  vues 
il'un  point  fixe  P  sous  un  angle  droit.  Les  cercles  or- 
thoptiques  de  ces  coniques  passant  par  un  point  fixe  et 
coupant  orthogonalement  le  cercle  conjugué  au  triangle 
auront  leurs  centres  situés  sur  une  droite,  Taxe  radical 
du  cercle-point  P  et  du  cercle  conjugué,  c'est-à-dire  la 
droite  équidistante  du  point  P  et  de  sa  polaire  par  rap- 
port au  cercle  conjugué.  Tous  ces  cercles  passeront  donc 
par  un  second  point  fixe  situé  sur  la  droite  PH  (H  dési- 
gnant l'orthocentre  du  triangle),  au  point  de  rencontre 
de  cette  droite  et  de  la  polaire  du  point  P  par  rapport 
au  cercle  conjugué.  11  en  résulte  que  les  coniques  in- 
scrites dans  un  triangle  et  vues  d'un  point  fixe  P  sous  un 
angle  droit  sont  vues  d'un  autre  point  fixe  P'  sous  un 
angle  droit  5  la  droite  PP'  passe  constamment  par  le 
centre  du  cercle  conjugué,  c'est-à-dire  par  l'orthocentre 
du  triangle,  et  le  produit  HP  X  HP',  puissance  du  centre 
du  cercle  conjugué  par  rapport  aux  cercles  orthoptiques, 
qu'il  coupe  orthogonalement,  est  constant  et  égal  au 
carré  de  son  rayon  (Concours  d'agrégation  de  1890). 
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Le  ihéorème  de  M.  Faure  conduirait,  par  un  raisonne- 
ment analogue,  à  des  propriétés  du  même  genre,  de  sorte 
qu'on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

r  .  [inscrites      )  ,  ,    .         »       ^  w. 

Les  coniques  \  ,    \a  un  triansLe  et  vues  a  un 

'         (conjuguées)  ^ 

point  Jixe  P  sous  un  angle  droit  sont  vues  d'un  autre 
point  Jixe  V  sous  un  angle  droit;  lorsque  le  point  P  se 
déplace  dans  le  plan,  la  droite  PP'  passe  par  un  point 

^         l  H,  orthocentre  du  triangle  )       .     i  i    «^ 

fixe  <  ^  ,        ,  ,       .  .\   et    le    produit 

{  O,   centre  du  cercle   circonscrit  \  ' 

OP      OP'l  ^^^^^  constant  et  égal  au  carre  du  rayon 

du  cercle  conjugué    ) 
du  cercle  circonscrit) 

IV.  Corollaires  relatifs  aux  faisceaux  de  coniques, 
—  Toutes  les  coniques  passant  par  quatre  points  fixes 
sont  conjuguées  au  triangle  obtenu  par  l'intersection  des 
droites  joignant  ces  points  deux  à  deux  :  c'est  le  triangle 
diagonal  du  quadrangle.  Les  coniques  d'un  faisceau  étant 
conjuguées  par  rapport  à  un  triangle  fixe,  en  appliquant 
le  théorème  de  M.  Faure,  on  obtient  les  corollaires  sui- 
vants : 

La  somme  des  carrés  des  demi-axes  d'une  conique 
circonscrite  à  un  quadrangle  est  égale  à  la  puissance 
de  son  centre  par  rapport  au  cercle  circonscrit  au  tri- 
angle diagonal. 

Le  lieu  des  centimes  des  coniques  passant  par  quatre 
points  fixes  et  dont  la  somme  des  carrés  des  demi-axes 
est  constante  est  un  cercle. 

L'axe  radical  des  cercles  orthoptiques  relatifs  à 
deux  coniques  quelconques  d'un  faisceau  passe  par  un 
point  fixe, 

L'ensfeloppe  des   cercles  orthoptiques  des.  coniques 
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d' un  faisceau  est  une  anallagmatique  ajant  pour  défé- 
rente la  conique  des  neuf  points  du  faisceau. 

Les  directrices  des  deux  paraboles  circonscrites  à  un 
quadr angle  passent  par  le  centre  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  diagonal. 

Il  existe  une  hyperbole  équîlatère  dans  le  faisceau. 
Son  centre  sera  situé  sur  le  cercle  circonscrit  au  triangle 
diagonal.  On  retrouve  ce  théorème  :, 

4.  Les  quatre  cercles  des  neuf  points  des  quatre 
triangles  ayant  pour  sommets  trois  des  quatre  points 
donnés  se  coupent  en  un  même  point  situé  sur  le  cercle 
circonscrit  au  triangle  diagonal  du  quadrangle. 

Coniques  tangentes  à  quatre  droites.  —  Ces  coniques 
sont  toutes  conjuguées  par  rapport  au  triangle  formé 
par  les  diagonales  du  quadrilatère  complet  :  c^est  le  tri- 
angle des  diagonales. 

Les  corollaires  des  théorèmes  3  et  4  seront  les  sui- 
vants : 

La  somme  des  carrés  des  demi-axes  d^une  conique 
inscrite  dans  un  quadrilatère  est  égale  à  la  puissance 
de  son  centre  par  rapport  au  cercle  circonscrit  au  tri- 
angle des  diagonales. 

Les  cercles  orthoptiques  des  coniques  inscrites  dans 
un  quadrilatère  coupent  orthogonalement  :  i**  le  cercle 
circonscrit  au  triangle  des  diagonales  ;  2®  les  cercles  con- 
jugués aux  quatre  triangles  formés  par  trois  des  quatre 
droites.  Donc  : 

• 

Dans  un  quadrilatère,  le  cercle  circonscrit  au  tri- 
angle des  diagonales  et  les  cercles  conjugués  aux  tri- 
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angles  formés  par  trois  des  quatre  côtés  ont  le  même 
axe  radical. 

Les  cercles  orthoptîques  des  coniques  inscrites  dans 
un  quadrilatère  coupent  ortliogonalement  des  cercles 
avant  le  même  axe  radical,  il  en  résulte  que  le  lieu  de 
leurs  centres  est  cet  axe  radical  :  donc  le  lieu  des  centres 
des  coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère  est  une 
droite. 

L*axe  radical  commun  des  cercles  ortlioptiques  est  la 
droite  joignant  les  ortliocentres  de  deux  des  quatre  tri- 
angles formés  par  les  quatre  côtés  du  quadrilatère  :  c'est 
doue  la  directrice  de  la  parabole  inscrite,  cercle  de  rayon 
infini  de  la  série.  Les  deux  cercles  de  rayon  nul  de  la 
série  sont  les  cercles  ortlioptiques  des  deux  hyperboles 
équilalères  inscrites,  c'est-à-dire  les  centres  de  ces  hy- 
perboles, qui  sont  les  points  communs  au  cercle  circon- 
scrit au  triangle  des  diagonales  et  aux  cercles  conju- 
gués aux  quatre  triangles  formés  par  trois  des  quatre 
côtés.  On  retrouve  ainsi  la  série  des  résultats  suivants  : 

Les  cercles  orthoptîques  des  coniques  inscrites  dans 
un  quadrilatère  forment  une  famille  de  cercles,  à 
laquelle  appartiennent  les  cercles  décrits  sur  les  trois 
diagonales  du  quadrilatère  comme  diamètres,  et  qui 
ont  deux  à  deux  le  même  axe  radical.  Cet  axe  radical 
commun  est  la  directrice  de  la  parabole  inscrite  dans 
le  quadrilatère,  les  deux  cercles  limites  de  la  famille 
sont  les  centres  des  deux  hyperboles  équilatères  in- 
scrites, La  série  orthogonale  a  pour  axe  radical  lu 
droite  de  Newton;  elle  renferme  les  cercles  conjugués 
aux  quatre  triangles  formés  par  trois  des  quatre  côtés 
du  quadrilatère  et  le  cercle  circonscrit  au  triangle  des 
diagonales. 
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On  sait  que  les  coniques  tangentes  h  une  droite  et 
conjuguées  à  un  triangle  sont  tangentes  à  trois  autres 
droites  déterminées.  Donc  : 

LfiS  coniques  conjuguées  à  un  triangle  et  tangentes 
à  une  droite  sont  vues  de  deux  points  fixes  sous  des 
angles  droits, 

V.  Corollaires  relatifs  à  une  conique  et  à  des  tri- 
angles conjugués  particuliers,  —  Eu  appliquant  le  théo- 
rème de  M.  Faure  à  des  triangles  conjugués  particuliers, 
nous  allons  obtenir  des  propriétés  intéressantes. 

D'un  point  P,  menons  les  deux  tangentes  PA,  PB  à 
une  conique  (c)  de  centre  O.  En  prenant  un  point  L  sur 
AB,  et  en  construisant  sa  polaire  PM,  on  obtient  un  tri- 
angle conjugué  PLM.  Si  le  point  L  vient  en  A,  les  deux 
droites  PL  et  PM  sont  confondues  avec  PA  et  le  triangle 
conjugué  est  alors  formé  par  la  droite  double  PA  et  la 
polaire  AB  du  point  P.  Le  cercle  circonscrit  à  ce  triangle 
est  le  cercle  passant  en  P  et  tangent  au  point  A  à  la  po- 
laire AB.  Son  centre  est  à  l'intersection  de  la  perpendi- 
culaire en  A  à  AB  et  de  la  perpendiculaire  au  milieu  de 
PA.  De  là  les  énoncés  suivants  : 

Si  d*un  point  P  on  mène  la  tangente  PA  à  une  co- 
nique, le  cercle  Yt  passant  en  P  et  tangent  au  point  A  à 
la  polaire  du  point  P  coupe  orthogonalement  le  cercle 
orthoptique  de  la  conique.  Si  la  conique  est  une  hyper- 
bole équilatère,  ce  cercle  passe  par  le  centre. 

Si  d'un  point  P  on  mène  la  tangente  PA  à  une  pa» 
rabole,  la  perpendiculaire  au  milieu  de  PA  et  la  per- 
pendiculaire en  K  à  la  polaire  du  point  P  se  coupent 
sur  la  directrice. 

Si  A  est  un  point  d'une  conique  de  centre  O,  P  le 
pôle  de  la  normale  au  point  A,  I  /e  milieu  de  AP,  on  a 


la  relation 
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0I«— An=a«-h6«, 


a  et  b  étant  les  demî^axes  de  la  conique,  car,  lorsque  le 
point  P  est  le  pôle  de  la  normale  en  A,  le  cercle  S  est 
le  cercle  de  diamètre  PA. 

Supposons  maintenant  qu'un  point  P  se  déplace  sur 
la  tangente  au  point  A  d'une  conique.  Les  cercles  S  pas- 
sant en  P  et  tangents  en  A  à  la  polaire  du  point  P  cou- 
pent tous  orthogonalement  le  cercle  orlhoptique,  donc 
le  lieu  de  leurs  centres  est  l'axe  radical  du  point  A  et  du 
cercle  orthoptique,  c'est-à-dire  la  droite  équidistante  du 
point  A  et  de  sa  polaire  par  rapport  au  cercle  ortho- 
ptique. Soit  (o  le  point  de  rencontre  de  cette  droite  avec 
la  normale  en  A. 

Fig.  I. 


Le  cercle  de  centre  co  et  de  rayon  co  A  est  tangent  en  A 
à  la  conique,  c'est  la  position  limite  du  cercle  2  lorsque 
le  point  P  est  venu  se  confondre  avec  le  point  A.  Consi- 
dérons maintenant  le  cercle  (0|  tangent  en  A  à  la  conique 
et  passant  par  le  point  B.  Son  centre  est  à  l'intersection 
de  la  normale  en  A  avec  la  perpendiculaire  au  milieu  I 
de  AB. 
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Les  deux  triangles  AOC,  AIcji  sont  semblables  :  on  a 

la  proportion 

AO   _  AG  _  AP 
Acoi  "AI  "  AB* 

Le  rapport  des  rayons  du  cercle  S  et  du  cercle  CO4  est 
donc  égal  à  ^ô  •  Or,  lorsque  le  point  B  est  venu  se  con- 
fondre avec  le  point  A,  le  cercle  co,  est  devenu  le  cercle 
osculateur  en  A,  le  cercle  S  est  devenu  le  cercle  co. 

D'autre  part,  on  a 

,,     AP       I 
AB        2 

ce  qui  peut  s'établir  soit  par  des  considérations  de  Géo- 
métrie infinitésimale,  en  remarquant  que  Ton  a 

-.     PA-t-PB  ,.      PA        ,.     sinA 

lim 7-ïL =1  et  lim^rrr-  =  lim-: ^=If 

AB  PB  smB 

soit  encore  de  la  façon  suivante  :  Rapportée  à  la  tangente 
et  à  la  normale  en  A,  la  conique  a  pour  équation 

ax^-h  'i.hxy  -+-  cy^-h  idy  =  o. 

Soit  y  =  mx  Téquatlon  de  AB.   En  faisant  j  =  nix 
dans  Téquation,  on  a  pour  abscisse  du  point  B 


donc 


idm 

X  = -, 

a  -h  'i.  bm  -+-  cm^ 


AB  =  1/572 -i-y2= / X  J\-\-m^, 

'  ^         a  H-  2  bm  -H  c/n2 


D'autre  part,  le  point  P,  pôle  de  AB,  a  pour  abscisse 

a  -\-  bm 
donc 

AP  a  -\-  'ibm  -\-  Qm,^ 

-^B        2  y/i  -h  m- ( a  -\-  bm  ) 
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Eu  faisant  m  =  o,  on  obtient 


,.     AP       ï 
AB        2 


• 


Ainsi  donc,  le  diamètre  da  cfsrde  ci>  est  égal  au  rayon 
du  cercle  oseulateur  au  point  A  ;  ce  cercle  o)  coupe  or- 
thogonal ement  le  cercle  orthoptîque.  On  peut  énoncer 
les  tliéorèmes  suivants  : 

Le  rayon  de  courbure  en  un  point  d^une  conique  est 
le  double  du  rayon  du  cercle  tangent  en  ce  point  à  la 
conique  et  qui  coupe  orthogonalement  le  cercle  orthop- 
tique. 

D^autre  part,  le  point  co  est  le  point  de  rencontre  de 
la  normale  en  A  avec  la  droite  équidistante  du  point  A 
et  de  sa  polaire  par  rapport  au  cercle  orihoptique,  de 
sorte  qu'en  portant  wR  =  A(o  sur  la  normale,  le 
point  R  appartient  à  la  polaire  du  point  A,  d*où  ce  théo- 
rème important  : 

Le  rayon  de  courbure  en  un  point  d^une  conique  est 
égal  à  la  distance  de  ce  point  à  son  conjugué  harmo- 
nique par  rapport  aux  points  de  rencontre  de  la  nor- 
male avec  le  cercle  orthoptique. 

Dans  le  cas  de  l'hyperbole  équilatère  et  de  la  para- 
bole, on  obtient  les  théorèmes  suivants  : 

Les  cercles  tangents  extérieurement  à  une  hyperbole 
équilatère,  et  ayant  pour  diamètres  les  rayons  de  cour- 
bure  aux  points  de  contact  passent  par  le  centre  de 
V  hyperbole. 

Le  lieu  des  centres  des  cercles  tangents  extérieure- 
ment à  une  parabole  et  ayant  pour  diamètres  les 
rayons  de  courbure,  aux  points  de  contact  est  la  direc- 
trice. 
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Application  à  la  construction  du  centre  de  cour- 
bure, —  Pour  avoîr  le  centre  de  courbure  en  un  point 
A  d'une  conique  quelconque,  il  suffira,  d'après  ce  qu'on 
a  vu,  de  prendre  l'intersection  de  la  normale  en  A  avec 
la  polaire  D  du  point  A  par  rapport  au  cercle  circon- 
scrit au  rectangle  des  axes,  et  de  porter  à  partir  de  A,  en 
sens  inverse,  une  longueur  égale  à  la  distance  du  point 
à  la  polaire  D. 

Hyperbole  équilatère.  —  La  polaire  du  point  A  par 
rapport  au  cercle  orthoptique,  qui  est  réduit  au  centre 
de  la  courbe,  est  la  droite  OD  perpendiculaire  en  O  sur 
le  rayon  OA.  On  obtient  la  construction  très  simple  sui- 
vante : 

Pour  auoir  le  centre  de  courbure  (o  en  un  point  A 
d'une  hyperbole  équilatère,  prendre  A(o  =  AD,  D 
étant  le  point  de  rencontre  de  la  normale  avec  la 
perpendiculaire  OD  élevée  du  centre  O  sur  le  rayon 
OA.     , 

Parabole,  —  Son  cercle  orthoptique  est  la  direc- 
trice, la  polaire  de  A  est  la  droite  symétrique  par  rapport 
h  la  directrice.  On  retrouve  immédiatement  cette  con- 
struction connue  :  Porter  sur  la  normale,  à  partir  de 
A,  une  longueur  double  de  la  distance  du  point  A  à  la 
directrice,  comptée  sur  la  normale, 

VI.  Il  est  naturel  de  se  demander  si  les  théorèmes 
fondamentaux  1  et  2  transformés  par  dualité  ne  don- 
neraient pas  des  énoncés  intéressants.  On  obtient  ainsi 
le  théorème  suivant  : 

8.  Etant  données  une  conique  S  et  deux  droites  A, 


(  -^io  ) 
A',  si  Von  considère  la  conique  S  em^eloppe  harmo- 
nique (*)  des  coniques  S  et  (A,  A')  : 

1°  Toute  conique  Y  inscrite  dans  un  triangle  quel- 
conque conjugué  par  rapport  à  S  et  touchant  les 
droites  A,  A'  est  telle  que  les  points  de  contact  d^uiie 
tangente  commune  àV  et  ^  forment  une  div^ision  har- 
monique avec  les  points  de  rencontre  de  cette  tangente 
et  des  droites  (A,  A'); 

a°  Toute  conique  r<  conjuguée  à  un  triangle  inscrit 
dans  S  jouit  de  la  même  propriété. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  droites  (A,  A')  sont  les 
droites  isotropes  issues  d'un  point  F,  on  obtient  les  deux 
théorèmes  suivants,  qui  sont  corrélatifs  des  théorèmes 
de  M.  Faure  : 

6.  Si  l'on  considère  les  coniques  T  ayant  pour 
foyers  un  point  donné  et  inscrites  dans  les  triangles 
conjugués  à  une  conique  S,  les  tangentes  communes 
aux  coniques  T  et  à  une  conique  fixe  S  ayant  avec  elles 
un  foyer  commun,  et  qui  est  V enveloppe  des  cordes 
de  S  vues  du  point  F  sous  un  angle  droit,  sont  telles  que 
les  droites  joignant  F  aux  points  de  contact  de  la  tan- 
gente commune  ai^ec  ^  et  T  sont  rectangulaires . 

Les  coniques  V  ^  ayant  pour  foyer  le  point  F  et  con- 
juguées aux  triangles  inscrits  dans  S  jouissent  de  la 
même  propriété. 

On  doit  à  M.  Picquet  cette  propriété  que  les  cercles 
principaux  de  deux  coniques  confocales  dont  une  tan- 
gente commune  est  vue  du  foyer  commun  sous  un  angle 
droit  se  coupent  orlhogonalement.  Eu  s'appuyaut  sur 


(  '  )  iNous  appelons  enveloppe  harmonique  de  deux  coniques  S,  S, 
la  conique  enveloppe  des  sécantes  divisant  haruioniquemént  S  et  S,. 


(  ^4>  ) 

celle  propriété  et  sur  le  tliéorème  Faure  transformé  par 
polaires  réciproques,  M.  Picquet  (Nouvelles  Annales^ 
2'  série,  t.  V)  a  démontré  un  théorème  proposé  par 
M.  Mannheim  dans  les  termes  suivants  : 

Si  d'un  point  quelconque  on  abaisse  les  perpendicu- 
laires sur  les  côtés  d'un  triangle  conjugué  à  une  co- 
nique, les  cercles  circonscrits  aux  triangles  formés  en 
/oignant  les  pieds  de  ces  perpendiculaires  ont  même 
centre  radical. 

Le  théorème  de  M.  Picquet  sur  les  cercles  principaux 
de  deux  coniques  confocales,  dont  la  démonstration  géo- 
métrique est  très  simple,  et  le  théorème  corrélatif  du 
théorème  Faure,  combinés,  conduisent,  comme  on  le 
voit  facilement,  à  la  solution  immédiate  de  la  question 
précédente.  La  propriété  intéressante  énoncée  par 
M.  Mannheim  peut  donc  être  considérée  comme  une 
conséquence  du  théorème  de  M.  Faure.  Nous  allons  eu 
étudier  les  corollaires,  après  avoir  fait  quelques  remar- 
ques préliminaires. 

Observons  d'abord  que  le  cercle  fixe,  que  tous  les  cer- 
cle5  (C)  circonscrits  aux  triangles  formés  par  les  pieds 
(les  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  P  sur  les  côtés 
d'un  triangle  conjugué  quelconque  coupent  orthogona- 
lement,  est  le  cercle  principal  de  la  conique  S  enveloppe 
des  cordes  de  la  conique  S  vues  du  point  P  sous  un 
angle  droit.  Nous  allons  déterminer  la  nature  de  cette 
conique  S  dans  divers  cas  particuliers.  Pour  cela,  trans- 
formons par  polaires  réciproques  la  propriété  du  cercle 
orthoptique  d'être  le  lieu  des  sommets  des  angles  droits 
circonscrits,  en  prenant  pour  cercle  directeur  : 

1**  Un  cercle  ayant  son  centre  P  .sur  le  cercle  orthop- 
tique. Alors  la  transformée  delà  conique  est  une  hyper- 
bole équilatère,  et  la  transformée  du  cercle  orthoptique 
Ann.  de  Mathémat.,  Z*  série,  t.  XIII  (Septembre  18^4 )•      ^"^ 
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est  une  parabole  de  foyer  P.  La  conique  S,  dans  le  cas 
de  riiyperbole  équilatère,  est  une  parabole.  Le  cercle 
principal  étant  une  droite,  la  tangente  au  sommet,  on 
peut  énoncer  le  ihéorème  suivant  : 

Tous  les  cercles  (C),  circonscrits  aux  triangles  ob- 
tenus enjoignant  les  pieds  des  perpendiculaires  abais^ 
sées  d'un  point  JîxeP  sur  les  côtés  d^un  triangle  quel- 
conque  conjugué  à  une  hyperbole  équilatère  ont  leurs 
centres  en  ligne  droite. 

2°  Prenons  pour  cercle  directeur  un  cercle  ayant  son 
centre  au  foyer.  Alors  la  transformée  de  la  conique  est 
un  cercle  (O),  la  transformée  du  cercle  orthoptique  est 
une  conique  ayant  pour  foyers  le  centre  du  cercle  di- 
recteur et  le  centre  du  cercle  (O).  Donc  l'enveloppe  des 
cordes  d'un  cercle  vues  d'un  point  fixe  P  sous  un  angle 
droit  est  une  conique  ayant  pour  foyers  ce  point  et  le 
centre  O  du  cercle.  Le  cercle  principal  de  cette  conique 
a  pour  centre  le  milieu  de  PO.  Il  en  résulte  que  tous 
les  cercles  (C),  circonscrits  aux  triangles  obtenus  en 
joignant  les  pieds  des  perpendiculaires  menées  d^un 
point  fixe  ^  sur  les  côtés  d'un  triangle  quelconque  con- 
jugué à  un  cercle,  ont  pour  centre  radical  le  milieu 
de  PH,  H  étant  V orthocenlre  fixe  de  tous  ces  triangles^ 

Si  le  point  P  est  pris  sur  le  cercle  circonscrit  à  un 
triangle  conjugué,  le  cercle  (C)  est  une  droite  (la 
droite  deSimson);  cette  droite,  devant  couper  orthogo- 
nalement  un  cercle  ayant  son  centre  au  milieu  de  PH, 
passera  par  le  centre  de  ce  cercle  ;  on  retrouve  cette  pro- 
priété : 

La  droite  de  Simson  relative  à  un  point  P  du  cercle 
circonscrit  à  un  triangle  est  à  égale  distance  de  ce  point 
et,  de  l' orthocentre  du  triangle. 
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Sî  le  point  P  est  au  centre  du  cercle  O,  la  conique  en- 
veloppe S  est  devenue  un  cercle  de  centre  O,  ayant  pour 

rayon  — —'  Puisque   le    point  O  est  Tortliocentre   de 

chaque  triangle  conjugué,  les  cercles  (C)  sont  les  cercles 
des  neuf  points  de  ces  triangles^  donc  : 

Les  cercles  des  neuf  points  des  triangles  conjugués 
à  un  cercle  de  rayon  R  coupent  orthogonnlenient  le 


cercle  concentrique  de  rayon 


R/I 


Supposons  maintenant  que,  pour  une  conique  quel- 
conque, le  point  P  soit  situé  sur  la  coni(|ue.  Alors  la  co- 
nique S  doit  être  considérée  comme  formée  par  deux 
points,  le  point  P  et  le  point  de  Frégier  I  relatif  à  P.  Le 
cercle  principal  de  cette  conique  est  le  cercle  de  dia- 
mètre PI;  donc  : 

Si  d^ un  point  d* une  conique  on  abaisse  les  perpendi- 
culaires sur  les  côtés  d'un  triangle  conjugué,  le  cercle 
circonscrit  au  triangle  formé  par  les  pieds  de  ces  per- 
pendiculaires  coupe  orthogonalement  le  cercle  de  dia- 
mètre PI,  I  étant  le  point  de  Frégier  relatif  au 
point  P. 

En  particulier,  les  axes  de  la  conique  forment  avec  la 
droite  de  Tinfini  un  triangle  conjugué.  Donc,  si  Ton 
joint  les  pieds  des  perpendiculaires  menées  d^un  point 
d'une  conique  sur  les  axes,  celte  droite  passe  par  le  mi- 
lieu de  la  distance  du  point  à  son  point  de  Frégier.  Quand 
le  point  P  est  quelconque  dans  le  plan,  la  droite  joi- 
gnant ses  projections  sur  les  axes  contient  encore  le 
centre  radical  commun  de  tous  les  cercles  (G). 

Dans  le  cas  du  cercle,  on  a  la  proposition  suivante  : 

Si  d*un  point  quelconque  P  du  cercle  conjugué  à  un 
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triangle  on  abaisse  les  perpendiculaires  sur  les  calés  du 
triangle,  le  cercle  (C)  circonscrit  au  triangle  formé 
par  les  pieds  de  ces  perpendiculaires  coupe  ortlwgona- 
lement  le  cercle  de  diamètre  PH,  H  étant  T orthocentre 
du  triangle. 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  le  point  de  Frégier  est,  sur 
la  normale,  à  la  môme  dislance  de  Taxe  que  le  point  P; 
donc  la  circonférence  que  les  cercles  ((])  coupent  ortlio- 
gonalement  a  son  centre  sur  l'axe. 

Dans  le  cas  de  Tliyperbole  équilatère,  le  point  de  Fré- 
gier est  à  l'infini  sur  la  normale;  donc  : 

Les  cercles  circonscrits  aux  triangles  formés  par  les 
projections  orthogonales  d'un  point  P  d^une  hyperbole 
équilatère  sur  les  côtés  d'un  triangle  conjugué  quel- 
conque ont  leurs  centres  sur  la  tangente  enP  à  V hyper- 
bole. 

Tout  ce  qui  précède  est  relatif  aux  applications  du 
premier  des  théorèmes  6.  Le  second  ihéorème  pourra 
encore  s'énoncer  ainsi  : 

7.  Les  cercles  principaux  des  coniques  ayant  pour 
foyer  un  point  donné  et  conjuguées  aux  triangles 
inscrits  dans  une  autre  conique  ont  même  centre  radi- 
cal. 

Ce  centre  radical  est  le  centre  de  la  conique  2  enve- 
loppe des  cordes  de  la  conique  donnée  vues  du  point  fixe 
sous  un  angle  droit.  Étant  donné  un  triangle,  il  existe 
toujours  une  conique  conjuguée  à  ce  triangle  et  ayant 
pour  foyer  un  point  déterminé.  De  là  le  théorème  sui- 
vant : 

Si  l'on  considère  un  réseau  de  coniques  ayant  trois 
points  communs,  et  les  coniques  2  enveloppes  des  cordes 
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de  chacune  d^  elles  vues  d'un  même  point  fixe  P  sous  un 
angle  droit,  les  cercles  principaux  des  coniques  S  cou- 
pent orthogonale  ment  un  même  cercle  fixe. 

Ce  cercle  fixe  est  le  cercle  principal  de  la  conique 
ayant  son  foyer  en  Pet  conjuguée  au  triangle  formé  par 
les  trois  points  communs  aux  coniques  du  réseau. 

Le  théorème  7  permet  de  retrouver  certaines  pro- 
positions particulières.  Ainsi,  considérons  une  parabole 
conjuguée  à  un  triangle.  Soit  F  son  foyer.  Le  cercle 
principal  de  celle  parabole,  c'est-à-dire  sa  tangente  au 
sommet,  coupe  orthogonalement  le  cercle  principal  de 
la  conique  enveloppe  des  cordes  du  cercle  ci iconscri tau 
triangle  vues  du  point  F  sous  un  angle  droit.  Si  O  est  le 
ceulre  du  cercle  circonscrit  au  triangle,  ce  cercle  prin- 
cipal a  son  centre  au  milieu  de  FO. 

Donc  la  tangente  au  sommet  de  la  parabole  passe  par 
le  milieu  de  FO,  c'esl-à-dire  que  la  directrice  passe  en  O. 

Ce  théorème  permet  encore  d'obtenir  certaines  rela- 
tions  métriques.  Etant  donnés  un  cercle  O,  de  rayon  R, 
et  un  point  P  à  la  distance  d  du  centre,  on  trouve  faci- 
lement que  le  rayon  du  cercle  principal  de  la  conique  ]S, 
enveloppe  des  cordes  de  O  vues  du  point  P  sous  un  angle 

droit,  a  pour  valeur  ^  y/aR^ —  d*^. 

Considérons  alors  les  coniques  d'un  faisceau,  elles 
sont  toutes  conjuguées  au  triangle  diagonal  du  qua- 
drangle.  Soient  co  le  centre  du  cercle  circonscrit  à. ce 
triangle  et  R  son  rayon,  S  une  conique  quelconque  du 
faisceau,  F  un  de  ses  foyers,  O  son  centre.  En  appelant 
S  la  dislance  du  cenlre  O  au  milieu  de  Fto,  d  la  distance 
F(o  et  a  le  demi-axe  de  la  conique  S,  on  aura  la  rela- 
tion 


aî 


4 


a 


1 
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Eli  terminant  cette  étude  déjà  longue  des  couséquences 
du  théorème  de  M,  Faure,  notre  désir  est  d'avoir  réussi 
à  montrer  que  ce  beau  théorème  doit  être  considéré 
comme  une  proposition  de  premier  ordre  dans  la  théo- 
rie des  coniques. 

NOTES. 

1.  Nous  avons  appelé  théorèmes  de  M.  Faure  les 
deux  théorèmes  1  et  2  (en  prenant  pour  points  A  et 
B  les  ombilics  du  plan),  parce  que  le  second,  qui  est  tout 
aussi  important,  se  déduit  immédiatement  du  premier. 
On  pourra  les  distinguer  l'un  de  l'autre  en  disant  :  pre- 
mier et  second  théorème  de  Faure,  ou  encore  :  le  théo- 
rème relatif  aux  coniques  conjuguées  et  le  théorème  rela- 
tif aux  coniques  inscrites  a  un  triangle. 

2.  Voici  comment  on  peut  établir  géométriquement 
le  premier  théorème  de  F'aure.  C'est  la  démonstration 
que  nous  avons  donnée  ailleurs  de  la  proposition  géné- 
rale, mais  simplifiée. 

Lemme  I.  —  L' enveloppe  des  droites  divisant  liarma^ 
niquement  deux  coniques  est  une  conique. 

Ce  théorème  bien  connu  s'établit  facilement  dan^  le 
cas  de  deux  cercles,  et  ou  l'étencl  à  deux  coniques  par 
projection. 

Lemme  II. —  Lovsquun  cercle  (C)  est  circonscrit  à  un 
triangle  conjugué  à  une  conique  (S),  la  polaire  d'un 
point  quelconque  du  cercle  par  rapport  à  la  conique 
est  diuisée  harmo niquement  par  les  deux  courbes. 

On  sait  que  ce  théorème  est  vrai  pour  une  conique 
quelconque.  En  s'appuyant  sur  le  lemme  précédent,  la 


\ 
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démonstration  est  très  simple.  En  effet,  les  polaires  de 
cinq  points  du  cercle  (les  trois  sommets  du  triangle  con- 
jugué et  deux  des  points  d'intersection  du  cercle  et  de  la 
conique)  par  rapport  à  la  conique  sont  divisées  harmô- 
niquement  par  les  deux  courbes.  Donc  cinq  tangentes 
à  la  conique  F  enveloppe  harmonique  de  (C)  et  (S)  ont 
leurs  pôles  par  rapport  à  (S)  situés  sur  (C);  (C)  est  donc 
la  polaire  réciproque  de  (S)  par  rapport  à  F.  Il  en  ré- 
sulte que  la  polaire  d*un  point  quelconque  de  (G)  par 
rapport  k  (S)  étant  tangente  à  F  est  divisée  liarmoni- 
quement  par  (G)  et  (S). 

Soient  maintenant  M  un  point  de  rencontre  du  cercle 
orthoptîque  Q  d'une  conique  S  avec  un  cercle  S  circon- 
scrit à  un  triangle  conjugué,  MG,  MD  les  tangentes 
menées  de  M  à  S;  elles  sont  rectangulaires,  et  la 
droite  GD  étant  la  polaire  du  point  M,  MO  rencontre  GD 

Fig.  2. 


en  son  milieu  I.  Soient  E  et  F  les  points  d'intersection 
de  CD  avec  le  cercle  S.  Les  deux  droites  (ME,  MB^)  et 
les  droites  isotropes  issues  de  M  sont  conjuguées  par 
rapport  au  couple  (MG,  MD).  Donc  (théorème  de  Fré- 
gîer  généralisé)  le  point  de  rencontre  de  EF  avec  la 
droite  deFinfîni  appartient  à  la  conjuguée  de  la  tangente 
en  M  à  S  par  rapport  aux  rayons  doubles  (MG,  MD)  du 
faisceau  involutif^  c'est-à-dire  que,  si  Ton  mène  par  M 
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la  parallèle  à  EF,  la  tangente  en  M  au  cercle  S  sera 
la  conjuguée  de  cette  parallèle  par  rapport  aux  droites 
(MC)  MD).  Mais  cette  conjuguée  est  la  médiane  du 
triangle  MCD  issue  de  M,  c'est-à-dire  la  droite  MIO, 
Les  deux  cercles  H  et  û  se  coupent  donc  orthogonale- 
ment,  puisque  la  tangente  en  un  point  d'intersection  à 
Tun  des  cercles  passe  par  le  centre  de  Tautre. 


RECHERCHES  SUR  LES  COURBES  PLANES  DU  «UATRIÈME 

ORDRE; 

Par  m.  Modeste  POSTNIGOFF, 
Professeur  de  Mathématiques  au  Gymnase  d'Astrakan. 


1.   Démontrons  d'abord  le  théorème  algébrique  sui- 
vant : 

Si  quatre  équations  du  premier  degré 

aux  -h  a^y  -h  ai8=  o, 
a,i  X  H-  «jj j^  -h  aj3  =  o, 
a^ix  H-  asjj^  -h  «33  =  o, 
ai^ix  -4-  Ui^^y  -f-  «43  =  o 

sont  satisfaites  par  le  même  système  de  quantités  x,  y, 
finies,  déterminées  et  dijffér entes  de  zéro,  les  coeffi- 
cients de  ces  équations  satisfont  aux  relations  suivantes 


J 
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Supposons,  en  effet,  que  x  et  y  soient  les  racines  du 
système  des  équations  données  ;  alors  il  est  évident  que 
le  déterminant 


anX-hUi^y  -huiz     an    a^ 

ajia?-h  ajjj^ -h  «23      <*îï      ^Ï3 

azxx -\~  a^^y -\- azz    «sî    «as 

se  réduit  à  zéro,  puisque  tous  les  éléments  delà  première 
colonne  s'annulent.  En  ajoutant  aux  éléments  de  la  pre- 
mière colonne  les  élémen  ts  correspondants  de  la  deuxième, 
multipliés  par  —  y  y  et  ceux  de  la  troisième,  multipliés 
par  — I,  et  en  supprimant  le  facteur  différent  de  zéro, 

nous  obtenons 

ail     «u     ctu 

aji     «jj     aj3 

«31       «31       «33 

On  déduit  de  la  mùme  manière  les  (rots  autres  rela- 
tions  entre  les  coefficients. 

Admettons,    maintenant,    réciproquement,    que    les 

quantités  oikl,^   '    '    '    )  satisfassent  aux  relations 


=  o. 


I  «u  I  =  o 
I  «a- 1  =  o 


««*    =  o 


I  «/A-  I  =  O 


/  t  =  i,a,3\ 
VA:  =  i,2,3/ 

/  t  =  I,2,  4\ 

\A:  =  i,2,3/ 

/t  =  i,3,4\ 
\A:=:i,2,3/ 

/  «  =  2,  3,  4  \ 
VA:  =  i,2,3/ 


et  que  deux  équations  quelconques  du  système 


«21^-+-  «îîj^  H-  «Ï3 
«31^  H-  «32  y -^  «33 

a%ix  -f^  «42  J^  •+-  «43 


=  o. 


=  o, 


o, 
a 


1 
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puissent  être  satisfaites  par  un  système  de  quantités  x^, 
j^i,  finies,  déterminées  et  difiereutes  de  zéro.  Alors  je 
dis  que  les  quantités  Xf^  y^  doivent  satisfaire  aussi  à 
deu^  autres  équations  du  système  donné.  Posons,  en 
etlet,  que  les  équations 

anX-^-aiiy-^aiz=  o, 
soient  satisfaites  par  un  système  de  quantités 


X  :=  Xi  = 


.r=yi 


^H^Î3 —  Cl<t9Cll% 


«11  «M 


«îi«ij 

«11  «J3 


«11«M «21  «IS 


£n  prenant  dans  ce  cas  le  déterminant 


«îl^l       ««       «J3 


ajoutons  aux  éléments  de  la  première  colonne  les  élé- 
ments correspondants  de  la  deuxième,  multipliés  par^i , 
et  ceux  de  la  troisième  ;  nous  obtenons  alors 


«11271 -h  «1,71 -f-a,8       «U       «13 

«jia:i-h«jî7i-H«j3    «jî    «18 

«31^1 -H  «32^1"+"  «83       «8î       «83 

«IJ       «13 


=  (  «81  ^l  H-  «31  J^l  +  «38 


«12       «23 


Mais  comme,  par  hypothèse,  le  déterminant 


(<3tl2«23— «21«18) 
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ne  se  réduit  pas  à  zéro,  on  aura 

«31  Xi  -h  a^^yi  -h  «33  =  o. 

On  trouvera,  d'une  manière  toute  semblable,  que 

«u^i  -H  ci%%y\  -H  ««  =  o. 

2.  L'équation  générale  des  courbes  du  quatrième 
ordre  contient  quinze  paramètres  arbitraires  et  peut  être 
mise  sous  la  forme  suivante 

-h  Ria?**-!-  R,ar'y-f-  R,y*-h  S,ar'-4-  Sjj^'-h  T  =  o. 

En  admettant  les  axes  rectangulaires,  considérons  à 
quelle  forme  se  réduit  cette  équation,  supposé  que  la 
courbe  ait  un  centre  et  que  Ton  transporte  Torigine  des 
coordonnées  au  centre  de  la  courbe.  Représentons  le 
premier  membre  de  Péquation  (1)  par  ^'(.r",  y")]  en 
transportant  l'origine  des  coordonnées  au  point  M(a,  b) 
du  plan  et  en  nommant  j/,  y  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  la  courbe  par  rapport  aux  nouveaux  axes 
rectangulaires,  parallèles  aux  premiers  et  ayant  pour 
origine  le  point  M,  nous  trouvons 

x'  •=  a-^  x\ 

f{^\y)=f{a-^x\b^y)^o. 

Désignons  maintenant  par  •^  l — -  la  dérivée  par- 
tielle-—^ où  l'on  remplace  après  la  différentiation  les 
variables  o/',  y  par  a,  b]  par  ,-;  ,'  ^  la  dérivée 
j  >,  j  I,  dans  laquelle  on  a  aussi  mis  a  et  i  à  la  place  de 


n 


(  352  ) 

od'  et  j"  et  ainsi  de  suite.  Alors,  d'après  le  théorème  de 
Taylor,  nous  obtiendrons 

24        daf'  ^6    dx'^  dy   ^  -^ 

.  d^na,b)  ,  d^f(a,b) 

^4  daf^dy^  "^  -^   ^6  dx'dy^       -^ 

j^  rf\^(a,6)  I  d*f(a,b) 


(") 


•;54        rt[x"*       "^      '    6        dx' 
ld^A^^.,..ld^Jlç^^,., 


•2    rfa?"'  c(;^'' 


2  dx^  dy^ 


l  d^fja.b)  £  d^^f(a.b)^,^ 


6        rfy 


é/a?'» 


\ 


/(g,  6)  1   d^/(a,b) 

dx'dy     -^  ^  1     dy^    -^ 


dx' 


df 


=  o. 


Représentons-nous  que  l'origine  M  des  coordonnées 
se  confonde  avec  le  centre  de  la  courbe;  menons  par  le 
point  M  une  droite  dont  la  direction  est  arbitraire  et 
supposons  que  p  et  q  en  soient  les  deux  points  d'inter- 
section avec  la  courbe  exprimée  par  Téquation  (II).  En 
général,  la  droite  passant  par  l'origine  des  coordonnées 
peut  couper  la  courbe  du  quatrième  ordre  en  quatre 
points;  mais,  en  supposant  que  l'origine  des  coordon- 
/  nées  se  confonde  avec  le  centre  de  la  courbe,  nous  en 
concluons  qu'à  chaque  point  p  de  la  courbe,  pris  arbi- 
trairement, correspond  un  autre  point  q  de  manière  que 
M^  =  M  y.  Mais  dans  ce  cas  les  abscisses  et  les  ordon- 
nées des  points  d'intersection  p  ^l  q  doivent  être  aussi 
égales  avec  les  signes  contraires. 

Etlectivement,  en  abaissant  les  perpendiculaires  pr  et 
sq  (Jig»  1)  sur  les  axes  des  coordonnées,  nous  obtenons 
les  triangles  rectangles  prM  et  qsM^  qui  sont  évidem- 
ment égaux;  et,  par  conséquent,  en  désignant  pr  parj' 
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et  M/'  par  x',  on  Irouvc  que  les  coordonnées  du  point  ^ 
sont  — x\  — y ,  D'où  Ton  conclut  que,  si  la  courbe  du 
quatrième  ordre  a  le  centime  M,  qui  se  confond  avec  Torî- 
gîne  des  coordonnées,  et  que  si  a*',  j^  sont  les  coordonnées 

Fig.   I. 


OB' 


d'un  point  quelconque  de  la  courbe,  les  quantités  —  x\ 
— y'  déterminent  aussi  un  point  de  la  courbe  et  satis- 
font à  son  équation.  Supposons  maintenant,  réciproque- 
ment, que,  quelle  que  soit  la  droite  pq  passant  par 
l'origine  M  des  coordonnées,  les  abscisses  et  les  ordon- 
nées de  chaque  couple  des  points  de  son  intersection 
avec  la  courbe  soient  des  quantités  successivement  égales 
avec  les  signes  contraires  et  que,  par  exemple,  le  point 
p  soit  déterminé  par  les  coordonnées  x\  y\  étant  —  x\ 
— y  celles  du  point  q.  Dans  ce  cas  il  est  évident  que  la 
courbe  a  un  centre,  qui  se  confond  avec  l'origine  des 
coordonnées.  En  abaissant,  en  effet,  les  perpendiculaires 
pr  et  qs  {fig.  i)  sur  les  axes,  nous  obtiendrons  deux 
triangles  prM.  et  qsM\  puisque  les  calhèles  de  l'un 
d'eux  sont  égales  à  celles  de  l'autre,  les  triangles  mêmes 
sont  égaux;  d*où  il  suit  que  la  droite  pq^  menée  par 
l'origine  des  coordonnées,  se  coupe  par  ce  point  en  deux 
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parties  égales.  Donc  les  points  d*intersectîon  d'une 
droite  quelconque,  menée  par  l'origine  des  coordon- 
nées, avec  la  courbe  du  quatrième  ordre,  sont  symé- 
triques deux  à  deux  par  rapport  au  point  M;  par  consé- 
quent, l'origine  des  coordonnées  se  confond  avec  le 
centre  de  la  courbe. 

3.  Supposons,  maintenant,  qu'on  ait 


(111) 


df{a,b)  _  dfia.b)  _  d\f(a,b)  _ 
dx"       ~  ""'                dy"      ~  ""'  d:v^       "  ""' 

d^  f(a,b)  __  H^f{a,b)  __  d^f{a,b)  _ 

\    dx''dy"^    "^'  (^x'^df    "°'  df^       ~^* 


Alors  je  dis  que  la  courbe  du  quatrième  ordre  a  un 
centre,  qui  se  confond  avec  l'oiMgine  des  coordonnées  et 
dont  les  coordonnées  par  rapport  aux  anciens  axes  sont 
a  et  h.  En  etîet,  quel  que  soit  le  système  de  quantités  x', 
y ^  satisfaisant  à  l'équation  (H),  celle-ci  sera  satisfaite 
en  remplaçant  x'  par  — x^  et  j''  par  — j',  de  sorte  que 
le  point  ( — j:',  — j')  appartient  aussi  à  1^  courbe.  Ré- 
ciproquement, pour  qu'un  point  (a,  h)  du  plan  soit  le 
centre  de  la  courbe  du  quatrième  ordre,  il  faut  et  il  suffit 
qu'après  avoir  transporté  les  axes  parallèlement  à  eux- 
mêmes  et  de  sorte  que  l'origine  des  coordonnées  se  dé- 
place au  point  (a,  i),  cliaque  système  de  quantités  — a:', 
— j^  satisfasse  à  l'équation  (II),  si  celui  des  quantités x', 
y\\x\  satisfait,  car,  s'il  en  était  autrement,  les  points  de 
la  courbe  ne  seraient  pas  symétriques  par  rapportau  point 
M;  et  dans  ce  cas  il  est  nécessaire  que  les  quantités  /let 
h  satisfassent  iï  toutes  les  conditions  du  système  (III). 
Par  conséquent  les  équations  (III)  expriment  les  condi- 
tions nécessaires  et  suffisantes  pour  que  le  point  M,  au- 
quel on  transporte  l'origine  des  coordonnées,  soit  le  centre 
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(le  la  courbe.  Ces  conditions  peuvent  être  écrites  de  la 
manière  suivante  : 


(IV) 


(V) 


(VI) 


-H  Qaô*^-  2 R,a-+-  R,6  -h  S,  =  o, 

2Pja3-f-4P3a«6-t-6P4a6«-+-4P863-i-Qîa«-+-2Q3a6 
H-  3Q4  6«-h  Rja-h  aRaô  h-  S,=  o, 

4Pia-i-ïPî6H-  Qi  =  o, 
6P,a-+-4P36-hQî  =  o, 
4P3a-+-6P46+Q3  =  o, 
aP4aH-4P5  6-i-  Q4=  o. 


Eu  déterminant  Qi,  Qj,  Q3,  Q4  des  quatre  équations 
dernières  et  en  mettant  les  valeurs  obtenues  dans  les 
deux  premières,  on  trouve 

4P,a»-+-6P,a«/.-h4Psa^2-+-2P46'=  ^^^"""^  ^'^'^  ^S 

2P,a3+4P3a»6+6P4a6»-h4P5^^=^'''"^\^^^"^^^ 

Ainsi  les  équations  (IV)  et  (V),  prises  à  considération 
les  conditions  (VI),  prennent  la  forme  suivante  : 

(i)     6Qia2-4-4Q2a6-t-2Q3  6«-h6Ria-h3R2  6-h3Si  =  o, 
(2)    6Q462-H4Q3a6H-aQ2a*-l-6R36-i-  3R,a-h  3S,  =  o. 

Or,  pour  que  les  valeurs  a  et  i,  tirées  de  deux  équa- 
tions quelconques  du  système  (VI),  satisfassent  aux  autres 
équations  de  ce  système,  c'est-à-dire  que  quatre  équa- 
tions simultanées  du  système  (VI)  puissent  être  satis- 
faites d'un  même  système  de  quantités  a  et  i,  il  faut  et 
il  suffit,  comme  nous  l'avons  déjà  vu,  que  les  coefficients 
Pi,  P2,  ...,  QivQa?  •••   remplissent  ces  quatre  réla- 


lions 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 
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V.P, 

P. 

Q. 

3P, 

^.P, 

Q. 

3P3 

3P» 

Q3 

aPi 

P« 

Qi 

3P» 

2P3 

Qi 

P4 

a  P. 

Q* 

2  Pi 

Pi 

Qi 

2P, 

3P* 

Q. 

P* 

2P5 

Q» 

3  P. 

2P3 

Qî 

aP, 

3P* 

Q3 

Pv 

2P5 

Q* 

o, 


=  o, 


=  o. 


=  o. 


En  résuin-*,  si  les  coefficients  de  l'équation  de  la 
courbe  satisfont  aux  relations  (3),  (4)»  (5)  et  (6),  et 
si,  en  outre,  les  valeurs  de  a  et  i  tirées  de  deux  équa* 
tions  quelconques  du  système  (VI)  rendent  les  égalités 
(ï)  et  (2)  identiques,  le  point  (a,  i)  sera  le  centre  delà 
courbe  du  quatrième  ordre.  Maintenant  se  présente  une 
question  :  les  conditions  dont  nous  nous  sommes  occu- 
pés, nécessaires  et  suffisantes  pour  que  la  courbe  ait 
un  centre,  confondant  avec  Torigine  des  coordonnées, 
sont-elles  de  même  suffisantes  pour  que  le  lieu  géomé- 
trique, exprimé  par  l'équation  du  quatrième  degré,  ait 
deux  axes  de  symétrie  perpendiculaires  Tun  à  l'autre? 
Il  est  aisé  de  voir  qu'elles  ne  le  sont  pas. 

Représentons-nous,  en  effet,  que  l'équation  du  qua- 
trième degré  exprime  un  système  de  deux  ellipses  ou, 
en  général,  un  système  de  deux  coniques  ayant  le  centre 
commun,  mais  choisies  arbitrairement  et  situées  d'une 
manière  arbitraire.  Il  est  clair  que  les  conditions  de 


(  357  ) 
l'existence  du  centre  peuvent  être  satisfaites  dans  ce 
cas,  mais  néanmoins  le  lieu  géométrique  exprimé  par 
l'équatîon  du  quatrième  degré,  en  général,  dans  le  cas 
considéré  n'a  pas  deux  axes  de  symétrie.  Par  consé- 
quent il  faut  déduire  quelques  conditions  supplémen- 
taires, nécessaires  et  suffisantes  pour  que  la  courbe  du 
quatrième  ordre  ait  les  axes  énoncés  de  symétrie. 
Trouvons  ces  conditions  supplémentaires. 

4.  L'équation  de  la  courbe  du  quatiième  ordre,  dont 
le  centre  se  confond  avec  Torigine  des  coordonnées, 
devient 


^    ^  i         -+-P5y*-t-M,a7'2-f-Mîa?y+M37'«-+-/(rt,6)  =  o 


ou 

I   d\f{a,b) 

_  d^f(a.  b) 
dx  dy 

1     dy^ 

Tournons  maintenant  les  axes  des  coordonnées  au- 
tour du  point  M  à   angle  a;   alors  les  coordonnées  an- 
ciennes du  point  quelconque  s'exprimeront  au  moyen 
des  nouvelles  coordonnées  x.  j  du  même  point  de   la 
'  manière  suivante  : 

ar'=a7C0sa — j'sina, 
y  =  X  smoL  -\- y  QOSOL, 

Par  conséquent  Téquation  de  la  courbe  par  rapport 
Ann.  de  Afathémat.,  3« série,  t.  XIII.  (Septembre  189/4.)     26 


(VIII) 


(IX) 
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aux  nouveaux  axes  sera 


[Pi  cos*a-f-  2Pj  sina  cos^a  H-  ^Pj  sin*a  cos*a 

-h  2P4  sin^acosa  -h  P5  sin*a]a7* 
4-  [2P1  cos*a  -h  4(P8 —  Pi)  sina  cos'a 
-H  6(P4 —  Pj)  sin*a  cos*a 
-+■  4(P»  —  P3)  sin^  cosa  —  2P4  sin*a]a7'j^ 
-f-  [2P8  cos*a  -f-  6(P4 —  Pj)  sina  cos'a 
-h2(3P5— 4P3-f-3Pi)sin«acos«a 

H-  6(Pj —  P4)sin3acosa  -+■  aPj  sin^a]^?'^' 
•4-  [2P4  cos*a-i-  4(^5 —  P3)  sina  cos^a 
-H  6(Pj—  P4)  sin*acos*a 
-f-  4(P3— -  POsin'acosa  —  aPj  sin*a]j:j^* 
-h  [  P5  cos*  a  —  2  P4  sin  a  cos^  a 

H-  2P5  sin*a  cos*a  —  2Pî  sin^a  cosa  -+-  Pi  sin*a]^* 
[Ml  cos*a-f-  Mj  sina  cosa-h  M3  sin'a]a7* 
[Mj  cos*a  —  2(Mi  —  M5)  sina  cosa  —  Mj  sin^ajay^ 

[M5  cos*a  —  M2  sina  cosa  -h  Mi  sin*a]j^*-i-/(a,  b) 


=  o. 


Celle  équation  peul  s'écrire  encore  de  la  façon  sui- 
vante 

/  cos*a[Pi-4- 2Pjlanga 

H-  2P3  tang'a  -h  2P4  lang'a  -4-  P5  lang*a]a7* 

cos*a[2P,-+-4(P3— Pi)langa-h6(P4— P,)lang«a 

-h  4(Pj-—  P3)  tangua  —  2P4  lang^aja:»^ 

cos*a[2P3-h  6(P4 —  Pj)  langa 

-+-2(3P6— 4P3-+-3Pi)lang«a 

—  6( P4  —  Pî )  lang3 a  -+-  2 P3  lang^ajar^j^» 

cos*a[2P4-h  4(P8—  P3)  langa  — 6(P4—  Pj)  tang»a 

-h  4(^3— Pi)lang3a  — 2Pilang*a]rF/5 

cos*a[P5 — 2P4  langa 

-+-  2 Pj  langea  —  2P2  langea  -+-  Pilang*a]j^* 
cos*a[Mi-h  Mîlanga-h  M3  lang*a]a7* 
cos'a[M2 — 2(Mi —  M3)  langa  —  Mjlang'ajay^ 

-f-  cos*a[M8 —  Mj  tànga  -h  Mi  lang«a]j^«-f-/(a,  à)  =  o. 

Proposons-nous  de  déterminer  l'angle  a  de  sorte  que 
les  coefïicienls  des  termes,  contenant  x^y^  xy^  ^t  jr^, 
s'annulent  simultanément  au  changement  des  axes  con- 
sidéré. En  égalant  à  zéro  le  coefiicieiit  de  xy  dans  Té- 
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quation  (VIII),  il  vient 

Mi(cos'a  —  sin'a)  —  a(Mi—  Mj)  sina  cosa  =  o, 
d'où 

M, 


(7)  tangaa  = 


M,  -  Mj 


Il  est  aisé  de  voir  que  l'angle  a,  auquel  il  faut  tourner 
les  axes  pour  que  le  coefficient  de  xy  dans  l'équation 
transformée  s'annule,  on  peut  toujours  le  supposer  aigu. 
Efiecti veinent,  cosa  étant  différent  de  zéro,  pour  que  le 
coefficient  de  xy  dans  l'équation  (IX)  s'annule,  il  faut 
poser 

tang«a  — a  { — ^^ 1  tanga  — 1  =  0, 

d'où 

Si  ]Vl2<Oî  quel  que  soit  le  signe  de  la  quantité 
(M3  —  M|),  en  prenant  le  radical  avec  le  signe  — , 
c'est-à-dire  en  posant 

(M3~MO-v/(iV]i-M3)«-hMi 
tans'a  = -^ ?  > 

nous  obtiendrons  tanga  ^o,  car  la  valeur  absolue  du 
radical  surpasse  celle  de  la  quantité  (M3  —  Mj). 

Si,  au  contraire,  M2>'0,  quel  que  soit  le  signe  de  la 
différence  (M3  —  M|),  en  prenant  le  radical  avec  le 
signe  -t-,  c'est-à-dire  en  posant 

^_„^       (M3-M.)-4-v/(M,-M3)^-4-Mi 
tanga  = ^j- . , 

nous  aurons  ainsi  tanga  >>  o. 

5.  En  désignant  maintenant  par  a  cet   angle  aigu, 
auquelil  faut  tourner  les  axes  pour  que  le  terme  con- 
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tenant  xy  s^annule,  considérons  à  quelles  relations 
doivent  satisfaire  les  coefficienls  Pj,  2P2)  ...,Mi,  M2, 
M3  pour  que  les  termes  de  l'équation  transformée,  con- 
tenant x^ y  et  xy^^  s'annulent  aussi.  Posons 

K,  =  2P,-^-  4(Ps—  P,)tanga  -+-  6{F,,—  ?,)  tang«a 
H-  4(P5—  Pj)  tangua  —  aPv  tangua, 

K,  =  2P4-h4(P5— P8)tanga-6(P4— Pî)tang«a 
^-  4(P8—  Pi)  tangsa-^  2P,  tangta); 

pour  qu'à  la  valeur  considérée  de  a  les  quantités  K|  el 
K2  s'annulent,  il  faut  et  il  suffit  que  leur  somme  et  leur 
différence  soient  égales  à  zéro.  En  retranchant  K2 
deK|,  égalant  à  zéro  la  différence  ainsi  obtenue,  après 
l'avoir  multipliée  parcos*a,  nous  trouvons 

2(sin*a  — 6sin*acos*a  -f-  cos*a)(Pj —  P^) 

-h  (4  sin^ar.osa  —  4  sina  cos'a)(Pi — '1P3-+-  P5)  =  o 

ou 

2Cos4a(P,— P4)  — sin4a(P,— 2P3-4-Ps)  =  o, 
d'où 

(8)  tang4a  =  J^(P«-Pv)    . 

^  Pi-aPs-^Pg 

Or,  en  ajoutant  K|    à  K2  et  égalant  leur  somme  à 
zéro,  nous  trouvons 

(Pî^-Pv)-H2(P5-Pi)tanga 

H- 2(P6--P,)tanç5a  —  (P,-hP4)  tangua  =0 
ou 

(P«+  P4)(i  —  tang*a)—  9.(P, --  Pg)  tanga(i  h-  tang«a)  =  o, 
d'où,  en  observant  que 

(i  —  tang*a)=  (ï  ■+-  tang«a)(i  —  tang«a) 
et  en  supprimant  le  facteur  (1  H-  tang'a),  il  vient 
(Pi-t-P4)(i  — langia)  — 2(P,— P5)tanga=o; 
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par  conséquent, 


c'est-à-dire 


Pj-f-P^  atanga     __ 

Pi —  Pg        i-h  tang'a 


=  o, 


(9)  tang2a=  p^_p^; 


mais 


donc 


(10) 


M2 


P,+  P4  M, 


P1-P5       M,- M, 
De  l'égalité  (9)  nous  obtiendrons 

fan^/«  -      ^(P.-P»)(P«+Pt)     . 
^"g4«  -  (P.-Fs)»-(P,+  PO«' 

mais,  d'après  l'équation  (8), 

2(P,— P4) 

donc 

P»-Pt       ^      (Pi-P5)(P2-hP4) 
Pi-  2P,-f-  P5        (Pi-  Ps)*-  (P,-f.  P,;2  ' 

OU 

(^,)  P4-P2        _     (Pi-P5)(Pî+P0 


2P8-(Pl+P5)  (Pl-P5)^~-(Pî-f-P0» 

De  cette  équation  on  trouve 


P,-hP*  2(Pi-P5) 

Les  égalités  (10)  et  (i  i)  expriment  les  conditions 
cherchées,  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les  coeffi- 
cients  des    termes   contenant   x^y  et   xy^   s^annulent 
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simultanément,  à  la  condition  que 

M, 


tang2a  = 


Ml- M, 


Si  ces  conditions  sont  satisfaites,  l'équation    de  la 
courbe  se  réduit  à  la  forme 

Aar*-i-  Ba?«7«-f-  Gy'^-h  Da?*-f-  Ey^-h  F  =  o, 

où  F  =f(^a,  J).  Remarquons  que,  si  les  coordonnées  a 
et  b  du  centre  satisfont  à  réquationy*(a,  i)  =  o,  c'est- 
à-dire  si  le  centre  de  la  courbe  est  situé  sur  la  courbe 
même  ou  s'il  en  représente  un  point  isolé,  dans  l'équa- 
tion de  la  courbe,  rapportée  à  ses  axes  de  symétrie,  le 
terme  constant  s'annule^  nous  appellerons  ces  courbes 
conjuguées  par  rapport  au  centre. 

6.  Pour  déterminer  les  coefficients  A,  B,  C,  D  et  E, 
remarquons  que 

M, 

±v/(Mi— M»)«^-M|' 
Mi-Ms 


sinia  ^ 


costàa  = 


±:v/(M,~M,)*-hlVl| 

Puisque  2a<;7C,  sinsa  >•  05  donc,  dans  les  deux  der- 
nières formules,  le  signe  du  radical  est  le  même  que  ce- 
lui de  la  quantité  M2« 

On  a 

D  =  MiCos*a-4-  Mssinacosa  •+-  Masin'a, 

E  =  Misin'a  -h  M^sina  cosa  -h  Mscos'a; 

en  ajoutant  ces  équations,  on  obtient 

(i3)  D-+-E==:M,-hM,. 

Or,  en  retranchant  la  seconde  équation  de  la  première, 
il  vient 

D  —  E  =  ±  /( M,  --  M3)«-h  Mî, 


(  363  ) 

où,  comme  nous  Tavons  vu,  le  signe  du  radical  doit  être 
le  même  que  celui  de  la  quantité  M2.  D'ailleurs  de  la  for- 

mule  tangua  =  ^ — ^ y  il  vient 

P,-hPi 
sin2a  = 


cos2a  = 


±:/(Pi-P5)*H-(PlH-P4)* 
Pi- Pi 

±/(P,-P5)»-t-(P«-hP0* 


Puisque  2a<;Tt,  on  a  sîn2a>o;  d*où  il  suit  que 
le  signe  du  radical  dans  ces  deux  formules  doit  être  le 
même  que  celui  de  la  quantité  (P24-  P4).  On  a 

A— C  =  [(Pi— PB)cos2a-f-(P,H-P4)sin2a], 
ou 

A  —  C  =  (Pi —  P8)(cos2a  4-  sin2a  tangua), 
d'où 

.    ^    Pl-P*. 


cos2a  ' 


mais 


Pi-Ps 
cos2a  = ,  , 

±/(P,-P5)S+(P,-+-P4)« 

doue 

(i5)  A  -  C  =  ±:  /(P,~P5)«+(P,-hP4)S 

où  le  signe  du  radical,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  est 
le  même  que  celui  de  la  quantité  (P2-4-  P4). 

En  additionnant  les  coefficients  de  x*  et  j^Mans  l'équa- 
tion (VIII),  on  obtient 

A-f-  G  =  Pi  H- P5 -f- (P j —  p4)sin2acos2a 

H-  2[2P3— (Pi-f-  Pg)]  sin«acos»a, 
où 

A  H-  c  =  Pi  -f-  P3  -h  (  Pj  —  P4  )  sin  2  a  cos  2  a 

Pi-f-Pg— 2P,    .  , 

— sin*2a, 

2 

d'où,  en  divisant  les  deux  membres  de  Téqualion  par 


(  364  ) 
(Pa—  P4)  et  en  remarquant  que 

2(Pi— P*)  tang4a' 


on  trouve 


A-+-G         PiH-Ps         .  sin«2a 

■   sinaa  cos2a  — 


Pî-P4        Pi-Pv  tang4«' 

celte  équation  peut  s'écrire  ainsi 

(A-hC)  — (Pi-i-Ps)         .  r  (1— tang*2a)sin2a 


Pî-Pi 
OU 


[(1— tang*2a)sin2a1 
cosaa— -^ — • 
2tang2a  J 


(A  -f-  G)  —  (Pi-+-  P5)  _  si  n  2  a  cos  a  g  [2  —  (  i  —  tan  g^  2  a)] 

d*où 

(A  -h  G)  —  (Pj-h  Pg)  __  sin2acos2a(n-tang*2a) 

ou,  finalement, 

(A-f-G)  — (Pi-i-Ps)  _  tang2g 

Pî-P*  ~        2 

Puisque 

tang2a  _^     Pj-f-  P* 

■~V~    ~2(Pi-P5)' 

on    obtient  cette   relation  pour  la    détermination    de 

(A-hC) 

(A-4>G)--(P<-4-P5)  ^      P2-^P4 

Pî-P4  2(P,-P,)' 

En  résolvant  celte  équation  par  rapport  à  (A-f-C), 
on  obtient 

(.6)  A  +  C=^^|^^-^P.  +  P.; 

mais  de  ré(|uation  (i  3)  on  a 

Pl-P|  P,P»+P,P5. 

—   1  3  — 


2(P,-P5)  '  P2-f-P4 


(  365  ) 
donc 

A  +  C  =  P,  +  P,+ P.- ^l|i^|î^, 
OU,  en  définitive, 

(17)  A-hG= p— p- 

A  Taide  des  équations  (i5)  et  (17)  on  détermine  les 
coefficients  A  et  G. 

Il  reste  maintenant  à  calculer  le  coefficient  B.  On  a 

B  =  [aPaCOS^a  -f-  6(Pi^ —  Pj)  sina  cos^ot 

-l-îi(3P5— 4P3-4-3Pi)sin«acos*a 
—  6(P4 —  Pj)  sin^a  cosa  -4-  îPasin^a]. 

Ajoutant  et  retranchant  4p8sin^acos*a  et  en  remar- 
quant que 

ces* a  -+•  2sin'a  cos'a  -f-  sin*a  =  i, 

on  obtient    • 

B  =  S1P3 —  6(Pî —  P4)  sina  cosa(cos*a —  sin'a) 
-h  6(Pt—  aPs-H  Ps)  sinaa  cosaa. 
Puisque 

P        ^p    .    p  -  2(P»-P4)       (P2--P0(i-tang«2a) 

ri  —  2  r3  -h  rj  —  — = > 

tang4^  tang'ia 

on  a 

B  =  2P3--  3(P2 —  P4)siii2acos2a 

3sin«2a(Pï  — P4)(i— tang22a) 

_i , 

2tang2a  > 

d'où  Ton  obtient  successivement 

D         p        Q/p        pxF-  sin«2a(i  — tang«2a)1 

B  =  2P3— 3(Pi  —  P4)    sin2a  cos 2a ^ 1 

'  L  2tang2a  J 

T»  3(Pî P4  )  r    •     •  •     •  ^  •         -I 

=  2P3 —  -^^ ^  rsin'2a4-siii*2atang'2a| 

2tang2a    "■  o       j 

3(P2~-P4)tang2a       ^^        3(P,- P4)  (P^-^- PQ. 
=  2r3 =  2r3 -5 ^-r , 

2  2(Pi—  Ps) 

en  remplaçant  P2  par  sa  valeur,  tirée  de  la  formule  (12), 


(  366  ) 
on  obtient 

^  a(P,P>-<-P.P.)  _    P|  -  Pî    . 
P,+  P4  a(P,_p,)' 

pi   pi 

en  substituant,  enfin,  au  lieu  de  --5 ^>  la  valeur 

de  cette  fraction,  tirée  de  la  même  formule  (12),  on  ob- 
tient 

3(PiPv-f-P,P.) 

^  -  — îvi=^^ ^'' 

ou,  finalement, 

/.«s               R      Pi(3P,-P,)-(P»-3P.)P> 
08)  B= p— p- 

7.  L*équation  de  la  courbe  du  quatrième  ordre,  ayant 
le  centre  et  les  axes  de  symétrie,  nous  avons  réduit  à  la 
forme  suivante  : 

Aa?*-»-  Ba7«^«-4-  C^*h_  Da7«4-  E^«-f-  F  =  o; 
en  résolvant  cette  équation  par  rapport  ky^  on  obtient 

En  posant 

B«  — 4AC  =  M,        BE  — 2CD  =  N,        E«-.4GF  =  P, 
nous  trouvons 


ou 


y=±  i/ ^'±  -^  s/yix'^-h  2Na?«-h  P, 


ou 


,  B     ,        E 

(19)  r^2= ^x^ ^. 

'2  Cl  2  (^ 


(367  ) 

Les  courbes  du  quatrième  ordre,  ayant  le  centre, 
nous  diviserons  en  quatre  espèces. 

La  courbe  sera  de  première  espèce,  si  7j*>>o  pour 
toutes  valeurs  de  x,  pour  lesquelles  le  trinôme 

reste  positif  et  la  quantité 

Y  =  ±  -^  /MÏ^T^N^îmI^ 

est  réelle;  dans  ce  cas  l'équation  (19)  exprime  une 
courbe  du  second  ordre  ou  un  système  de  deux  droites. 
La  courbe  du  quatrième  ordre  appartiendra  à  la  se- 
conde espèce,  si  tj^  <^o  pour  toutes  valeurs  de  x  pour 
lesquelles  Y  reste  une  quantité  réelle.  Nous  rappor- 
terons la  courbe  à  la  troisième  espèce,  si  la  quantité  ?; 
est  nulle,  c'est-à-dire  si  B  =  E  =  o.  Enfin  la  courbe  du 
quatrième  ordre  sera  de  quatrième  espèce,  si  7^^  change 
de  signe  entre  les  limites  de  x^  pour  lesquelles  le  tri- 
nome 

reste  positif.  Considérons,  par  exemple,  la  courbe  dé- 
finie par  l'équation 

En  résolvant  cette  équation  par  rapport  à  y^  on  ob- 
tient 

y  ^±1  yr^  —  a?* db  \/r* -f-  2 r'a?*, 
OU 

y  =±:  y// «  —  a?* dr  ^Jr^i^r^-^-  ix^)» 
Dans  le  cas  considéré,  la  quantité 

Ma7*-4-2Na?«-t-P 

se  réduit  au  binôme 

r*-i-  2r'a7', 


(  368  ) 

qui  demeure  positif  pour  toutes  les  valeurs  de  o^,  com- 
prises entre  o  et  di  oo,  tandis  que  la  quantité  ti^y  définie 
par  Téquation 

restant  positive  au  changement  de  x  entre  o  et  ±  r, 
devient  négative  au  changement  de  x  entre  ±:  r  et  di  oo. 
Donc  la  courbe  considérée  appartient  à  la  quatrième 
espèce. 

8.  Discussion,  —  La  quantité  M  peut  être  positive, 
négative,  ou  égale  à  zéro. 

Dans  les  deux  cas  premiers  le  trinôme 

Mar*-f-2Na?«-hP 
peut  être  mis  sous  la  forme 

en  résolvant  Téquation 


M  M 


on  trouve 


Posons 


\/ 


Xi 


'-N 

-+-/N*- 

-MP 

IVl 

'     N 

-4-/N»- 

-MP 

M 

^-N 

—  v/n»- 

-MP 

M 


alors 

(20)  Mx'"  -^iNx^-^P  =  U{x^—x\)(x^-'Xl). 

Supposons  d'abord  que  M<^a;  si  Xi  =  X2^  c'est- 
à-dire  si  N^  —  MP  =  o,  Téqualion  de  la  courbe  se  ré- 
duit à  celle  du  second  degré. 


(  369) 
En  supposant  N* — lVIP<^o,    les  quantités  x^^  x^ 
deviennent  imaginaires  conjuguées;  en  posant  dans  ce 
cas 

a7,  =  ±:(a  — PO» 
de  Téquation  (20)  nous  obtiendrons 

et  il  est  évident  que  le  trinôme  considéré  reste  négatif 
pour  toutes  les  valeurs  de  x\  par  conséquent  le  lieu 
géométrique,  exprimé  par  l'équation  du  quatrième 
degré,  sera  imaginaire.  Ainsi,  il  ne  nous  reste  qu'à  sup- 
poser que,  si  M  <[  o,  on  a 

N«— MP>o. 

A  ces  conditions,  nous  avons  à  distinguer  quelques 
cas. 

Admettons  d'abord  que  N  =  o;  alors,  de  l'inégalité 
précédente,  il  vient  que  P  ^  o.  En  posant  M  =  —  M| , 
où  Mj  ^  o,  on  obtient  Xs  =  ai  et  le  trinôme 

se  ramène  au  produit 

M(a?*H-a«)(a:«-^|) 

ou 

Mj(ar«-ha«)(a7|  —  a?V), 

de  sorte  que  cette  quantité  sera  positive  au  changement 
de  X  entre  o  et  zh  0:2,  où 


ar. 


-y    Ml 


Posons,  en  second  lieu,  que  N  <  o-,  alors N  = —  Nj, 


n 


(370) 

où  N<  >  o.  Si  en  outre  P  =  o,  on  a 


-=v^.-*- 


a?t  =  o, 
et  le  trinôme 

étant  ramené,  dans  ce  cas,  au  produit 

M(a7«-i-a«)a?«, 

sera  négatif  pour  toutes  les  valeurs  de  x. 

Si  N  <  o  et  P  <  o,  de  sorte  que  P  =  —  P< ,  où  P<  >•  o, 
on  trouve 


^^^J^'^m^'. 


...±v/^ 


—  Ml 


puisque  la  quantité  (N^f  —  M|  P|  )  par  hypothèse  est 
positive  et,  par  suite,  ]\^>>M|Pj,  on  a  Xi  =:  ±:  a/, 
a:2  =  ilipiet  le  lieu  géométrique  devient  de  nouveau 
imaginaire. 

Si  N  <  o  et  P  >  o,  on  trouve 


"-\  -Ml 


MiP 


X2  est  une  quantité  réelle,  puisque  la  valeur  absolue  du 
radical  y/JNJ-h  M^  P  surpasse  celle  de  N^.  Le  trinôme 

Ma7*-f-  aN;r2-i-  P, 
étant  ramené  dans  ce  cas  au  produit 

restera  positif,  x  variant  de  zéro  à  dz  00. 


(  37.  ) 
Posons,  enfin,  N  >  o.  Si  P  =  o,  il  vient 


Xt 


-+-.    /^ï^         -4-.    /^N 


où  Ton  suppose  M  = —  Mj ,  M|  >•  o. 
Le  trinôme  se  ramène  au  produit 

cjui  est  positif  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  comprises 

en  tre  zéro  et  db  4/  r^  • 

En  supposant  N  >  o,  P  •<  o,  on  trouve 


■^4  />-N4-v/N«~MtPt 
=  -V  ^M^^ ' 

-L-4  /-N-v/N«-MtPt 
^^^V   =M^ ' 


où   P|  =  —  P.  Puisque   la    valeur    absolue  du  radical 

y/JN*^ —  M.I  P|  est  moindre  que  celle  de  N,  il  est  évident 
que  toutes  les  racines  de  Téquation 

Ma?*-»-  aNar'-f-  P  =o 

sont  réelles  et  que  x']<iJ^l»  Le  trinôme  se  ramène  au 
produit 

et,  par  suite,  reste  positif  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
comprises  entVe  zhx^  et  dbx2. 

Si,  enfin,  N  >►  o,  P  >  o,  on  obtient 


^*  =  -V itm^^ =-**' 

c'est-à-dire  r<  est  une  quantité  imaginaire  puisque  la 
valeur  absolue  du  radical  y/iN^-h  M|  P  surpasse  celle  de 


(  37^  ) 
la  quantité  N.  D^autre  part, 


Xt 


__^.  /-N-y/N'H-MiP. 
V  -Mt 


donc  X2  est  une  quantité  réelle  et  le  trinôme  considéré 
s'exprime  dans  ce  cas  par  le  produit 

M,(a?«-f-a«)(^|— a?«), 

restant  positif  quand  x  varie  de  zéro  k  ±  x^. 
On  voit  ainsi  que,  dans  le  cas 

M<o, 
N«  — MP>o, 

on   obtient  cinq  groupes  des   courbes,   correspondant 
à  ces  hypothèses  : 

(I) 

(II) 

(III) 

(IV) 
(V) 

9.  Discussion  (suite).  —  Passons  maintenant  au  cas 
M>>  o.  Posons,  comme  plus  haut. 


N  =  o, 

P>0, 

N<o, 

P>o, 

N>o, 

P-0, 

N>o, 

P<0, 

N>o, 

P>0. 

-v^ 


—  N  +  i/N»— MP 
^'  =  -*/  M 


=-v/^ 


_N  — i/N*— MF 
^t  — ^  -  ' 


M 
alors 

Si  N^ —  MP  <  o,  il  y  a  trois  cas  à  distinguer  :  N  peut 
être  une  quantité  positive,  ou  négative,  ou,  enfin,  égale 
à  zéro;  il  est  évident  que  dans  tous  ces  cas  P  >►  o.  Si  N 
est  différent  de  zéro,  les  quantités  x^  et  X2  deviennent 
imaginaires  conjuguées,  quel  que  soit  le  signe  deN;  en 


posant  donc 


(373) 


il  vient 

c'est-à-dire  le  trinôme  considéré  demeure  positif,  x  va- 
riant de  zéro  à  dz  oo.  Si,  au  contraire,  N  =  o,  le  trinôme 

se  ramène  au  binôme 

Mar*-+-P, 

et,  puisque  P  >•  o,  celte  quantité  sera  positive  pour  toutes 

les  valeurs  de  Xy  comprises  entre  — oo  et  +00. 

Posons  ensuite 

N«— MP>o, 

alors  nous  avons  à  distinguer  les  cas  suivants  :  1°  N  >>  o; 
2'*N<o-,  3**N  =  o. 

Admettons  d'abord  que  N  >>  o;  si  en  outre  P  >►  o,  la 

valeur  numérique  du  radical  y/N^  —  MP  est  inférieure  à 
la  valeur  absolue  de  N  ;  par  suite,  on  obtient 


a?!  =  in  at, 

a:,  =  ±  p  i, 

c'est-à-dire  le  trinôme  en  question  est  positif  pour  toutes 
les  valeurs  de  x,  comprises  entre  —  00  et  4-  00. 
Si  N  >>  o  et  P  =  o,  on  a 

Xi=  o, 


/  2N\ 

Mar*+  'îNaJî-H  P  ==  M  a?*  (  a?* -t-  -^  J , 
Ann.  de  Mathémat.^  3*  série,  l.  XIII.  (Septembre  '894.)    27 


n 


(374  ) 
c'est-à-dire  le  trinôme  reste  posftif  au  changement  de  oc 
entre  — oo  et  -f- oo.  Si,  enfin,  N  >>  o  et  P<Co,  nous 
obtenons,  en  posant  P  =  —  P^ , 


V  M 


MP, 


-*\/- 


—  N— /N«-+-MPi. 


^. »/  M 


puisque  la  valeur  absolue  du  radical  y/JN  ^  H-  MP^  surpasse 
celle  de  la  quantité  IV,  X\  est  une  quantité  réelle,  mais.ra 
est  une  imaginaire  de  la  forme  ai  ;  par  conséquent 

Ma:* -h  2Na:2-+-  p  ^  M(a:>—  arf)  (a?>-+-  a«) 

et  le  trinôme  sera  positif,  .r  variant  de  riz  jr  à  riz  c». 

Posons,  maintenant,  que  N  <C  o  et  que  N  = —  Nj . 
Alors  il  y  a  de  nouveau  trois  cas  à  distinguer.  Admettons 
d*abord  que  P  >  o.  Alors 


^1 


% 

+  »/N?- 

-MP 

M 

'N, 

-/Nf- 

-MP 

• 

• 

puisque  N,  —  MP  >  o  et  que  la  valeur  absolue  du  radical 
est  inférieure  à  celle  de  la  quantité  N,  nous  en  con- 
cluons que  j:i  et  0:2  sont  des  quantités  réelles;  en  outre, 
x^^>xl.  On  a 

Ma:*4-2Na:«-+-P  =  M(ar«— arî)(a:>— a?!); 

il  est  évident  que  le  trinôme  considéré,  étant  positif 
au  changement  de  jr,  de  zéro  à  di  ir2>  devient  négatif, 
X  variant  de  ±  x^  sk  ±Xij  et,  enfin,  devient  de  nou- 
veau positif,  lorsque  x  varie  de  ±  Xi  à  riz  oc. 


{  3-5) 
Admettons  en  second  lieu  que  P  =  o,  alors 


y  M 


a?, 


donc  le  trinôme  demeure  positif,  or  variant  de  ±1 /-j^ 

à  di  00.  Admettons  que  N  <  o  et  P  <  o.    En   posant 
N  =  —  N, ,  P  =  —  P, ,  on  trouve 


^, -      ^NÎ  +  MP, 


M 


par  conséquent  Xi  est  une  quanti  té  réelle,  mais  0:2= ±:  ^1  ; 
on  a 

donc  le  trinôme  demeure  négatif,  quand  x  varie  de  zéro 
k  ±Xi,  mais  il  devient  positif,  x  variant  de  ±Xt  à 
±00. 

Supposons  enfin  qu'à  la  condition  N^ — MP>  o,  on 
a  N  =  o  ;  dans  ce  cas,  de  l'inégalité  précédente,  on  trouve 

—  MP>o, 

donc  P  <  o.  En  posant  P  =  —  P^,  on  obtient 


Xi 


—y      M        "V     M 


donc 

Mar*4-2Nar«+  P  =  M(a7î— a«)(a7>-f-a»)=  M(a?4— a*) 
et  le  trinôme  sera  positif,  lorsque  x  varie  de  zii  a  n  dz  00 


(376) 

Ainsi   Von  conclut  que  les  courbes,  correspondant   à 
l'hypothèse  M  >  o,  forment  deux  classes. 

Première  classe,  M  >  o,  N^  — MP<o.  —  Cette 
classe  contient  trois  groupes  de  courbes,  conformément 
à  trois  systèmes  des  hypothèses 

(I)  N>o,        P>o, 

(H)  N<o,        P>o, 

(III)  N  =  o,        P>o. 

Seconde  classe,  M  >►  o,  N^ —  MP>  o.  —  Cette  classe 
renferme  sept  groupes  de  courbes,  correspondant  à 
sept  systèmes  des  hypothèses 

(I)  N>o,        P>o, 

(II) 

(ni) 

(IV) 

(V) 

(VI) 

(VII) 

10.  Supposons,  enfin,  que  M  =  o.  Alors  le  trinôme 

Ma:*-h2Nx«-hP 
se  réduit  au  binôme 

jNous  distinguerons  plusieurs  cas. 

Remarquons  d'abord  que  N  et  P  ne  peuvent  pas  être 
nulles  simultanément,  car  dans  ces  deux  cas  l'équation 
de  la  courbe  se  réduit  à  celle  du  second  degré. 

Supposons  que  N<o.  En  admettant,  d'ailleurs, 
P  >  o  et  en  posant  N  = —  N^,  on  obtient 

2Na7*H-  P  =  —  aNiX^-h  P 


N>o, 

P  =  o, 

N<o, 

P<o, 

N<o, 

P>o, 

N<o, 

P  =  o, 

N<o, 

P<o, 

N  =  o, 

P<o. 
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c'est-à-dire  le  binôme 

demeure  positif,  lorsque  x  varie  de  o  à  d=  y  -^  ;  le  bi- 
nôme devient  négatif  en  dehors  de  l'intervalle  indiqué. 
Admettons,  en  second  lieu,  que  N  <  o  et  P  <;  o*,  en 
posant  N  = —  N^ ,  P  = —  P^  on  trouve 

2Na7«-hP=  — 2Nia7«-Pi  =  — (2N,a7«H-Pi); 

puisque  cette  dernière  quantité  demeure  négative,  x 
variant  de  — oo  à  -i-  oo;  on  en  conclut  que  le  lieu  géo- 
métrique, dans  le  cas  considéré,  est  imaginaire. 
Soit,  ensuite,  N  }>  o,  P  >«  o.  Alors 


2Na?*-hP  =  2N^ar>-h  ^^ 


> 


c'est-à-dire  le  binôme  reste  positif  pour  toutes  les  va- 
leurs de  j?. 

Or,  si  N  >  o,  P  <;  o,  on  obtient, 

2Na?3-H  p  =  2N:rS—  Pi  =  2N  ix^ j*.  V 

où  P  =  —  Pi  .  Donc  le  binôme  demeure  positif,  quand  x 
varie  de  ±:4/— j^à  ifi  oo  et  les  points  du  lieu  géomé- 
trique sont  réels,  x  variant  de  =h  l/-|^  à  dzoo. 

Dans  ce  dernier  cas,  la  courbe  ne  peut  pas  être  con- 
juguée par  rapport  au  centre,  parce  que,  si  E^ —  4  CF-<  o, 
la  quantité  F  ne  peut  pas  être  nulle. 

Ainsi  Ton  conclut  que,  si  M  =  o,  on  ne  doit  examiner 
que  les  cas  suivants 

(I)  N<o,         P>o, 

(II)  N>o,         P>o, 

(III)  N>o,         P<o. 
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TBEOREMES  SUR  LES  QUADRIQUES; 

Par  m.  André  GAZAMIAN. 


On  sait  (jue  Ton  peut  déduire  du  théorème  de 
M.  Faure  sur  les  cercles  circonscrits  aux  triangles  con- 
jugués à  une  conique,  la  proposition  suivante  (*)  : 

Les  cercles  orthoptiques  des  coniques  inscrites  dans 
un  triangle  coupent  orthogonalement  le  cercle  conju-- 
gué  au  triangle. 

Ce  théorème  s'étend  à  l'espace  et  s'applique  aux  qua- 
driques  inscrites  dans  un  tétraèdre,  seulement  ce  té- 
traèdre doit  avoir  ses  arêtes  opposées  rectangulaires, 
car  seuls  les  tétraèdres  de  cette  espèce  ont  une  sphère 
conjuguée.  On  a  (la  condition  d'orthogonalité  étant 
réciproque)  deux  théorèmes  généraux  équivalents  : 

Les  sphères  conjuguées  aux  tétraèdres  à  arêtes  op^ 
posées  rectangulaires  circonscrits  à  une  quadrique 
coupent  orthogonalement  la  sphère  orthoptique  de  cette 
quadrique. 

Les  sphères  orthoptiques  des  quadriques  inscrites  à 
un  tétraèdre  à  arêtes  opposées  orthogonales  coupent, 
orthogonalement  la  sphère  conjuguée  au  tétraèdre. 

Corollaires.  —  i°  Le  lieu  des  centres  des  quadriques 
inscrites  à  un  tétraèdre  à  arêtes  opposées  rectangu- 
laires et  dont  la  somme  des  carrés  des  axes  demeure 
constante  est  une  sphère  ayant  pour  centre  V ortho- 
centre du  tétraèdre, 

(  '  )  yoir  nuire'  Noie  :  Sur  un  théorème  de  M,  Faure, 
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En  particulier  :  Le  lieu  des  centres  des  hjperboloïdes 
équilatères  inscrits  à  un  tétraèdre  à  arêtes  opposées 
rectangulaires  est  la  sphère  conjuguée  au  tétraèdre. 

^^L' orthocentre d'untétraèdre  à  arêtes  opposées  rec- 
tangulaires circonscrit  à  une  paraholoïde  est  dans  le 
plan  orthoptique  de  cette  quadrique. 

C'est  le  théorème  de  Steiner  étendu  à  Tespace. 

En  transformant  cette  dernière  proposition  par  po- 
laires réciproques,  relativement  à  la  sphère  conjuguée  au 
tétraèdre,  qui  a  son  centre  dans  le  plan  orlhoptique,  on 
obtient  cette  proposition  : 

Les  hyperholoïdes  équilatères  passant  par  les  som- 
mets d^un  tétraèdre  à  arêtes  opposées  rectangulaires 
passent  par  V orthocentre  au  tétraèdre. 

On  voit  que  ce  dernier  théorème  est  l'extension  à  l'es- 
pace de  la  propriété  classique  des  hyperboles  équilatères 
circonscrites  à  un  triangle  ÂBC  de  passer  par  l'ortho- 
centre  H  du  triangle.  Maison  remarquera  que  le  triangle 
ABC  peut  être  quelconque,  tandis  que,  dans  l'espace,  le 
tétraèdre  doit  avoir  ses  arêtes  opposées  rectangulaires. 
Cela  peut  s'expliquer  : 

La  propriété  des  hyperboles  équilatères  circonscrites 
à  un  triangle  peut  se  vérifier  de  bien  des  façons,  mais, 
géométriquement,  on  peut  dire  qu'elle  est  une  consé- 
quence directe  de  ce  fait  que,  lorsqu'une  conique  S^  est 
circonscrite  à  un  triangle  conjugué  à  une  conique  S,  la 
polaire  d'un  point  quelconque  de  S|  par  rapport  à  S  est 
divisée  harmoniquement  par  les  deux  courbes,  ce  qui 
peut  encore  s'énoncer  en  disant  qu'une  droite  quelconque 
divisée  harmoniquement  par  S  et  S|  a  son  pôle  par  rap- 
port à  S|  situé  sur  S. 

Or  considérons  une  hyperbole  équilatère  E  circon- 
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scritc  à  un  triangle  ABC,  et  le  cercle  S  conjugué  au  tri- 
angle. L'hyperboleE  est  circonscrite  à  un  triangle  conju- 
gua à  2,  et  la  droite  de  l'infini  est  divisée  harmonique- 
ment  par  S  et  S  :  donc  le  pôle  de  cette  droite  par  rapport 
à  S,  c'est-à-dire  le  centre  de  S,  est  situé  sur  E.  Or  on 
sait  que  ce  centre  est  Torthocentre  du  triangle. 

Dans  Tespace,  si  nous  considérons  un  tétraèdre  quel- 
conque, notre  raisonnement  n'est  plus  valable,  parce 
qu'il  n'y  a  pas  de  sphère  conjuguée  au  tétraèdre.  Mais 
si  cette  sphère  existe,  c'est-à-dire  si  le  tétraèdre  a  ses 
arêtes  opposées  rectangulaires,  on  répétera  mot  pour 
mot  la  démonstration  :  Le  plan  de  l'infini  coupe  un  hy- 
perboloïde  équilatère  circonscrit  E  suivant  une  conique 
circonscrite  à  un  triangle  conjugué  à  l'ombilicale,  c^est- 
à-dire  suivant  une  conique  harmoniquement  circon- 
scrite à  l'ombilicale,  et  comme  Thyperboloïde E  estcir-. 
conscrit  à  un  tétraèdre  conjugué  à  une  sphère  S,  le 
pôle  du  plan  de  l'infini  par  rapport  à  S,  c'est-à-dire  le 
centre  de  S,  ou  l'orthocentre  du  tétraèdre,  est  situé 
sur  E. 
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CORRESPONDANCE. 


Extrait  d'une  Lettre  de  M,  A.  Cazamian  à  M.  Brisse. 

Dans  une  Note  intitulée  k  Sur  quelques  propriétés 
des  courbes  planes  unicursales  du  troisième  ordre  », 
M.  Astor (Nouvelles  annales,  juillet  1892)  considère 
des  cubiques  unicursales  dont  la  droite  des  inflexions 
est  à  Tinfini.  Il  indique  que  la  corde  polaire  d'un  point 
quelconque  de  la  courbe  enveloppe  une  conique  ayant 
son  centre  au  point  double  et  pour  asymptotes  les  tau- 
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gentes  en  ce  point.  Ces  cubiques  jouissent  de  beaucoup 
d'autres  propriétés  remarquables.  D'abord  elles  sont 
quarrahles  algébriquement  (voir  une  Note  de  M.  M. 
Marie,  Nouvelles  Annales,  juin  1891  ).  Elles  sont  donc 
ou  des  trèfles  ou  des  projections  du  folium  de  Descartes, 
Toutes  ces  cubiques  peuvent  en  outre  être  considérées 
comme  les  polaires  réciproques  de  quartiques  à  trois 
rebroussements  par  rapport  à  un  cercle  ayant  son 
centre  au  point  de  concours  des  tangentes  de  rebrous^ 
sèment  (  *  ).  Si  les  trois  tangentes  de  rebroussement  sont 
réelles,  on  a  des  trèfles  -,  si  deux  des  tangentes  sont  ima- 
ginaires, on  a  des  cubiques  de  la  seconde  catégorie 
(projections  du  folium  de  Descartes). 

La  cubique  que  M.  Astor  étudie  en  dernier  lieu  : 

est  une  courbe  absolument  remarquable.  Elle  a  trois 
asymptotes  inflexîonnelles  formant  un  triangle  équila- 
téral,  et  trois  axes  de  symétrie.  Son  point  double  est  un 
foyer.  Ses  trois  sommets  sont  situés  sur  un  même  cercle 
de  rayon  R.  Elle  pourrait  être  appelée  le  trèfle  équi- 
latéral.  En  coordonnées  polaires  son  équation  est 
p  cos3o>  =  R.  Elle  est  la  polaire  réciproque  d'une  bypo- 
cycloïde  à  trois  rebroussements  par  rapport  à  un  cercle 

(*)  On  peut  donc  énoncer  ainsi  les  résultats  dus  à  M.  Marie  : 

Les  polaires  réciproques  des  quartiques  de  troisième  classe,  le 
centre  du  cercle  directeur  étant  au  point  de  concours  des  tan^ 
gentes  de  rebroussement,  sont  des  cubiques  quar râbles  algébri- 
quement, et  ce  sont  les  seules. 

Ainsi  la  trisectrice  de  Mac  Laurin,  qui  est  la  polaire  réciproque 
d'une  cardioïde  par  rapport  à  un  cercle  ayant  son  centre  au  foyer 
triple,  est  quarrable  algébriquement.  C'est  ce  qu'a  trouvé  M.  de  Long- 
champs  (Cours  de  Mathématiques  spéciales ,  supplément,  page  169 
de  la  première  édition).  On  peut  aussi  déduire  de  là  que  la  trisectrice 
de  Mac  Laurin  est  une  projection  du  folium  de  Descartes. 

Ann,  de  Mathémat.,  3«  série,  t.  XIII,  (Octobre  1894.)        28 
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concentrique  au  cercle  inscrit  (en  transformant  les  pro- 
priétés si  connues  de  rhypocycloïde  on  obtient  un  grand 
nombre  de  propriétés  de  la  cubique). 

La  figure  inverse  de  cette  cubique,  le  pôle  étant  au 
point  double,  est  un  trifoliuméquilatéral.  La  quàdratrice 
du  trèfle  équilatéral  est 

ÎLIlÇ  /(3a7~R){a:-»:R). 

On  peut  encore  signaler  ces  propriétés  : 

Le  trèfle  équilatéral  est  la  seule  cubique  dont  la 
cayleyenne  soit  un  cercle  :  c  'est  le  cercle  inscrit  dans 
le  triangle  des  asymptotes.  Ce  cercle  étant  en  même 
temps  la  conique  polaire  de  la  droite  de  r infini,  les 
tangentes  à  la  cubique  aux  points  oit  un  diamètre  de 
Newton  la  rencontre  sont  concourantes, 

La  hessienne  du  trèfle  équilatéral  est  une  cubique 
identique  ayant  les  mêmes  asymptotes  et  les  mêmes 
axes  de  symétrie. 


SUR  LES  POINTS  D'UNE  CONIQUE  SITUÉS 
SUR  UN  MÊME  CERCLE; 

Par  m.  André  GAZAMIAN. 


On  connaît  la  relation  suivante,  qui  lie  les  angles 
d'anomalie  excentrique  de  quatre  points  d'une  ellipse 
situés  sur  un  même  cercle  : 

©1  -h  ^j  ~h  Cp3  4-  ©V  =  2  m-TT 

(m  pouvant  être  nul). 

De  cette  relation,  on  peni  déduire,  outre  un  théorème 
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bien  connu,  de  Steiner,  plusieurs  propriétés  intéres- 
santes. Nous  allons  en  signaler  quelques-unes. 

I.  Considérons  quatre  points  d'une  ellipse  situés  sur 
un  cercle;  leurs  paramètres  vérifient  la  relation 

Appelons  cp'^ ,  cp!^,  cpg,  ^\  les  paramètres  des  points^  ou 
les  cercles  osculatcurs  en  chacun  des  points  considérés 
rencontrent  de  nouveau  l'ellipse,  on  aura 

3  ïpi  H-  cp',  =  2  m'  ir, 

3<p4-f-P4  =  2m'"ir. 

O^oà)  en  ajoutant  membre  à  membre  et  en  tenant 
compte  de  la  première  relation, 

donc 

Ç)|-ho'j4-  «pjH-cp^  as  îMlT  — ÔflTT  =  2'ir(M —  3fJL)  =  2K'ir, 

ce  qui  prouve  que  les  quatre  points  f\^  y!j,  O3,  (f\  sont 
sur  un  même  cercle.  Ainsi  : 

Les  cercles  osculateurs  en  quatre  points  d' une  ellipse 
situés  sur  un  cercle  tù  rencontrent  de  nouveau  l'ellipse 
en  quatre  points  situés  sur  un  cercle. 

Transformons  par  rayons  vecteurs  réciproques,  en 
plaçant  le  centre  d'inversion  : 

I**  Sur  l'ellipse,  mais  ailleurs  qu'aux  points  d'inter- 
section du  cercle  w  avec  l'ellipse.  On  a  cette  propo- 
sition : 

Les  cercles  osculateurs  en  quatre  points  d'une  eu- 
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bique  unicursale  circulaire  (  *  )  situés  sur  un  cercle  ren- 
contrent de  nouveau  la  cubique  en  quatre  points  situés 
sur  un  cercle, 

2®  En  Tun  des  poiuls  de  recicontre  du  cercle  w  avec 
TelUpse,  Alors  au  cercle  osculaleur  en  ce  point  corres- 
pond l'asymptote  réelle  de  la  cubique.  On  a  ce  théo- 
rème : 

Les  cercles  osculateurs  en  trois  points  d'une  cubique 
unicursale  circulaire  situés  sur  une  même  droite  ren- 
contrent de  nouveau  la  cubique  en  trois  points  :  le 
cercle  circonscrit  au  triangle  formé  par  ces  trois  points 
passe  par  un  point  fixe  de  la  cubique,  qui  est  le  point 
oit  elle  rencontre  son  asymptote  réelle. 

3**  En  un  point  quelconque  du  plan.  L'inverse  est 
une  quartique  bicirculaire  ayant  un  point  double  au 
pôle.  Nous  l'appellerons  une  cyclique  unicursale.  En 
transformant,  on  voit  que  : 

Les  cercles  osculateurs  en  quatre  points  d'une  cy- 
clique unicursale  situés  sur  un  même  cercle  rencontrent 
de  nouveau  la  cyclique  en  quatre  points  situés  sur  un 
même  cercle. 

IL  Un  point  M,  de  paramètre  cp  étant  pris  sur  une 
ellipse,  son  symétrique  par  rapport  au  centre  a  pour  pa- 
ramètre Tc-h  cp.  Mais  si  Ton  a 

<pl -+-  «pj -h  Cp3 -h  cp^  =  2  m  TT, 


(*)  Les  inverses  de  l'ellipse,  le  centre  d'inversion  étant  sur  la 
courbe,  sont  en  réalité  des  cubiques  circulaires  acnodales.  Mais, 
comme  les  théorèmes  que  nous  énonçons  sont  également  vrais  pour 
l'hyperbole,  les  résultats  s'étendent  aussi  aux  cubiques  circulaires 
crunodales. 
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on  a  aussi 

(cpi  +  ir)  -4-(©2-h:r)-f-(<p3-f-Tt)-h(cp4-f-7t)  =  am'^ 

et 

(«pl-+-  Tt)  -h  (Cpî-t-ir)  -h  (p3-f-  «pv=  2171" TZ; 

donc  : 

Si  quatre  points  d'une  ellipse  sont  sur  un  cercle  : 
1°  Les  symétriques  de  ces  points  par  rapport   au 
centre  sont  également  sur  un  cercle  ; 

2**  Deux  quelconques  des  quatre  points  et  les  sjme- 
triques  des  deux  autres  par  rapport  au  centre  sont  éga- 
lement sur  un  cercle. 

En  transformant  par  inversion,  le  centre  de  l'ellipse 
devient  un  point  déterminé  du  plan  de  la  courbe  in- 
verse. On  obtient  des  théorèm«*s  faciles  à  énoncer. 

En  particulier,  si  le  centre  d'inversion  est  au  centre 
de  l'ellipse,  la  figure  inverse  est  une  cyclique  unîcur- 
sale  ayant  également  le  pôle  pour  centre.  D*où  ces  théo- 
rèmes : 

Lorsqu^ une  cyclique  unicursale  a  son  point  double  (*) 
pour  centre  : 

1**  En  coupant  la  courbe  par  un  cercle,  les  symé^ 
triques  des  quatre  points  d^ intersection  par  rapport  au 
centre  sont  également  sur  un  cercle; 

a"  Deux  des  points  d' intersection  et  les  symétriques 
des  deux  autres  par  rapport  au  centre  sont  également 
sur  un  cercle, 

III.   Considérons  quatre  points  d'une  ellipse  (pi,  (p2, 


(*)  Le  point  double  autre  que  les  points  cycliques.  La  lemniscate 
est  un  exemple  de  ces  cycliques,  mais  la  propriété  s'applique 
aussi  bien  aux  inverses  d'hyperboles  quelconques  relativement  au 
centre. 
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Çsî  <P4  appartenant  à  un  cercle,  et  par  le  point  cpi  me- 
nons lescercles  tangents  à  l'ellipse  en  chacun  des  points 
(f2j  fsy  <p4)  et  soient  B|,  62)  ^s  les  paramètres  des  points 
où  ces  cercles  rencontrent  de  nouveau  Tellipse  ]  on  a  les 
relations 

Çi  ■+"  ?j  ■+"  ?a ^"  ?*  =  ^ ''^ ''^ï 

cpi-f-2cpj-f-  6j=  am'it, 

Ajoutant  membre  à  membre  les  trois  dernières  éga- 
lités, 

3©i-4-2(ïpj4-  cp3-h  ©4)  4-  Oi-hOï-h  63=  mult.  27C, 

OU 

^(cpj-f.  <pj_(-  cp3_(_o^)_(-  (pj_|«  Qj*4_  Qj-t-  63=  mult.  2Tr, 

OU 

4  mT: -f- (<pi -f- 61 4- 62+ 63)  =  mult.  2Tr, 
d'où 

<pi-f-6i-f-  62-f-  03=  mult.  iTZ, 

ce  qui  montre  que  les  quatre  points  cpi,  B{,  63,  63  sont 
sur  un  même  cercle.  Ainsi  : 

Quatre  points  d'une  conique  étant  situés  sur  un 
cercle,  si,  par  Vun  d'eux^  A,  on  mène  les  cercles  tan^ 
gents  à  la  conique  en  chacun  des  trois  autres,  les  trois 
nou\>eaux  points  ou  ces  cercles  rencontrent  la  conique 
sont,  avec  A,  sur  une  même  circonférence. 

Théorèmes  identiques  pour  les  cubiques  unicursales 
circulaires  et  les  cycliques  unicursales. 

Remarque.  —  Si  le  pôle  d'inversion  est  placé  en  l'un 
des  points  d'intersection  du  cercle  avec  la  conique,  on 
retrouve  ce  théorème  bien  connu  : 

Les  tangentes  à  une  cubique  (^circulaire  unicursale) 
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en  ses  points  d'intersection  avec  une  droite  rencontrent 
de  nouveau  la  cubique  en  trois  points  en  ligne  droite,^ 

IV.  Considérons  deux  cercles  quelconques  rencon- 
trant rdlipse  respectivement  aux  points 

A,B,G,D((p„<p„ç3,  (pO    et    A',B',G',D'(fi,ç'„(p'3,  fj. 

Menons  par  A  le  cercle  tangent  à  l'ellipse  en  A',  par  B 
le  cercle  tangent  en  B',  . . . ,  les  quatre  cercles  ainsi 
tracés  rencontrent  de  nouveau  Tellipse  en  quatre  points 
(0«,  O2,  O3,  64),  et  on  a 

©1  -+-  «pï  -f-  tpS  -h  <p4  =  2  W  TU, 

?i  -^  ?2  -+-  ?3  -H  ?!  =  2  m'iT, 

©1  -h  2<p',  -h  Oi=  2(JL     TU, 
<p2  +  2  «pi  -+-  62  =  2  fJt'   ir, 

Ajoutons  membre  à  membre  les  quatre  dernières  rela- 
tions, 

<Pl  +  ?2-+-  <?3-H  Cpt-f-  2(cp'i  -h  Cp',  -4-  <p's  -h  Cp4  ) 

"h  61  -+-  6j-+-  6a  -f-  Ov  =  mult.  air 
ou 

61-h  6j-h  Oa-h  64=  mult.  2Tt. 

Par  conséquent  : 

Deux  cercles  quelconques  rencontrant  une  conique 
respectivement  aux  points  A,  B,  C,  D,  A',  BVC^  D', 
si  Von  mène  le  cercle  passant  par  A  et  tangent  à  la  co- 
nique en  A',  le  cercle  passant  par  B  et  tangent  en 
B',  .  . . ,  les  quatre  cercles  ainsi  tracés  rencontrent  de 
nouveau  la  conique  en  quatre  points  situés  sur  un 
cercle. 

Théorèmes  identiques  pour  les  cubiques  unicursales 
circulaires  et  les  cycliques  unicursalcs. 
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V.  Quatre  points  d'une  ellipse  étant  situés  sur  uu 
cercle,  par  deux  d'entre  eux  faisons  passer  un  cercle, 
ainsi  que  par  les  deux  autres.  On  aura 

^1-+-  Çj-h  «p3-4-  ©4=  2  mit, 
©1 -f-  «pj-+-  6i -h  6j  =  2/»'?!, 
«p3  -+-  ©V  -f-  6s  -f-  64  =  2  /n^TT, 


donc 
Ainsi 


61  -f-  0j  -4-  83  -h  64  =  mult.  27:. 


Î  conique 
cubique  unicursale  circulaire 
cjr clique  unicursale 
étant  situés  sur  un  cercle,  si  par  deux  d^ entre  eux  on 
fait  passer  un  cercle,  ainsi  que  par  les  deux  autres, 
les  quatre  noui^eaux  points  de  rencontre  avec  la  courbe 
sont  sur  un  cercle. 

VI.  Si,  par  deux  points  fixes  A,  B  d'une  conique,  on 
fait  passer  une  série  de  cercles,  les  secondes  cordes  d'in- 
tersection avec  la  conique  sont  parallèles  entre  elles. 
Transformons  cette  propriété  par  raj'ons  vecteurs  réci- 
proques : 

Si  autour  d'un  point  fixe  d'une  cubique  unicursale 
circulaire  on  fait  pivoter  une  sécante,  le  cercle  passant 
par  le  point  double  et  les  deux  autres  points  dUnter- 
section  de  la  sécante  avec  la  courbe  ont  leurs  centres 

en  ligne  droite, 

cyclique  unicursales 
Si  par  deux p o in ts fixes  A^B  d'une      circulaire  | 

cyclique  unicursale^ 
on  fiait  passer  une  série  de  cercles,  les  cercles  passant 
par  le  point  double  et  les  deux  autres  points  d^ inter- 
section de  chaque  cercle  avec  la  courbe  ojit  le  même 
axe  radical. 
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Vn.  Par  deux  points  fixes  cpi,  (f2  d'une  ellipse,  fai- 
sons passer  des  cercles,  et  par  les  deux  autres  points 
d'intersection  cfs,  (p4,  ainsi  que  par  un  point  fixe  A  de 
l'ellipse,  faisons  passer  des  cercles;  soit  x  le  quatrième 
point  d'intersection  avec  l'ellipse.  On  a 

<pi  -f-  «Pî  H-  ©3  +  9*  =  2  W  TT, 

?3  -H  9*  ^"  ^1  -+-  ^  =  ^  w'tt, 

9|  désignant  le  paramètre  du  point  A;  d'où 

X  =  i{m'  —  m)  -h  ©i-{-  cpï—  Oj. 

Les  points  (pi,  (p2,  6f  étant  fixes,  les  valeurs  de  a:  ob- 
tenues ne  diffèrent  entre  elles  que  d'un  multiple  de  2  7î, 
le  point  X  est  fixe  sur  l'ellipse.  Ainsi  : 

Si)  par  deux  points  fixes  dUine  ellipse,  on  fait  passer 
4les  cercles;  si^  par  les  deux  points  d^ intersection  de 
ces  cercles  av^ec  l'ellipse  et  un  point  fixe  A  de  la 
courbe,  on  fait  passer  des  cercles;  ces  derniers  cercles 
passent  par  un  quatrième  point  fixe  de  V  ellipse. 

Transformons  par  inversion  : 

i  cubique  unicursale 
circulaire 
cyclique  unicursale , 
on  fait  passer  des  cercles ,  les  cercles  passant  par  les 
deux  nouveaux  points  d' intersection  et  par  un  point 
fixe  A  de  la  courbe  passent  par  un  autre  point  fixe 
de  cette  courbe. 

Si  le  centre  d'inversion  est  en  l'un  des  deux  premiers 
points  fixes  de  la  conique,  on  a  ce  théorème  : 

Si,  autour  d'un  point  fixe  d'une  cubique  unicursale 
circulaire  on  fait  pivoter  une  sécante,  les  cercles,  pas- 
sant par  un  point  fixe  A  de  la  cubique  et  par  les  deux 
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autres  points  d'intersection  de  la  cubique  avec  la  sé- 
cante,  passent  par  un  même  point  fixe  situé  sur  la 
courbe. 

Si  le  centre  d'inversion  était  au  point  A  de  l'ellipse, 
on  retrouverait  cette  proposition  connue,  et  vraie  pour 
une  cubique  circulaire  non  unicursale  : 

*Si,  par  deux  points  fixes  de  la  courbe  on  fait  passer 
une  série  de  cercles,  les  cordes  d'intersection  de  ces 
cercles  ai^ec  la  cubique  passent  par  un  point  fixe  situé 
sur  elle. 

VIII.  Voici  l'énoncé,  plus  correct,  des  trois  théorèmes 
remarquables  que  nous  avons  obtenus  : 

1°  Lés  cercles  osculateurs  à  une  conique  en  quatre 
points  concy cliques  rencontrent  de  nouveau  la  conique 
en  quatre  points  concycliques, 

2°  Les  cercles  osculateurs  à  une  cubique  unicursale 

circulaire  en  trois  points  collinéaires  rencontrent  la 

cubique  en  trois  points  concjcliques  ax^ec  le  point  de 

section, 

t cubique   unicursale 

3**  Les  cercles  osculateurs  à  une  j    circulaire  ! 

[cyclique  unicursale] 

en  quatre  points  concjcliques  rencontrent  de  nouveau 
la  courbe  en  quatre  points  concycliquts  (  *  ). 


(*.)  Ce  théorème,  énoncé  pour  la  strophoïde  et  la  lemniscate  par 
M.  Halitrand^  est  donc  loin  de  s'appliquer  à  ces  seules  courbes. 
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SUR  LES  QUADRIQUES  INSCRITES  DANS  LA  MÊME 

DÉYELOPPABLE; 

Par  m.  André  GAZAMIAN. 


On  sait  que  le  système  des  quadriques  passant  par  la 
courbe  d'intersection  de  deux  quadriques  données  est 
coupé  par  un  plan  quelconque  suivant  un  système  de 
coniques  passant  par  quatre  points  fixes.  Les  pôles  dou- 
bles de  ce  faisceau  de  coniques  sont  les  points  de  con- 
tact des  trois  quadriques  du  système  tangentes  au  plan 
considéré,  de  sorte  que  l'on  peut  dire  que  les  quadriques 
passant  par  les  points  communs  à  deux  quadriques  don- 
nées sont  coupées  par  un  plan  quelconque  suivant  des 
coniques  conjuguées  à  un  même  triangle. 

Ce  fait^  que  les  quadriques  d'un  faisceau  sont  coupées 
par  un  plan  quelconque  suivant  des  coniques  formant 
un  faisceau,  conduit  à  d'intéressantes  propositions. 
On  voit  d'abord  immédiatement  que  le  théorème  de 
Desargues  s'étend  intégralement  à  l'espace  : 

Les  quadriques  passant  par  les  points  communs  à 
deux  quadriques  données  déterminent  une  inv^olution 
sur  une  droite  quelconque.  Les  points  doubles  de  l'in- 
uolution  sont  les  points  de  contact  des  deux  quadriques 
du  système  tangentes  à  la  droite  donnée. 

En  transformant  par  dualité,  nous  avons  le  théorème 
suivant  : 

Les  plam  tangents  menés  par  une  droite  D  aux  qua- 
driques inscrites  dans  la  même  développable  forment 
un  faisceau  uwolutif.  Les  plans  doubles  de  l'in^olutiçn 
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sont  les  plans  tangents  aux  deux  quadriques  du  sys-^ 
tème  qui  touchent  la  droite  D. 

Corollaire.  —  Les  plans  tangents  menés  par  une 
droite  à  deux  quadriques  homofocales  font  des  angles 
égaux  avec  deux  plans  fixes  passant  par  la  droite. 

En  effet,  les  plans  doubles  de  rinvolutîon  étaut  alors 
reetangulairesy  tous  les  couples  de  plans  du  faisceau  în- 
volutif  admettent  les  mêmes  plans  bissecteurs  :  ce  sont 
ces  plans  doubles.  En  particulier  : 

Les  plans  tangents  menés  par  une  droite  à  une  qua- 
drique  sont  également  inclinés  sur  les  plans  tangents 
menés  par  cette  droite  à  une  focale  de  la  quadrique. 

C'est  Tanalogue  du  théorème  de  Poncelet  relatif  aux 
tangentes  menées  par  un  point  à  une  conique. 

Transformons  maintenant  par  dualité  le  théorème 
que  nous  avons  énoncé  au  début  : 

Les  cônes  ayant  pour  sommet  un  même  point  P  de 
V espace  et  circonscrits  aux  quadriques  inscintes  dans 
la  même  dé\feloppable  touchent  les  quatre  faces  d'un 
même  angle  tétraèdre.  Les  plans  diagonaux  de  l'angle 
tétraèdre  complet  (  *  )  sont  les  plans  tangents  aux  trois 
quadriques  du  faisceau  qui  passent  en  P. 

Corollaires.  —  Ce  théorème  a  d^intéressants  corol- 
laires : 

i"  Les  cônes  de  même  sommet  P  circonscrits  à  un 
faisceau  de  quadriques  inscrites  dans  la  même  déi^e- 


(*)  Par  analogie,  on  pourrait  appeler a/i^/e  tétraèdre  complet  la 
figure  formée  par  quatre  plans  passant  par  un  même  point,  figure 
que  l'on  obtient  en  joignant  un  point  de  l'espace  aux  six  sommets 
d'un  quadrilatère  complet. 
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loppable  sont  conjugués  à  un  même  trièdrc,  qui  est  le 
trièdre formé  par  les  plans  tangents  aux  quadriques 
du  faisceau  passant  en  P. 

Ce  théorème  peut  encore  s'énoncer  aînsi  : 

Les  cônes  S  de  sommet  P  circonscj^its  aux  quadri- 
ques inscintes  dans  la  même  développable  ont  un  même 
sjstème  de  diamètres  triplement  conjugués; 

2**  Les  coniques  sections  par  un  plan  des  cônes  S 
sont  inscrites  dans  un  même  quadrilatère  ; 

3°  Les  points  oit  les  arêtes  du  trièdre  formé  par  les 
plans  tangents  aux  quadriques  d'un  sjstème  tangen^ 
tiel coupent  le  plan  d'une  des  quatre  coniques  du  sys- 
tème forment  un  triangle  conjugué  à  cette  ironique. 

Applications.  —  Supposons  que  Tune  des  quatre  co- 
niques du  système  des  quadriques  inscrites  dans  la 
même  développable  soit  l'ombilicale,  nous  aurons  alors 
affaire  à  un  système  de  quadriques  homo Focales.  Les 
théorèmes  précédemment  énoncés  permettent  de  retrou- 
ver dans  ce  cas  particulier  des  théorèmes  bien  connus. 
Aînsî,  le  cône  isotrope  de  sommet  P  faisant  partie  du 
système  des  cônes  S,  le  trièdre  conjugué  commun  T 
sera  trirectangle  :  donc  les  quadriques  homofocales  à 
une  quadrique  qui  passent  par  un  point  P  sont  ortho- 
gonales. De  plus,  les  cônes  S  auront  les  mêmes  axes, 
puisque  les  sections  par  le  plan  de  l'infini,  qui  sont  des 
coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère  circonscrit  à 
l'ombilicale,  ont  un  triangle  conjugué  commun  avec  ce 
cercle.  Ces  axes  seront  les  arêtes  du  trièdre  formé  par 
les  plans  tangents  aux  trois  quadriques  de  la  famille  qui 
passent  en  P,  donc  :  Les  axes  d'un  cône  circonscrit  à 
une  quadiique  sont  les  normales  aux  trois  quadriques 
homofocales  qui  passent  par  le  sommet. 
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Le  corollaire  n^  3  nous  cx>nduit  à  cette  proposition ^ 
qui  est  due  k  Cliasles  : 

Les  axes  (Vun  cône  circonsj/^it  à  une  quadrique 
rencontrent  un  plan  principal  en  trois  points  formant 
un  triangle  conjugué  à  la  focale  située  dans  ce  plan. 

Enfin  y  il  est  très  facile  de  démontrer  que  les  cônes  S, 
qui  ont  les  mêmes  axes,  sont  aussi  liomofocaux.  En 
effet,  les  droites  focales  d'un  cône  de  sommet  P  sont, 
comme  Ton  sait,  les  perpendiculaires  menées  par  P  aux 
plans  de  sections  circulaires  du  cône  supplémentaire. 
Or,  un  cône  supplémentaire  d'un  cône  quelconque  ren- 
contre le  plan  de  l'infini  suivant  une  conique  polaire 
réciproque  par  rapport  à  Tombilicale  de  la  section  du 
cône  donné.  Mais,  dans  le  cas  considéré,  le  système  des 
cônes  S  rencontre  le  plan^  de  Tinfîni  suivant  des  co- 
niques C,  parmi  lesquelles  se  trouve  Tombilicale,  con- 
juguées à  un  même  triangle  T.  La  polaire  réciproque 
d*une  conique  C  par  rapport  à  l'ombilicale  sera  une 
autre  conique  conjuguée  au  triangle  réciproque  de  T, 
c'est-à-dire  au  même  triangle.  Il  en  résulte  que  le  sys- 
tème des  cônes  S  et  le  système  de  leurs  cônes  supplé- 
mentaires ont  les  mêmes  axes,  et  par  suite  les  mêmes 
plans  cycliques.  Donc  les  cônes  2  ont  les  mêmes 
focales. 

De  ce  qui  vient  d'être  dit,  on  peut  déduire  le  théo- 
rème suivant  : 

Un  cône  étant  circonscrit  à  une  quadrique,  son  sup-^ 
plémentaire  est  circonscrit  à  une  quadrique  homofo^ 
cale. 

Remarque,  —  Deux  des  théorèmes  énoncés  au  début 
peuvent  encore  se  formuler  ainsi  : 

Toutes  les  quadriques  passant  par  huit  points  quel- 
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conques  de  l'espace  déterminent  une  involution  sur 
une  droite  quelconque. 

Les  plans  tangents  menés  par  une  droite  aux  qua-- 
driques  tangentes  à  huit  plans  forment  un  faisceau  iu" 
volutif. 

Ainsi  énoncés,  ces  théorèmes  sont  presque  évidents  a 
priori. 


SOLDTIOIV  DE  LA  QUESTION  DE  MATIIÉMATIOUES  SPÉCIALES 
POSÉE  AU  CONCOURS  DAGRÉGATiON  EN  1893; 

Par  m.  GENTY. 


On  considère  un  lijperboloïde  à  une  nappe  H  et  le 
cône  S  qui  est  V enveloppe  des  plans  normaux  aux  gé- 
nératrices de  cet  hjperboloïde  menés  par  un  point 
donné  M. 

1°  Déterminer  les  sommets  du  tétraèdre  MM<  M2M3 
conjugué  par  rapport  à  toutes  les  quadriques  qui 
passent  par  V intersection  de  Vhyperboloïde  H  et  du 
cône  S. 

Trouver  le  lieu  G  des  sommets  M<,  IVI2,  M3  de  ce 
tétraèdre  lorsque,  le  point  M  restant  fixe,  Vhyperbo- 
loïde H  se  modifie  en  restant  concentrique  et  homo- 
thétique  à  un  hjperboloïde  donné. 

2**  Trouver  la  surface  engendrée  par  la  ligne  G 
lorsque  le  point  M  décrit  une  droite  donnée  D,  et  dé- 
terminer les  positions  qiCilfaut  donner  à  cette  droite  D 
pour  que  cette  surface  soit  de  révolution. 

3**  Déterminer  les  coordonnées  du  centre  w  de  la 
sphère  circonscrite  au  tétraèdre  MM<M2M3  enfonc- 
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tion  des  coordonnées  du  point  M  pour  un  hyperboloïde 
donné  H. 

Trouver  le  lieu  de  ce  centre  w  lorsque,  le  point  M 
restant  Jixey  Vhyperboloïde  H  se  modifie  en  restant 
concentrique  et  homotlié tique  à  un  hyperboloïde 
donné, 

4"  Démontrer  que  la  droite  qui  joint  le  centre  to  de 
la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre  MM|M2M3  au 
centre  de  gra\fité  G  de  ce  tétraèdre  passe  par  un  point 
fixe  I  lorsque,  le  point  M  restant  fixe,  Vhyperbo- 
loïde  H  se  modifie  en  restant  concentrique  et  homo- 
thé tique  à  un  hyperboloïde  donné,  et  faire  voir  que 
le  point  G  est  le  milieu  de  tùJ, 

1°  Soient 

l'équatîon  de  l'hyperboloïde  H;  j/,  y^  et  z'  les  coordon- 
nées du  point  M  ;  l'équation  du  cône  S  sera 

A        "^         B         "^         G        """^ 

et,  si  Ton  désigne  par  a,  p,  y  les  coordonnées  de  l'un 
des  sommets  du  tétraèdre  autopolaire  commun  à  Thy- 
perboloïde  et  au  cône,  les  plans  polaires  de  ce  point 
par  rapport  aux  deux  surfaces  auront  respectivement 

pour  équations 

Aaa7H-BPj^4-  C^z  =  1, 

{a-x')(x-x')  ^  (P~y)(r-y)  ^  {^(-z')(z-z')  _ 


B  •  G  '-^- 


Ces  deux  équations  devant  être  identiques,  on  aura 

A» g    _    B'P     _    G«Y ! _ 


B  '  G 
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ou  encore 

.  ,  tx'  ty  tz' 

^'^       "=73Âi'       i^=rr^t'       ^^=Tr& 

(2)  Aaa?'-i-Bpy-hCYV=i. 

Si  l'on  regarde  t  comme  mi  paramètre  arbitraire,  les 
équations  (i)  représentent  une  cubique  gauche  G,  et 
l'équation  (2)  le  plan  polaire  du  point  M  par  rapport  à 
l'byperboloïde. 

Les  points  clierchés  M|,  M2  et  M3  sont  les  points  de 
la  cubique  situés  dans  ce  plan,  et  les  valeurs  correspon- 
dantes de  t.  sont  les  racines  de  Tcquation 

Plx'^I        By'^t        Cz'^t 

Si  dans  les  équations  (i)  nous  remplaçons  A,  B  et  G 
par  A" A,  A"B  et  kC  respectivement,  elles  représenteront 
évidemment  encore  la  même  courbe.  Donc  la  cubique 
gauche  C  est  le  lieu  des  points  M<,  M2  et  M3,  lorsque 
l'byperboloïde  H  se  modifie  en  restant  concentrique  et 
homothétique  à  un  hyperboloïde  donné.  Cette  courbe 
passe  à  l'origine  pour  t  =  o,  au  point  M  pour  f  =  00,  et 
ses  asymptotes  sont  parallèles  aux  axes  de  Tliyperbo- 
loïde. 

2®  Si  dans  les  équations  de  la  cubique  C  nous  rem- 
plaçons x',  y  et  z'  par  x'  +  ÂrX,  j'  -f-  kY  et  z'-}-kZ  res- 
pectivement, X,  Y  et  Z  étant  les  cosinus  directeurs 
d'une  droite  D,  elles  deviennent 


«  = 


t(x'^kX)  .  ^  t(y-^k\)  ^  t(z'^kZ) 


ou 

Aïa  -h  t{x'  —  a)  H-  ktX  =  o, 

B^^-ht(y—^)-hktY  =  o, 

Cîy  4-  t(z'  —  y)  •^-  ^^Z  =  o- 
Ann.  de  Mathéniat.,  3«  série,  t.  XIII.  (Octobre  1894.)  29 
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En  éliminant  A  et  t  entre  ces  équations,  il  vient 

X  Y  Z         =o 

a  —  x'     p  —  y    Y  —  ^' 


ou 


(B2— C2)XpY-h(G2-  \2)YYa-f-(Aî-B2)Za3 
-4- A2a(Y3'-  Zy)-+-B2p(Zar'— XV) 

-HGî7(Xy-Y:r')  =  o, 

équation  d'un  hyperboloïde  équilatère,  qui  contient  la 
droite  D  et  passe  par  l'origine. 

Pour  que  cet  hyperboloïde  soit  de  révolution,  il  faut 
qu'on  ait 

dz(B2— G2)X=±(G«— A«)Y=dz(Aï-Bî)Z, 

équation  de  quatre  directions  fixes. 

L'hyperboloïde,  lieu  des  cubiques  gauches  C,  sera 
donc  de  révolution  quand  le  point  M  parcourra  une 
droite  parallèle  à  l'une  de  ces  directions, 

3°  Si  nous  portons  l'origine  au  point  M,  les  équations 
qui  déterminent  les  points  Mi,  M2  et  M3  deviennent 
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h^yz  4-  B2yz  —  C^z'y  =  0, 

(4) 

k^zx  -h  C^z'x  —  A^x'z  —  0, 

(5) 

l^xy  -f-  X^x'y  —  B^y'x  —  0, 
Axx'  -i-  Byy'    +  Czz'      S  =  0, 

oui' 

on 

a  posé 

A2=B2— G2,  Â:2=G2— A2,  /2=A2—  B?, 

s  =  1  —  Aa7'2—  Bj'»—  G3'2. 

L'équation  générale  des  quadriques  circonscrites  au 
tétraèdre  MM|  M2M3  est  alors  de  la  forme 

l(h^yz  H-  B^y'z  —  C^z'y)  -t-  ii{k^zx  -h  C^z'x  —  A^x'z) 
H-  ^{l^xy  -+-  k^x'y  —  B^y'x) 

■^  {mx  -{-  ny  -^ pz){kxx' -h  Byy' -\~  Czz' ^  S)  =  o. 
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Les   conditions  pour  que   cette   qu.idrique  soit  une 

sphère  sont 

h^mx'  =  Bny  =  Cp^'j 

Ih^-^Bpf  -i-Cnz'  =o, 

lik^-hCmz'-h  kpx'  —  o, 

On  peut  prendre  pour  la  valeur  commune  des  coeffi- 
cients de  x*^,  jK*  et  2^2  Texpression  ABCa:'^'^',  et  alors 

on  a 

m  =  BCyV,         n=^Ç,kz'x\        /?  =  ABa^y, 

.  __       Air'(Bîy2-hG2^'î) 
A  —  — « 

__  By(Cgv»-4-A»ar^n 

et  si  Ton  désigne  par  Xx^  l'abscisse  du  centre  w  de  la 
sphère  circonscrite  au   tétraèdre  MM<  M2MS,  on  aura 

_  G  /2(C' z"^-^  A 2 x'^)  -  B  k\K^ x"^-\-  B^y »;h-  / Vc^ ( i  ~  Aar^»-  6/2—  G^'«) 
^"""  'zKl^k^x'  ■ y 

les  expressions  de  jKw  et  de  Zi^  se  déduiront  de  celle 
de  Xo)  par  une  simple  permutation  circulaire. 

Si  maintenant,  dans  Téq nation  qui  précède,  on  rem- 
place A,  B  et  C  par  ?A,  ^B  et  iC,  respectivement,  il 
vient 

/[G/2(G2^'2-{- A2^'2)  — BX:2(A2a?'2-4-B2y2) 

—  l^k^{k^x'ï-^  Bayg-h  C^z'i)]  -^  /2A-2 

'^'^  ~  itkl^K^x'  ~"  • 

Donc,  lorsque  Thyperboloïde  H  se  modifie  en  restant 
concentrique  et  homothétiquc  à  un  hyperboloïde  donné, 
le  centre  de  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre  M M<  M2M3 
décrit  une  droite. 

4®  Cherchons  maintenant  le  centre  de  gravité  G  de 
ce  tétraèdre. 


X 
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Si  nous  portons  dans  Téquation  (5)  les  valeurs  de  y 
et  de  z  tirées  des  équations  (3)  et  (4),  il  vient 

A.  XX  ~T~    •  _      .         »_       ""T~    .  „     I  ,  ^        ""~  «3  —  O  • 

Pi^x'-hl^x       X^x'—k^x 

et   si   a?!,  X2  et  0:3  sont  les  racines  de  cette  équation 
et  Xq  Tabscisse  du  point  G,  on  aura 

Xx-^  X^-h  Xz 
^G=   -. » 

4 
ou 

~  4A/U-2a7'  ""' 


on  obtiendrait  j^G  et  ^^  par  une  permutation  circulaire. 
Si,  dans  l'expression  de  Xq^  on  remplace  A,  6  et  C 
par  iA,  fB  et  /C,  respectivement,  il  vient 

_  t[X^x'^{l'i—k^)-'B^k^y'i-^C^l'^z'^^l^k%kx'^^hy^-^Cz'^)\-\rl^k^ 
^^~  ^tXl^k^x'  ' 

on   voit  donc  que  le  lieu  du   point  G    est  aussi  une 
droite. 

On  reconnaît  immédiatement  que  rexpression 
2Xg  —  Xa>  est  indépendante  de  t\  donc,  lorsque  l'Iiy- 
perboloïde  H  se  modifie  en  restant  concentrique  et  ho- 
motliétique  à  un  liyperboloïde  donné,  la  droite  coG 
passe  par  un  point  fixe  I  et  le  point  G  est  le  milieu 
de  (ol.  En  d'autres  termes,  le  centre  de  riiyperboloïde 
des  hauteurs  du  tétraèdre  MM|  M2M3  est  un  point  fixe. 

Note.  —  Solution  analogue  par  M.  Gambey.  M.  Leinekugel,  élève 
ingénieur  hydrographe  de  la  Marine,  nous  a  envoyé  une  solution 
analytique  et  une  solution  géométrique  d'une  généralisation  de  cette 
même  question.  Nous  donnerons  sa  solution  géométrique  dans  le  pro- 
chain numéro. 
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AUGUSTE  COMTE  EXAMINATEUR  DADMISSION 
A  LÉGOLE  POLYTECHNIQUE  (M; 

Par  m.  Pierre  LVFFITE, 

Professeur  au  Collège  de  France. 


DouTRES,  19  ans  (de  9**  i5"  à  10**  45°). 

I**  Inscrire  un  carré  dans  un  triangle. 

Il  expose  bien  la  formule  et  la  construction  ordinaire  :  invité 
à  classer  les  trois  solutions,  il  finit  par  reconnaître  que  cela 
dépend  du  minimum  de  la  somme  de  deux  quantités  dont  le 
produit  est  constant  et  trouve  péniblement  ce  minimum  et  ne 
sait  point  en  déduire  son  classement.  (Moderately ,) 

2®  Comparaison  de  la  sphère  au  cylindre  équilatéral 
inscrit. 

Il  détermine  bien  ce  rapport;  invité  à  déterminer  si  ce  cy- 
lindre est  le  plus  grand  inscriptible,  il  ne  peut  y  parvenir  et 
ne  saisit  pas  même  le  principe  de  la  solution.  (  Weakly,) 

3°  Analyse  de  V équation  x^  —  ca?'  —  a?  -h  3  =  o,  en  pre- 
nant  c  pour  que  les  racines  soient  en  progression  arithmé' 
tique. 

Il  égale  les  coefficients  à  leur  formule  en  a,  a-i-8,  a-hao,  afin 
de  déterminer  c,  a  et  8.  Il  tombe  sur  une  fausse  équation  en  c, 
du  troisième  degré,  et  la  discute  assez  couramment,  mais  d'une 
manière  très  vulgaire  qjui  n'aboutit  à  rien;  il  ne  pense  pas  seu- 
lement au  principe  des  racines  communes.  Invité  à  reprendre 
la  question,  en  supposant  que  la  raison  doive  être  2,  il  suit 
absolument  la  même  marche  ;  mais,  parvenant  à  une  équation 
du  second  degré  en  c,  il  peut  achever  la  question.  (lia  calculé 
très  rapidement,  mais  entend  faiblement  l'Algèbre.  {Enough 
welL) 

4**  Lieu  des  sommets  des  hyperboles  ayant  une  même 
asymptote  et  un  même  foyer. 

Plaçant  l'origine  au  foyer  et  un  axe  parallèle  à  l'asymptote, 
il  forme  très  rationnellement  et  avec  rapidité  l'équation  du 
système.  Prenant  pour  caractère  du  sommet  que  la  normale  y 

(')   Voir  même  Tome,  p.  65  et  ir3. 
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passe  au  centre,  il  achève  très  bien  la  solution.  (Il  sait,  et  même 
comprend  fort   bien  la  Géométrie   analytique).   (Very  well.) 

5°  Équilibre  d'un  système  plan  quelconque. 

Exposition  claire  et  rapide  de  la  théorie  ordinaire  qui  a 
bien  l'air  d'une  récitation,  car  il  ne  peut  faire  l'analyse  de  cet 
équilibre  et  comprend  à  peine  la  question,  { Su fficiently.) 

6°  Discussion  de  la  courbe  y^  —  • 

Il  discute  bien  et  rapidement  l'ordonnée  et  presque  aussi 
bien  la  tangente.  Il  assigne  très  exactement  la  courbe.  (  Very 
welL) 

(Cette  question  a  été  faite  pour  s'assurer  si  la  facilité  du 
candidat  à  la  question  4  tenait  à  sa  valeur  intrinsèque  ou  à 
ce  qu'il  aurait  été  dressé  à  ce  genre  de  questions  depuis  l'ou- 
verture des  examens  (-4-  -f-). 

Quoique  sachant  un  peu  imparfaitement  l'Algèbre  (qui  lui  a 
sans  doute  été  très  étroitement  enseignée),  ce  candidat,  par 
ses  réponses  en  Géométrie  analytique,  témoigne  d'une  vérita- 
ble portée  et  d'une  bonne  instruction.  (Très  admissible  et  pro- 
bablement inscriptible  entre  Blondeau  et  Masquelez.  ) 

Deschamps,  21  ans  (de  midi  à  i*'45™). 

1°  Décomposer  un  produit  donné  en  deux  facteurs  dont 
la  somme  soit  donnée. 

Il  résout  bien  l'équation  et  explique  convenablement  l'unité 
de  solution  malgré  la  double  valeur.  Il  discute  bien  le  cas  du 
minimum.  Il  conçoit  nettement  l'équivalent  géométrique  du 
problème,  et,  après  quelques  hésitations,  retrouve  très  bien 
sur  la  figure  le  cas  du  minimum  par  une  construction  évidem- 
ment spontanée  (tanga  cota  =  const.).  (  Very  well.) 

1^  Mesure  du  prisme  tronqué. 

Il  expose  très  bien  la  démonstration  ordinaire.  Il  en  déduit 
très  directement  la  transformation  en  prisme  entier  par  la  con- 
sidération du  centre  de  gravité.  Enfin,  invité  à  mesurer  un 
prisme  tronqué  à  base  quelconque,  il  suit  fort  judicieusement 
cette  dernière  idée  et  trouve  parfaitement,  d'après  le  théo- 
rème des  moments,  la  règle  générale  inconnue.  {Extremely 
well.  ) 

3°  Analyse  de  V équation  x^  —  ^x^  -h  iSa?^—  24^7  -f-i6  =  o, 
une  racine  étant  double  d'une  autre. 

Il  tire  d^abord  de  la  règle  des  signes  tous  les  renseignements 
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qu'elle  peut  fournir.  Changeant  ensuite  x  en  %x^  il  cherche 
les  racines  communes.  Il  les  trouve  fort  exactement  et,  par 
suite,  les  deux  autres,  sauf  une  légère  erreur  de  principe  où  il 
croit  que  deux  racines  imaginaires  conjuguées  peuvent  être 
doubles  l'une  de  l'autre.  (  Well.) 

4°  Lieu  des  foyers  des  hyperboles  ayant  une  asymptote 
commune  et  un  sommet  commurt. 

Prenant  pour  axes  l'asymptote  et  la  perpendiculaire  menée 
du  sommet,  il  forme  assez  heureusement,  par  une  transforma- 
tion d'axes,  l'équation  du  système,  en  partant  de  l'équation  de 
l'hyperbole  à  ses  axes  principaux.  Il  réduit  convenablement 
cette  équation  à  ne  contenir  qu'une  seule  constante  arbitraire  : 
continuant  ensuite  la  solution  dans  le  même  esprit,  il  exprime 
distinctement^  par  la  figure,  les  coordonnées  du  foyer,  par 
rapport  à  ces  axes,  en  fonction  de  cette  dernière  constante, 
sans  s'apercevoir  que  tout  ce  préambule  antérieur  devenait 
ainsi  superflu.  Il  trouve  ainsi  l'équation 

x  =  ^dzh—:^=*  (JVelL) 
s/y^  —  d^ 

Dans  la  discussion  de  cette  courbe,  où  il  examine  assez  bien 
l'ordonnée  et  trouve  les  quatre  asymptotes,  on  voit  qu'il  n'a 
aucune  habitude  élevée  et  rationnelle  d'une  telle  analyse,  ce 
qui  tient  certainement  à  son  professeur  bien  plus  qu'à  lui. 
{Less  well.) 

(Cette  question  montre  que  le  candidat  a  été  trop  mesqui- 
nement enseigné  en  Géométrie  analytique  et  ne  prouve  rien 
contre  sa  force  intrinsèque,  qui  est  certainement  très  remar- 
quable, surtout  pour  la  suite  rigoureuse  et  persévérante  de  ses 
idées.) 

5°  Transformation  fondamentale  des  couples. 

Exposition  claire  et  convenable,  toutefois  sans  rien  de  sail- 
lant. {Well.)(-^  -f-). 

Ce  candidat,  foj't  admissible,  a  de  la  justesse  et  une  grande 
vigueur  logique,  quoique  son  éducation  mathématique  ait  été 
évidemment  dirigée  d'une  manière  trop  subalterne.  (A  classer 
probablement  entre  Hérard  et  Sewrin.) 

HuLOT  d'Osery,  i8  ans  (de  9** 20"'  à  11 ''20'"). 

1**  Comparaison  des  aires  semblables. 

Exposition   claire   et   facile  du   cas  des   triangles.    Invité   à 
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montrer  la  décomposition  effective  du  grand  triangle  en  éJé.- 
ments  égaux  au  petit  suivant  la  loi  énoncée,  il  y  parvient  très 
bien.  Il  étend  très  bien  le  théorème  à  des  polygones  quel- 
conques et  remplace  fort  bien  le  côté  par  des  lignes  homo- 
logues quelconques.  Ënfîn,  il  Tétend  parfaitement  a  priori  à 
tous  les  cas  de  figures  semblables,  même  curvilignes.  Il  vérifie 
très  clairement  la  similitude  des  cercles.  {Extremely  welL) 

a**  Dimension  d^un  bol  diaprés  son  volume  et  sa  surface 
courbe. 

Il  forme  très  bien  l'équation  du  sixième  degré  en  prenant 
pour  inconnue  la  hauteur  de  la  calotte  et  le  rayon  de  sa  base 
et  réduit  l'équation  au  troisième  degré.  Une  erreur  de  calcul 
lui  donne  une  équation  dont  il  finit  par  apercevoir,  sur  aver- 
tissement, en  la  discutant,  le  désaccord  avec  la  nature  de  la 
question.  Il  réforme  l'équation  en  prenant  pour  inconnue  la 
hauteur  et  la  discute  alors  très  bien  en  harmonie  avec  la  ques- 
tion. Il  saisit  très  bien  a  posteriori  la  liaison  du  maximum 
avec  le  cas  des  racines  égales  et  le  montre  même  a  priori  par 
les  dérivées  et  aussi,  avec  un  peu  d'aide,  indépendamment  des 
dérivées  et  d'une  manière  directe.  Il  achève  alors  très  bien  la 
détermination  de  la  base  minimum.  {Very  welL) 

3°  Construction  de  Inéquation  précédente 

2  37*  —  3  a'  a?  -h  8  6'  =  o. 

Il  montre  assez  bien  a  priori,  par  les  situations  relatives 
d'une  parabole  et  d'un  cercle,  la  possibilité  de  construire  toute 
équation  de  ce  genre  avec  ces  deux  courbes.  Il  effectue  ensuite 
très  convenablement  la  construction.  Invité  à  retrouver  le  cas 
du  maximum  sur  la  figure,  il  cherche  la  condition  pour  que 
les  deux  courbes  aient,  en  un  point  commun,  une  même  tan- 
gente et  trouve  très  bien.  {WelL) 

4**  Équation  de  Vépicycloïde  plane  à  cercles  égaux» 

Il  finit,  avec  un  peu  d'aide,  par  trouver  sur  la  figure  la  nature 
de  la  courbe  dans  le  cas  le  plus  simple;  il  ne  peut  réussir  pour 
l'autre  par  les  coordonnées  polaires,  mais  s'en  tire  convenable- 
ment ensuite  par  les  coordonnées  rectilignes.  D'après  son  mode 
de  calcul,  l'équation  finale  doit  comprendre  les  deux  cas;  il 
indique  suffisamment  le  mode  final  de  dégagement  du  premier 
cas.  {WelL) 

5°  Equilibre  d^un  poids  sur  un  plan. 

Il  expose  très  bien  le  principe,  ainsi  que  les  principales  con- 
ditions de  stabilité  et  les  modifications  relatives  au  frottement, 
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à  l'égard  duquel  il  assigne  bien  le  maximum  d'escarpement  du 
plan  compatible  avec  l'équilibre.  (Well.)  (h-  -h). 

Ce  candidat  est  fort  intelligent  et  convenablement  instruit. 
(A  classer  probablement  entre  Johannys  et  Hérard). 

Lecorreur,  20  ans  (de  S^'So"  à  5''3o"'). 

1°  Chemin  minimum  sur  la  sphère  :  le  tracer  entre  deux 
points  donnés  sur  un  globe  dont  le  rayon  n!est  pas  déjà 
connu. 

Il  démontre  bien  la  nature  du  chemin  sans  recourir  à  l'ab- 
surde. Invité  à  assigner  quel  serait  le  chemin  sur  un  cylindre, 
il  assigne  très  bien  et  sur-le-champ  l'hélice  ;  sur  un  cône,  et 
même  sur  une  surface  développable  quelconque,  il  assigne 
directement  le  principe  général.  (  Very  well.) 

Il  résout  très  bien  la  seconde  partie  de  la  question.  Invité  à 
décider  si,  dans  les  mappemondes,  le  chemin  minimum  est 
généralement  représenté  par  la  droite  joignant  les  deux  points, 
il  reconnaît  très  bien  la  méprise,  et  assigne  judicieusement 
presque  tous  les  cas  exceptionnels.  (  Very  well.) 

2**  Route  d'une  bille  qui,  partant  d'une  position  donnée, 
passerait  par  une  autre  position  donnée,  après  une  seule 
réflexion  sur  un  billard  elliptique. 

Il  reconnaît  fort  bien  et  presque  sur-le-champ  que  la  ques- 
tion revient  à  tracer  une  ellipse  ayant  pour  foyers  les  deux 
points  donnés  et  tangente  à  l'ellipse  donnée.  11  met  très  bien 
le  problème  en  équation,  pour  déterminer  le  grand  axe  et 
l'ellipse  auxiliaire,  en  exprimant  que  les  deux  courbes  ont,  au 
même  point,  une  même  tangente.  Invité  à  simplifier  son  calcul 
pour  le  cas  où  les  deux  points  seraient  sur  le  grand  axe  du 
billard,  il  choisit  les  axes  naturels  et  préfère  alors  judicieuse- 
ment exprimer  le  contact  par  le  principe  des  racines  égales  : 
il  forme  finalement  l'équation  du  grand  axe  de  l'ellipse  idéale. 
Il  analyse  aussi  très  judicieusement,  après  quelque  hésitation, 
la  nature  des  cas  exceptionnels  et  la  manière  dont  ils  seraient 
indiqués  algébriquement,  sauf  une  erreur  grave  sur  le  sym- 
ptôme du  cas  d'impossibilité.  (Il  paraît  mieux  connaître  qu'aucun 
autre  candidat  jusqu'ici  le  principe  de  cette  décision  apriori; 
mais  il  l'applique  très  mal  au  cas  actuel;  l'ensemble  de  la 
réponse  est  cependant  très  bon.)  {Well.) 

3°  Théorème  de  Descartes. 

Exposition    confuse    de   la   démonstration   ordinaire,   faute 


^ 
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d'avoir  suffisamment  analysé  le  mode  de  succession  des  signes 
du  multiplicande  au  produit  par  x  —  a.  Il  entend  d'ailleurs 
Tesprit  de  la  rè^le,  et  son  usage  indicateur  des  racines  imagi- 
naires. Il  n'explique  pas  d'ailleurs  plus  judicieusement  que  les 
précédents  la  principale  difficulté  à  l'égard  des  équations 
incomplètes. 

A  l'égard  de  l'équation  a?*  —  a:'  -+-  a?'  —  a?  -f- 1  =  o,  il  ne  peut 
assigner  aussi  la  nature  des  racines,  malgré  quelques  tentatives 
mal  conçues.  {Weakly.) 

4°  Discussion  de  la  courbe  y  = 


1  -h  a?* 

Il  discute  bien  Tordunnée  et  assez  bien  la  tangente  :  il  en 
tire  l'asymptote  et  la  vérifie  très  bien,  en  découvrant  même  le 
point  où  elle  est  le  plus  loin  delà  courbe.  Après  avoir  reconnu 
que  l'origine  est  à  la  fois  centre  et  point  d'inflexion,  il  s'aper- 
çoit que  la  courbe  doit  avoir  encore  d'autres  inflexions  et  les 
détermine  fort  bien  par  le  minimum  d'inclinaison  de  la  tan- 
gente. (  Very  welL) 

Les  deux  minima  ont  été  heureusement  déterminés  par  la 
méthode  purement  algébrique  élémentaire. 

5°  Equilibre  d'un  poids  soutenu  par  deux  points  sur  deux 
plans. 

Il  explique  bien  l'une  des  deux  conditions,  et  d'abord  très 
mal  l'autre,  au  sujet  de  laquelle  il  finit  par  se  rectifier  sponta- 
nément après  un  avertissement  réitéré.  Invité  à  placer  immé- 
diatement une  sphère  homogène  dans  la  situation  d'équilibre, 
il  finit  par  y  parvenir  après  quelque  hésitation.  {Enough  welL) 

(++). 

Il  est  évidemment  assez  intelligent  et  assez  instruit,  malgré 
un  peu  de  vague  dans  ses  habitudes  intellectuelles,  pour  être 
hautement  admissible.  (Entre  Labbé  et  Masquelez  probable- 
ment.) 

De  Tournadre,  19  ans  (de  10^ 1 5"*  à  ii*'5o™). 

j"  Centre  de  gravité  d^un  tétraèdre. 

Exposition  convenable  de  la  démonstration  d'après  les  mo- 
ments des  prismes  composants.  11  démontre  bien  que  le  centre 
du  tétraèdre  coïncide  avec  celui  des  sommets  et  en  déduit  les 
coordonnées;  il  en  déduit  aussi  très  bien  la  simplification  de 
la  construction  primitive.  (  Very  well.) 

2°  Inscrire,  dans  une  sphère  donnée,  un  cylindre  équi- 
valent à  une  autre  sphère  donnée. 
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Il  forme  convenablement  l'équation  en  prenant  pour  inconnue 
la  demi-hauteur.  Il  discute  faiblement  l'équation  au  point  de 
dire  d'abord  que  les  trois  racines  pourraient  être  négatives, 
qu'il  rectifie  cependant  sur  avertissement.  Par  l'expression  de 
la  condition  de  réalité,  il  sépare  correctement  les  cas  d'impos- 
sibilité et  de  possibilité;  mais'il  a  peine  à  constater  sur  l'équa- 
tion, par  la  voie  des  substitutions,  que  les  deux  racines  posi- 
tives, en  cas  de  possibilité,  sont  moindres  que  r  :  cependant  il 
finit  par  y  parvenir  après  plusieurs  essais  mal  dirigés.  Il  ne 
montre  qu'imparfaitement  sur  la  figure  l'existence  rigoureuse 
de  la  double  solution.  Invité  à  déterminer  le  cylindre  maximum, 
il  veut  y  employer  le  Calcul  différentiel;  mais,  rappelé  à  la 
question,  il  reconnaît  que  le  maximum  correspond  à  une  racine 
double  de  son  équation  ;  il  le  démontre  bien  a  priori  par 
les  courbes,  et  le  vérifie  convenablement  a  posteriori  d'après 
la  condition  de  réalité.  II  a  quelque  peine  ensuite  à  pour- 
suivre cette  idée  (qui,  chez  lui,  est  sans  doute  très  fraîche  et 
imparfaitement  saisie)  pour,  trouver  les  dimensions  effectives 
du  cylindre  maximum,  qu'il  assigne  cependant  avec  exactitude. 
Il  parait  cependant  croire  a  priori  que  ce  cylindre  devrait 
être  équilatéral  et,  quoique  convaincu  du  contraire  par  le 
résultat,  il  ne  le  vérifie  que  difficilement  sur  la  figure;  toute- 
fois, il  y  parvient,  en  employant  spontanément  la  règle  de 
Guldin.  {Well.) 

3°  Hyperbole  par  i  directricCy  2  tangentes  et  i  droite 
contenant  le  centre. 

Prenant  la  directrice  pour  l'un  des  axes,  il  exprime  que  les 
distances  de  chaque  point  de  la  courbe  à  cette  droite  et  au 
foyer  sont  proportionnelles.  Il  traduit  ensuite  convenablement 
en  analyse  toutes  les  autres  conditions.  (Well,) 

Invité  d'assigner  les  cas  d'impossibilité,  il  les  analyse  impar- 
faitement et  avec  peine,  mais,  quoique  les  cas  qu'il  a  reconnus 
soient  très  précis,  il  se  trompe  sur  le  symptôme  algébrique  de 
cette  impossibilité.  (Weakly.) 

Invité  enfin  à  trouver  le  lieu  des  centres  en  supprimant  la 
dernière  condition,  il  ne  peut  y  parvenir,  quoique  ses  équa- 
tions le  lui  fournissent  clairement.  (Pour  l'ensemble  de  la 
question  :  enough  well.) 

Ce  candidat  est  certainement  assez  intelligent  et  assez  in- 
struit pour  être  déclaré  admissible.  (A  placer  vraisemblablement 
entre  Masquelez  et  Doutres  ou  entre  Doutres  et  Bonfillion.) 
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Vallée,  i8  ans  (de  3"4o"  à  5»'4o™). 

1°  Inscription  du  décagone  régulier. 

Il  explique  bien  la  loi  ordinaire  et  la  construction  qui  en 
résulte.  Il  ne  déduit  que  péniblement  de  la  figure  la  valeur  du 
côté  d'après  le  rayon  et  la  montre  conforme  à  celle  que  donne 
le  calcul  direct.  (  Well.) 

^°  Triangle  minimum  circonscriptible  à  un  cercle  donné. 

Il  voit  d'abord  très  bien  que  le  minimum  en  surface  coïncide 
avec  celui  en  contour.  Mais  il  fait  ensuite  de  vains  essais  de 
calcul,  d'après  la  formule  du  rayon  inscrit,  qui  ne  peuvent 
aboutir  à  rien.  Il  ne  soupçonne  pas  l'esprit  général  de  la  mé> 
thode  de  réduction  du  minima  de  plusieurs  variables  à  une 
seule,  quoiqu'il  paraisse  savoir  les  règles  analytiques  à  ce  sujet. 
(  Weakly,) 

3*  Théorème  de  Descartes, 

Il  paraît  comprendre,  quoique  un  peu  embarrassé  dans  l'expo- 
sition, la  démonstration  ordinaire.  Il  explique  bien  les  diffé- 
rents sens  de  la  proposition,  son  usage  indicateur  de  racines 
imaginaires  chez  les  équations  incomplètes.  Il  l'applique  bien 
aux  équations  binômes.  Invité  à  prononcer  ainsi  sur  la  nature 
des  racines  de  oo^ — x^-^-x — i  =  o,  il  ne  pense  pas  à  faire 
disparaître  le  second  terme  et  cependant  il  résout  bien  la  ques- 
tion; à  l'égard  de  l'équation  x^ — ar^-ha:* — x -¥■  i  =  o,  il  voit, 
par  le  même  moyen,  qu'il  y  a  deux  racines  imaginaires.  II 
pense  enfin  spontanément  à  multiplier  par  a?  -f-  i  et  reconnaît 
aussitôt  que  toutes  les  racines  sont  imaginaires.  Il  généralise 
ce  dernier  expédient  à  peu  près  autant  que  possible.  {WelL) 

4°  Lieu  du  sommet  d^un  triangle  rectangle  invariable, 
dont  Vhypoténuse  est  constamment  corde  d'un  cercle 
donné. 

Il  forme  bien  le  plan  de  la  solution  en  exprimant  toutes  les 
conditions  de  la  question,  mais  par  des  équations  trop  com- 
pliquées qui  rendraient  à  peu  près  inexécutables  les  élimina- 
tions des  quatre  coordonnées  des  extrémités  de  l'hypoténuse, 
qu'il  a  introduites  comme  variables  auxiliaires.  Invité  alors  à 
discuter  a  priori  la  courbe  autant  que  possible,  il  reconnaît 
très  bien  que  le  lieu  est  composé  de  deux  cercles  concentriques 
d'où  résulterait  immédiatement  l'équation.  Il  signale  aussi  avec 
sagacité  les  divers  cas  singuliers.  {Very  well.) 
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5°  Rectangle  maximum  inscriptible  à  une  ellipse  donnée. 

Il  prend  la  question  d'une  manière  très  rationnelle,  en  for- 
mant les  équations  des  quatre  côtés,  de  manière  à  exprimer 
leurs  situations  relatives  et  leurs  contacts  communs.  Il  formule 
ainsi  très  bien  l'aire  du  rectangle  d'après  sa  direction.  Invité 
alors  à  chercher  le  maximum  par  la  méthode  élémentaire 
(quoiqu'il  voulût  appliquer  la  règle  différentielle),  il  voit  très 
bien  qu'il  dépend  de  l'existence  d'une  racine  double  dans  son 
équation  bicarrée,  et  achève  la  solution  sans  s'être  trompé 
une  seule  fois  dans  le  cours  des  longs  calculs  qu'il  a  faits;  ce 
qui  est  très  remarquable  pour  un  esprit  un  peu  brouillon. 
Invité  enfin  à  chercher  sur  la  figure,  par  une  considération 
géométrique  spéciale,  le  rectangle  maximum,  il  l'y  marque 
très  bien  après  avoir  été  un  peu  mis  sur  la  voie.  Il  indique 
aussi  fort  bien  le  cas  du  minimum,  soit  par  la  figure,  soit  par 
l'équation.  {Extt^emely  well.)  (++). 

Ce  candidat  est  fort  intelligent  et  très  convenablement  in- 
struit. (A  classer  hautement  parmi  les  dix  premiers  jusqu'ici, 
sauf  réflexion  pour  le  rang  précis.) 

Verdevoye,  20  ans  (de  1 1*^10"*  à  i**). 

I®  Épure  de  la  m.oindre  distance  de  deux  droites  données. 

Il  explique  bien  le  principe  de  la  construction  solide  et  sa 
traduction  en  épure.  Invité  à  placer  la  seconde  droite  dans  un 
plan  donné,  pour  qu'elle  soit  à  une  distance  donnée  de  la 
première  droite,  il  imagine  le  cylindre  ayant  cette  droite  pour 
axe  et  cette  distance  pour  rayon,  l'intersection  du  plan  donné 
avec  un  plan  tangent  quelconque  à  ce  cylindre  devant  être 
une  des  droites  cherchées.  Il  indique  très  bien  l'épure  de  cette 
solution,  et  montre  une  intelligence  complète  de  la  Géométrie 
descriptive.  {Very  well.) 

2°  Aire  d^un  dodécagone  régulier  diaprés  son  côté. 

Il  indique  très  bien  le  plan  de  la  solution  avant  de  procéder 
à  son  exécution.  Il  forme  ensuite  très  directement  une  équa- 
tion entre  le  côté  donné  et  le  rayon  du  cercle  circonscrit, 
d'après  une  considération  géométrique  évidemment  spontanée 
et  il  en  déduit  fort  bien  l'aire  demandée,  qu'il  simplifie  suffi- 
samment, parla  réduction  des  radicaux  composés  en  radicaux 
simples.  (Well,) 

3"  Théorie  de  l'élimination. 

Invité  d'abord  à  bien  poser  la   question,  il  reconnaît  bien 
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que,  dans  la  recherche  de  l'équation  finale,  il  ne  faut  faire 
aucune  distinction  entre  les  valeurs  réelles  et  les  imaginaires; 
mais  il  admet  définitivement  qu'il  doit  en  être  de  même  à 
l'égard  des  valeurs  finies  ou  infinies  de  x  ou  de  y^  quoique 
ayant  beaucoup  hésité  et  varié  à  cet  égard  après  des  avertis- 
sements formels  et  réitérés.  A  cela  près,  il  expose  convena- 
blement la  méthode  ordinaire  du  commun  diviseur,  avec  les 
amendements  Sarrus  et  avec  les  imperfections  ordinaires. 
Invité  à  composer  l'une  des  deux  équations  principales  pour 
que  l'élimination  avec  l'autre  donnée  conduise  à  une  équation 
finale  donnée,  il  ne  croit  pas  que  ce  soit  possible  sans  la  réso- 
lution préalable  de  cette  dernière  équation.  (Little  well.) 

4**  Équation  de  la  conchoîde  parabolique  de  Descartes. 

Il  emploie  les  coordonnées  polaires,  en  plaçant  le  pôle  au 
foyer  de  la  parabole  directrice,  dont  il  forme  d'abord  très  bien 
et  directement  l'équation  polaire.  Il  forme  ainsi  trèft  aisément 
l'équation  polaire  delà  courbe  cherchée,  d'où  il  déduit  l'équa- 
tion rectiligne  qu'il  simplifie  convenablement  :  toutefois  son 
équation  est  certainement  fausse,  et  beaucoup  trop  compli- 
quée en  l'admettant  comme  vraie.  Il  discute  correctement  l'or- 
donnée, mais  sans  rien  de  saillant  dans  la  marche.  Invité  à 
assigner,  par  la  seuJe  définition,  la  forme  générale  de  la  courbe 
cherchée,  il  l'aperçoit  judicieusement.  Interpellé  de  former  a 
priori  l'équation  d'après  les  renseignements  ainsi  obtenus,  en 
la  supposant  du  troisième  degré,  il  ne  voit  pas  l'incompatibi- 
lité des  conditions.  {Near  atout  well.) 

Ce  candidat  est  suffisamment  instruit  et  assez  intelligent, 
même  pour  être  hautement  admissible...  (A  balancer  proba- 
blement avec  Tournadre).  (-i-H--) 

Paultre  de  Lavernée,  ao  ans  (de  ii'^So™  à  i^So"). 

1°  Sommation  des  progressions  arithmétiques. 

Il  explique  convenablement  la  formule.  Invité  à  l'appli- 
quer à  la  loi  de  Galilée  sur  la  chute  des  corps,  il  s'en  tire 
bien,  sauf  l'explication  imparfaite  de  l'irrationalité  du  temps. 
{^Enough  well.) 

2"  Commuent  devrait  tourner  un  triangle  donné  autour 
d*un  axe  unique  pour  engendrer  un  volume  donné? 

Il  résout  très  simplement  la  question  en  prenant  pour  in- 
connue la  distance  du  milieu  de  la  base  à  l'axe.  Il  en  déduit 
fort  bien  la  situation   convenable  au  maximum  et  explique 
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suffisamment  la  difficulté  incidente  relative  au  minimum. 
(  Very  well.) 

3°  Parallélogramme  des  forces. 

Exposition  convenable  de  la  démonstration  fondée  sur  la  loi 
d-es  forces  parallèles,  en  faisant  assez  bien  ressortir  l'artifice 
relatif  à  l'intensité.  Invité  à  modifier  la  construction  de  ma- 
nière à  dispenser  de  prolonger  jusqu'au  concours,  il  institue 
fort  heureusement  la  modification  la  plus  simple,  qu'il  ne  peut 
toutefois  démontrer  sans  quelque  embarras.  (WelL) 

4°  Théorie  des  racines  égales. 

Sans  mieut  motiver  que  la  plupart  des  autres  l'introduction 
naturelle  des  dérivées  dans  une  telle  recherche,  il  expose  con- 
venablement le  principe  et  la  méthode  qui  en  résultent.  Il  en 
déduit  bien  les  conditions  nécessaires  pour  l'égalité  de  toutes 
les  racines.  (Well.) 

5°  Discussion  de  la  courbe  y  =  a?*. 

Il  discute  très  bien  l'ordonnée  et  la  tangente  et  compare 
très  bien  la  courbe  avec  la  parabole.  Invité  à  chercher  ses 
différents  modes  d'intersection  avec  les  lignes  droites,  il  voit 
bien,  par  la  règle  de  Descartes,  qu'il  n'y  aura  jamais  plus  de 
deux  points  d'intersection,  comme  l'indique  la  figure.  Provo- 
qué à  séparer  nettement  les  cas  où  il  n'y  a  aucune  intersection 
de  ceux  oii  il  y  en  a  deux,  il  a  besoin  d'être  itérativement  mis 
sur  la  voie  pour  reconnaître  qu'ils  sont  séparés  parle  cas  d'un 
contact  ou  d'une  racine  double;  avec  cette  indication  il  achève 
péniblement  la  question.  (Enough  well.) 

6°  Ellipse,  par  i  foyer ^  i  sommet  et  i  tangente. 

Il  trouve  fort  bien  la  solution  graphique  quand  le  sommet 
est  au  grand  axe  et  n'y  parvient  quand  il  est  au  petit  axe 
qu'après  une  longue  hésitation  et  à  l'aide  d'une  indication 
prononcée.  (Near  about  well.) 

Dans  la  solution  analytique,  il  définit  d'abord  le  sommet 
d'une  manière  exacte,  mais  très  compliquée.  Invité  à  s'en  tenir 
à  la  normale  passant  au  centre,  il  indique  bien  la  formulation 
de  ce  caractère.  A  l'égard  du  foyer,  il  explique  aussi  convena- 
blement le  mode  rationnel  de  formuler  les  conditions.  {Well.) 

Ce  candidat  est  très  convenablement  instruit  et  doué  d'un 
bon  esprit,  suffisamment  sagace.  (A  classer  parmi  les  pre- 
miers admissibles  jusqu'ici  en  le  balançant  probablement  avec 
Vallée.) 
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Sewrin,  19  ans  passés  (de  io''i5"  à  ii'*45"'). 

1"  Simplification  exacte  des  fractions  numériques;  mo- 
dification du  procédé  à  V égard  des  décimales,  (Very  well») 

Simplification  approximative  à  un  degré  donné;  marche 
incertaine,  quoique  directe,  sans  soupçonner  Temploi  des  frac- 
tions continues.  {Badly,) 

2*  Côté  d'un  tétraèdre  régulier  en  or  valant  un  milliard 
de  francs. 

Il  forme  très  bien  l'équation,  mais  évalue  un  peu  pénible- 
ment l'inconnue  et  laisse  quelque  incertitude  sur  l'approxima- 
tion. {Very  welL) 

3**  Déterminer  trigonométriquement  si  trois  points  inac- 
cessibles sont  en  ligne  droite,  ou  quatre  en  cercle  dont  on 
demande  le  rayon. 

Il  répond  avec  intelligence  sur  la  première  question  et 
apprécie  très  judicieusement  le  degré  de  confiance  que  mérite 
le  résultat  comparativement  à  une  observation  directe;  il  ré- 
pond aussi  avec  justesse  et  sagacité  sur  toutes  les  parties  de  la 
deuxième  question.  (Extremely  welL) 

4"  Parabole,  par  le  sommet,  un  point  et  une  tangente  : 
lieu  du  foyer  si  Von  supprimait  la  seconde  condition. 

Il  répond  très  bien  sur  la  première  partie  de  la  question  et 
suffisamment  sur  la  deuxième.  {WelL) 

5°  Centre  de  gravité  d'un  tétraèdre  :  évaluation  de  ses 
coordonnées. 

Il  répond  correctement  mais  ordinairement  sur  la  première 
partie  de  la  question  et  manque  la  seconde.  (Sujflciently,) 

Cet  élève  est  le  plus  intelligent  et  le  mieux  instruit  de  ceux 
examinés  jusqu'ici  (  -h). 

WiDMER,  20  ans  (de  a'' 45"  à  4'*i5"'). 

1°  Aire  d'un  triangle  d'après  ses  côtés. 

Exposition  convenable  de  la  formule  ordinaire.  Invité  d'en 
déduire  en  quel  cas  la  formule  devient  rationnelle,  il  découvre 
très  bien  le  caractère  du  triangle  rectangle  et  précise  exacte- 
ment le  sens  de  la  rationalité.  {Very  well.) 

Interpellé  ensuite  d'y  découvrir  le  maximum  des  triangles 
isopérimètres,   il    réduit   aussitôt   la    question   à   partager   un 
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nombre  en  trois  parties  dont  le  produit  soit  un  maximum; 
mais  quoique,  guidé  par  l'indication  formelle  du  cas  de  deux 
parties  et  prétendant  d'ailleurs  savoir  la  théorie  générale  des 
maxima  (dont  l'emploi  technique  lui  est^  du  reste,  interdit), 
il  ne  peut  aboutir  à  la  solution,  malgré  les  avis  destinés  à  le 
mettre  sur  la  voie.  (Weaklj^.) 

Engagé  enfin  à  expliquer  ainsi  le  moyen  trigonométrique  de 
mesurer  l'aire  d'un  polygone  inaccessible,  il  décrit  bien  le  pro- 
cédé en  appréciant  assez  judicieusement  sa  confiance  compara- 
tive avec  une  mesure  directe.  (Well.) 

(Pour  l'ensemble  Well.) 

'2°  Parallélogramme  des  forces. 

11  explique  convenablement  la  démonstration  tirée  des  forces 
parallèles,  sans  toutefois  caractériser  l'artifice  relatif  à  l'inten- 
sité. Invité  à  modifier  la  construction  pour  dispenser  du  pro- 
longement jusqu'au  point  de  rencontre,  il  voit  bien  que  les 
distances  de  chaque  point  de  la  résultante  aux  deux  compo- 
santes leur  sont  inversement  proportionnelles,  d'où  il  déduit  la 
direction  et  ensuite  l'intensité.  (Well.) 

3°  Théorie  des  racines  égales. 

Sans  pouvoir  motiver  l'introduction  naturelle  des  dérivées, 
il  explique  nettement  le  principe  de  c/ette  théorie  et  la  méthode 
de  décomposition  qui  en  résulte.  Invité  à  en  déduire  les  con- 
ditions de  la  plus  grande  et  de  la  moindre  multiplicité,  il  les 
expose  très  bien;  il  explique  bien  d'ailleurs  le  mode  direct 
d'expression  de  ces  circonstances.  (Well.) 

4°  Discussion  de  la  courbe  y  =  x^  -h  x. 

Il  discute  très  bien  l'ordonnée  et  bien  la  tangente.  Invité  à 
discuter  les  intersections  avec  une  droite  quelconque,  il  parvient 
à  séparer  nettement  les  cas  à  une  intersection  et  ceux  à  trois 
par  l'expression  des  conditions  de  réalité,  et  en  finissant  par 
bien  placer  entre  eux  les  cas  du  contact  ou  les  racines  égales. 
(  Well.) 

5°  Lieu  des  sommets  d'un  angle  droit  tangent  à  une 
ellipse  donnée. 

Il  explique  bien  la  formation  de  l'équation  du  lieu.  Ayant 
très  bien  prévu,  sans  exécuter  les  éliminations,  qu'elle  serait 
du  second  degré,  il  est  invité  à  compléter  la  détermination  de 
la  courbe  sans  aucun  nouveau  calcul.  Il  termine  entièrement 
cette  opération  avec  justesse  et  sagacité.  {Well.) 

Ce  candidat  est  judicieux  et  bien  instruit.  (4  classer  dans  la 
seconde  dizaine  jusqu'ici,  très  probablement  vers  Lenormand.) 

Ann.  de  Matliémat.,  3«  série,  t.  XIII.  (Octobre  iSg^j.)         3o 
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Sers,  i8  ans  (de  9*'20™  à  ii*'2o'"). 

I**  Période  de  doublement  de  la  population  française  qui 
a  augmenté  d^un  tiers  en  un  demi-siècle,  en  prolongeant 
la  même  progression  géométrique. 

Il  voit  d'abord  qu'il  faut  déterminer  le  taux  d'accroissement 
annuel,  et  passer  ensuite  à  la  période  cherchée.  Mais,  dans 
l'exécution,  il  confond  çr  et  gr  -H  i  et,  malgré  des  avertissements 
réitérés,  il  ne  peut,  après  un  long  examen,  rectifier  cette  erreur, 
quoique  l'absurdité  lui  en  soit  démontrée.  {Near  about  welL) 

'à?  Parmi  tous  les  triangles  isopérimètres  et  équivalents, 
quel  est  celui  où  le  centre  dé  gravité  de  l'aire  et  celui  du 
contour  sont  le  plus  distants  ? 

11  voit  d'abord  que  la  question  est  à  une  seule  inconnue. 
Prenant  convenablement  les  axes,  il  exprime  par  les  coordon- 
nées des  trois  sommets,  d'abord  le  premier  centre  et  ensuite 
très  péniblement  la  marche  pour  formuler  le  second.  Il  indique 
ensuite,  d'une  manière  un  peu  vague  et  confuse,  le  mode  d'ac- 
complissement de  la  solution;  mais  il  a  compris  que  le  carac- 
tère du  maximum  correspond  à  celui  des  racines  égales  dans 
l'équation  finale,  quoiqu'il  ne  le  démontre  pas  assez  nettement, 
ni  surtout  assez  directement.  (Moderately.) 

3°  Volume  de  la  sphère. 

Il  commence  par  montrer  qu'il  a  évidemment  saisi,  plus 
qu'aucun  autre  jusqu'ici,  l'esprit  fondamental  de  la  méthode 
des  cubatures.  Il  explique  ensuite,  d'une  manière  intelligent^, 
la  démonstration  ordinaire  en  faisant  à  peu  près  ressortir  les 
motifs  réels  des  transformations  qu'il  expose.  Il  montre  fort 
bien  a  priori  que  la  formule  doit  être  mr^.  {Very  welL) 

Invité  à  calculer  le  rayon  d'une  boule  d'or  de  ao^"",  il  passe 
un  peu  péniblement  du  prix  au  poids  et  ensuite  au  volume;  il 
effectue  bien  le  calcul  numérique,  sauf  une  erreur  sur  l'unité 
qu'il  rectifie  sur  avertissement  et  une  faute  plus  grave  sur  l'es- 
timation du  degré  d'approximation.  {Near  about  well.) 

4°  Analyse  de  V équation  x^  -f-  cx^  —  aa?  -+-  2  =  o,  quand  la 
somme  des  deux  racines  est  i. 

Il  discute  imparfaitement  a  priori  la  nature  possible  des 
racines.  11  prend  ensuite  pour  principe  l'existence  d'une  racine 
commune  entre  l'équation  et  celle  en  i  —  x\  mais  il  conçoit 
cette  idée  d'une  manière  trop  indirecte,  d'après  la  notion  d'éli- 
mination intcmpestivcment  introduite.  Il  conçoît  trop  vague- 
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ment  le  complément  de  l'opération  et  résout  mal  les  difficultés 
incidentes.  Interpellé  si  la  question  ne  pourrait  pas  être  autre- 
ment résolue,  il  ne  pense  qu'aux  relations  entre  les  coefficients 
et  les  racines  et  nullement  à  la  décomposition  en  facteurs  du 
second  degré.  {Weakly.) 

5**  Lieu  des  sommets  des  paraboles  ayant  le  même  foyer 
et  un  point  commun. 

Il  voit  d'abord  très  bien  la  construction  du  lieu  par  points 
et  en  tire  très  convenablement  l'équation  du  lieu.  (Very  well.) 

Invité  ensuite  à  reprendre  la  question  d'une  manière  analy- 
tique  directe,  il  forme  très  largement  l'équation  du  système  de 
paraboles.  Il  formule  ensuite  le  sommet  d'après  le  caractère 
que  la  tangente  y  est  perpendiculaire  au  rayon  focal.  Ayant 
bien  exprimé  cette  condition,  il  achève  très  convenablement 
l'opération.  {Very  well.) 

Ce  candidat  est  fort  intelligent,  quoique  son  instruction  eût 
besoin  d'être  plus  mûrie.  Ce  sera  une  bonne  acquisition  vrai- 
semblablement pour  l'École  Polytechnique.  (A.  classer  proba- 
blement entre  Tournadre  et  Mores.) 

De  Maintenant,  19  ans  (de  ii*'2o"'  à  1*2'' 5o"). 

i**  Tangente  commune  à  deux  cercles  donnés. 

Il  explique  fort  bien  la  construction  la  plus  simple  et  la  dis- 
cussion des  divers  cas.  (  Very  well.) 

11  traite  ensuite  spontanément  la  question  analytiquement  et 
formule  très  convenablement  les  conditions  du  double  contact. 
Il  voit  ensuite  très  bien,  a  priori  et  a  posteriori,  le  degré 
nécessaire  et  effectif  de  chaque  équation  finale  et  discute  par- 
faitement les  différents  cas  a  priori.  Il  énonce  parfaitement  le 
principe  relatif  aux  symptômes  analytiques  d'impossibilité  par 
ses  valeurs  imaginaires  ou  infinies,  ce  qu'aucun  candidat  n'avait 
pu  jusqu'ici  apercevoir  que  d'une  manière  vague  et  insuffisante. 
{Perfectly  well.) 

•2"  Dimensions  d'une  calotte  sphérique  d'après  son  vo- 
lume et  sa  surface  courbe. 

Il  forme  très  bien  l'équation  relative  à  la  hauteur 

rx^  —  3  6^3:  +  8a3  =  o: 

Il  discute  fort  bien  l'équation  et  harmonise  bien  cette  discus- 
sion avec  la  question.  Invite  à  déterminer  les  dimensions  de  la 
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calotte  maxiinum,  il  voit  très  bien  a  priori  que  ce  cas  corres- 
pond aux  racines  égales  et  le  vérifie  convenablement  a  poste- 
riori après  avoir  été  mis  sur  la  voie,  ce  qui  lui  donne  la  rela- 
tion entre  a  et  b.  Il  hésite  un  peu  à  en  déduire  les  dimensions 
de  la  calotte  maximum,  il  finit  cependant  par  y  parvenir  et 
trouver  l'hémisphère.  {Well.) 
3°  Théorie  de  l* homogénéité. 

Il  ne  peut  l'expliquer  qix^ a  posteriori,  et  d'une  manière  très 
imparfaite,  en  mêlant  intempestivement  le  cas  des  lignes 
(auquel  seul  il  était  engagé)  avec  celui  des  aires  et  des  volumes. 
(Il  entend  peu  cette  théorie.)  (Weakly.) 
4°  Discussion  de  la  courbe y^-{-  x^  =  \. 
Il  discute  bien  l'ordonnée  et  moins  bien  la  tangente;  il  aper- 
çoit l'absence  d'asymptote  et  finit  par  reconnaître  la  vraie 
figure  de  la  courbe  d'abord  altérée.  Invité  à  discuter  ses  inter- 
sections avec  une  droite^  =  ax  -+-  ô,  il  apprécie  confusément 
et  péniblement  le  cas  des  a  et  6  infinis,  il  aperçoit  avec  quelque 
peine  la  ligne  de  séparation  entre  les  cas  à  une  intersection  et 
ceux  à  trois,  b  restant  fixe,  comme  caractérisée  par  le  contact 
et  les  racines  égales  :  il  n'en  déduit  que  confusément  la  relation 
entre  a  et  b.  {Enough  well.) 

5^  Équilibre  d'un  poids  soutenu  par  deux  plans. 
Il  explique  convenablement  les  deux  conditions  de  cet  équi- 
libre, quoique  toujours  avec  un  énoncé  un  peu  confus.  Il 
assigne  un  peu  péniblement,  mais  sans  erreur,  la  situation 
d'équilibre  d'une  sphère.  Il  discute  bien  les  diverses  situations 
des  plans.  (Well.) 

Ce  candidat  a   une    force    et  une   justesse    remarquables, 
quoique  moins  de  sagacité  et  de  netteté.  Ce  sera,  pour  l'Écolei 
une  excellente  acquisition.  (A   comparer  probablement  avec 
Johannys,  Hérard,  Deschamps  et  Sewrin.) 

ScHMUTz,  21  ans  (de  4*'i5"  à  ô^'iS™). 

1°  Mesure  des  angles  trièdres. 

Exposition  très  vulgaire,  mais  avec  beaucoup  d'assurance, 
de  la  démonstration  ordinaire,  avec  toutes  ses  niaiseries  et  ses 
lacunes  capitales.  Interpellé  toutefois  directement,  il  fait  très 
bien  ressortir  la  nécessité  que  les  côtés  de  l'angle  rectiligne 
soient  perpendiculaires  à  l'arête.  11  explique  bien  la  transfor- 
mation de  l'angle  primitif  eu  celui  des  normales.  Il  ne  peut 
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point  faire  voir  que  cet  angle  est  formé  par  les  lignes  de  plus 
grande  pente.  (JVear  about  welL) 
2°  Construction  des  tables  trigonométriques. 
Il  explique  bien  la  détermination  du  sinus  fondamental  ainsi 
que  la  formation  successive  de  tous  les  autres.  II  analyse  con- 
venablement les  principaux  moyens  de  vérification.  Il  explique 
très  vulgairement  les  modifications  relatives  au  rayon,  sans 
danner  lieu  à  poser  la  théorie  de  l'homogénéité.  (  JVelL) 

3°  Analyse  de  V équation  a?* -h  3a?2 —  ix  -\- p  =  o,  quand 
deux  des  racines  sont  réciproques. 

Il  ne  voit  pas  d'abord  que  deux  des  racines  sont  nécessaire- 
ment imaginaires,  parce  qu'il  consulte  mal  à  propos  la  compo- 
sition des  coefficients  au  lieu  delà  règle  des  signes.  Cependant 
il  finit  par  y  penser  et  reconnaître  cette  indication,  sans  pou- 
voir préciser  si  elle  porte  ou  non  sur  les  deux  réciproques. 
Prenant  ensuite  pour  principe   les  raisons  communes  entre 
l'équation  et  sa  réciproque,  il  décrit  bien  l'ensemble  de  l'opé- 
ration. Quelques  réflexions  incidentes  lui  font  proposer  de 
procéder  par  la  divisibilité  par  x^  -\~  qx  h-  i  pour  comparer  ce 
mode  avec  le  premier.  Il  analyse  très  bien  a  priori  \q  degré 
nécessaire  de  l'équation  en  q.  Invité  à  y  appliquer  la  méthode 
des  indéterminées,  il  le  fait  très  bien  par  les  facteurs  x^  -h  qx  -\-  i , 
x^  —  qx-\-i.  (L'ensemble  de   cette   question  montre  que  le 
candidat  entend  bien  l'Algèbre.)  (  Well.) 

4"  Équilibre  d*un  poids  soutenu  par  deux  plans  :  situa- 
tion d^équilibre  d'un  segment  parabolique. 

Il  explique  bien  les  deux  conditions  de  cet  équilibre.  Le 
segment  étant  alors  défini  de  sorte  que  le  centre  de  gravité 
soit  au  foyer,  il  lui  est  prescrit  de  former  l'équation  de  la 
parabole.  Plaçant  l'origine  à  l'angle  des  tangentes,  et  prenant 
l'une  d'elles  pour  l'un  des  axes,  il  formule  bien  les  deux  con- 
tacts. En  poursuivant,  il  s'aperçoit  que  l'équation  eût  du  con- 
tenir les  coordonnées  du  foyer,  et  reprend,  dans  cet  esprit,  la 
marche  du  problème.  II  formule  alors  très  convenablement 
toutes  les  conditions,  y  compris  même  celle  du  paramètre. 
(  Very  well.) 

5**  Discussion  de  la  courbe  y  ^  —  x^  —  x'*. 
Il  discute  fort  bien  l'ordonnée  et  presque  aussi  bien  la  tan- 
gente. (  Very  well.) 

Ce  candidat  est  très  bon  pour  l'instruction  et  l'intelligence; 
toutefois  inférieur  en  portée  à  Maintenant. 
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Anisson-Dupéron,  19  ans  (de  io'*4o"  à  12**  10"). 

1°  Dissection  d'un  trapèze  parallèlement  à  ses  bases. 

11  forme  naturellement  une  équation  à  deux  inconnues;  mais 
il  a  beaucoup  de  peine  à  former  la  seconde  équation.  Il  résout 
bien  l'équation  finale  du  second  degré  et  il  explique  convena- 
blement la  double  solution,  ainsi  que  le  cas  du  parallélo- 
gramme. (  Well.) 

2"  Discussion  de  la  courbe  y  =z  x^  —  x. 

Il  mêle  confusément  la  discussion  de  l'ordonnée  et  celle  de 
la  tangente;  toutefois,  il  trouve  très  bien  la  forme  de  la  courbe. 
On  voit  qu'il  a  une  grande  habitude  de  la  discussion  des 
courbes.  (  Well.) 

Invité  à  discuter  les  intersections  avec  y  n=  ax  -h  6,  il  sépare 
d'une  manière  trop  peu  méthodique,  mais  cependant  ferme  et 
strictement  suffisante,  les  deux  modes  d'intersection.  (  Well.) 

Interpellé  enfin  de  mener  une  tangente  par  un  point  quel- 
conque du  plan,  il  éprouve  beaucoup  d'embarras  à  mettre  le 
problème  en  équation,  à  cause  des  inconnues  inutiles  qu'il  a 
cru  devoir  introduire.  Il  ne  croit  pas  pouvoir  y  séparer  les  cas 
à  I  tangente  et  à  3  autrement  que  par  l'emploi  du  théorème 
Sturm.  (  Weakly.) 

3®  Équation  ayant  pour  racines  les  rapports  des  racines 
de  x^  -\-px  -4-  ^  =  o  à  celle  de  x^  -\-  ax^  -+-  èa?  -t-  c  =  o. 

Après  avoir  un  peu  hésité  et  même  divagué,  il  conçoit  fort 
bien  la  méthode  demandée.  Interpellé  si  toute  équation  du 
sixième  degré  pourrait  être  considérée  comme  résultant  d'une 
telle  formation,  il  voit  très  rationnellement  que  ce  n'est  pos- 
sible qu'avec  une  certaine  équation  de  condition,  dont  il  indique 
fort  bien  le  mode  de  formation.  (  Very  well.) 

4"  Hyperbole  par  i  asymptote^  i  directrice  et  V excen- 
tricité. 

Il  ne  peut  trouver  entièrement  la  solution  graphique,  quoiqu'il 
soit  sur  la  voie.  (  Weakly.) 

Dans  la  solution  analytique,  il  procède  d'après  la  petite 
équation  de  l'hyperbole  par  la  transforqiation  des  axes  et 
élude  ainsi  les  principales  difficultés  du  problème.  Il  ne  s'aper- 
çoit pas  que  cette  prétendue  solution  analytique  n'est  que  la 
traduction,  en  style  algébrique,  de  l'ébauche  de  solution  gra- 
phique qu'il  avait  commencée.  (  Moderately.) 
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Invité  enfin  à  trouver  le  lieu  du  sommet  en  supprimant 
rexcentricité,  il  procède  de  la  même  manière  en  prenant  pour 
axe  la  directrice  et  l'origine  sur  l'asymptote.  Il  caractérise 
alors  le  sommet  comme  point  où  la  normale  passe  au  centre, 
mais  achève  très  imparfaitement  la  formulation  de  ce  caractère 
et  le  complément  de  la  solution.  {Moderately,) 

5**  Équilibre  d* un  poids  soutenu  par  deux  plans. 

Explication  convenable  des  deux  conditions  de  cet  équilibre. 
Invité  à  en  déduire  la  situation  d'équilibre  d'un  triangle  équi- 
latéral,  il  ne  sait  pas  séparer  les  conditions  purement  géomé- 
triques de  celles  statiques,  et  manque  entièrement  la  question. 
(  Weakly.) 

Ce  candidat  a  une  grande  habitude  et  une  facilité  notable, 
bien  plus  qu'une  instruction  forte  et  une  intelligence  remar- 
quable. Il  est  cependant  très  hautement  admissible.  (  A  balancer 
avec  Tournadre.)  (-4 — h). 

BouLTiER,  20  ans  (de  lo'^Bo'"  à  12'' 1 5™). 

1°  Extraction  des  racines  quarrées,  numériques  et  algé- 
briques. 

Exposition  convenable,  mais  peu  saillante,  à  l'égard  des 
nombres;  il  finit  cependant  par  apprécier  assez  judicieuse- 
ment, sur  interpellation,  le  véritable  esprit  du  procédé  d'ap- 
proximation indéfinie.  {Enough  welL) 

Exposition  à  peu  près  analogue  à  l'égard  des  polynômes  : 
indication  un  peu  vague  du  mode  de  terminaison.  Il  explique 
bien  les  conditions  entre  les  coefficients  pour  les  quarrés  par- 
faits. (  Well.) 

Il  explique  assez  bien  l'application  de  la  méthode  des  indé- 
terminées à  l'extraction  des  racines  parfaites.  Il  répond  for- 
mellement que  cette  méthode  est  nécessairement  inapplicable 
aux  quarrés  imparfaits.  (  Weakly.) 

2*  Équilibre  d'un  poids  soutenu  par  deux  plans. 

Explication  satisfaisante  des  deux  conditions  de  cet  équilibre 
et  du  rapport  des  pressions.  (  WelL) 

Invité  à  déterminer  la  situation  d'équilibre  d'un  triangle 
équilatéral,  il  prend  le  problème  analytiquement  en  choisissant 
pour  axes  l'horizontale  et  la  verticale  du  sommet  des  plans  et 
pour  inconnues  l'équation  de  la  base  du  triangle.  Il  suit  alors, 
un  peu   péniblement,  mais   très  judicieusement,  une   marche 
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fort  rationnelle  dans  l'expression  de  toutes  les  conditions. 
(  Very  well.) 

3°  Théorie  de  Inéquation  au  quarré  des  différences. 

Il  expose  avec  intelligence  la  théorie  ordinaire.  Il  répond 
convenablement  sur  la  condition  du  degré  de  l'équation 
cherchée.  Interpellé  si  toute  équation  du  dixième  degré  peut 
être  envisagée  comme  au  quarré  des  différences  d'une  certaine 
du  cinquième,  il  voit  très  rationnellement  et  sur-le-champ  la 
nécessité  de  cinq  équations  de  condition.  Il  reconnaît  aussi 
fort  bien  que  plusieurs  équations  primitives  distinctes  peuvent 
donner  la  même  transformée;  mais  il  concilie  vaguement  cette 
remarque  avec  la  précédente.  (  WelL) 

Interpellé  sur  les  indications  que  l'état  des  signes  de  la 
transformée  peut  fournir  sur  la  nature  des  racines  de  la  pro- 
posée, il  discute  raisonnablement  sur  ce  sujet,  mais  sans 
excéder  les  notions  vulgaires.  {Enough  well.) 

4°  Inscrire,  dans  une  sphère  donnée,  un  parallélépipède 
d'un  volume  et  d^une  surface  donnés. 

Il  a  beaucoup  de  peine  à  former  l'équation  de  l'inscription. 
Il  voit  très  bien  que  les  trois  dimensions  doivent  être  fournies 
par  une  même  équation  du  troisième  degré,  dont  il  a  immé- 
diatement les  deux  derniers  termes,  et  dont  il  forme,  par  une 
très  heureuse  combinaison,  le  second  terme.  Invité  à  déduire 
les  conditions  de  possibilité,  il  pense  d'abord  au  théorème 
Sturm;  mais,  pressé  d'abréger,  il  imagine  l'assimilation  avec 

l'équation  qui  donne  tang—  a,  où  il  est  arrêté  par  l'équation 

de  condition  qu'il  en  voit  naître.  Il  ne  pense  pas  aux  racines 
égales.  {Moderately,) 

5"  Hyperbole  par  i  sommet,  i  asymptote  et  i  tangente. 

Prenant  pour  axes  l'asymptote  et  sa  perpendiculaire  du 
sommet,  il  formule  très  bien  toutes  les  conditions  du  pro- 
blème. (  Very  well.) 

Invité  à  chercher  le  lieu  du  second  sommet,  en  supprimant 
la  tangente,  il  indique  bien  le  mode  de  formation  de  son  équa- 
tion, et  reconnaît  ensuite  sur  la  figure  la  nature  de  ce  lieu. 
(IFe//.)(+-h.) 

Ce  candidat  a  de  Tintelligence,  mais  un  peu  de  vague;  une 
instruction  forte,  mais  trop  routinière.  Il  est  néanmoins  très  ad- 
missible, même  sans  égard  à  son  âge.  (A  classer  probablement 
près  de  Lecorreur,  soit  un  peu  plus  bas  ou  un  peu  plus  haut.) 
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MoNTAUDON,  i8  ans  (de  2''i5"'  à  4''). 

1°  Période  de  doublement  de  la  population  française  qui 
a  augmenté  d'un  tiers  depuis  un  demi-siècle,  en  supposant 
prolongée  la  même  progression  géométrique. 

\\  détermine  d'abord  le  taux  normal  d'accroissement;  il 
passe  ensuite,  très  péniblement,  mais  sans  erreur  formelle,  à 
l'évaluation  de  la  période,  et  met  convenablement  le  résultat 
en  logarithmes,  sauf  qu'il  ne  le  réduit  pas  spontanément  au 
moindre  nombre  de  logarithmes.  {Enough  well.) 

2°  Construction  des  tables  logarithmiques. 

Il  explique  péniblement  le  mode  de  calcul  du  logarithme 
d'un  nombre  donné,  par  l'intercalation  des  progressions,  qu'il 
présente  sous  la  forme  la  plus  compliquée  ;  ce  n'est  qu'après 
une  interpellation  formelle  qu'il  se  décide  à  simplifier  en  rédui- 
sant à  l'intercalation  individuelle  et  non  simultanée.  Il  expose 
ensuite  suffisamment  le  procédé  par  fractions  continues.  Il 
distingue  bien  les  cas  où  les  logarithmes  sont  commensurables. 
Il  indique  d'abord  des  vérifications  illusoires  pour  l'ensemble 
de  la  table;  il  finit  cependant  par  en  indiquer  de  réelles  mais 
peu  commodes.  Il  explique  péniblement  l'approximation  rela- 
tive aux  nombres  excédant  la  table.  {Near  about  well.) 

3°  Circonscrire,  à  une  sphère  donnée^  un  cône  dont  la 
surface  totale  est  donnée. 

Il  forme  bien  l'équation  du  problème,  en  formulant  d'une 
manière  originale  la  condition  de  l'inscription.  Il  discute  con- 
venablement cette  équation  biquarrée,  et  y  entremêle  assez 
judicieusement  de  lui-même  la  double  solution  admissible.  Il 
détermine  bien  le  cône  minimum,  et  le  distingue  suffisamment 
du  cône  équilatéral.  {Well.) 

4°  Équation  ayant  pour  racines  les  sommes  des  racines 
de  x^  -\- px  -\-  q  =z  o  ajoutées  à  celles  de  x^  -h  ax  n-  6  =  o. 

Il  explique  bien  et  directement  le  mode  de  formation  par 
l'équation  cherchée.  Il  croit  fort  mal  à  propos  que  l'équation 
aura  ses  racines  égales  deux  à  deux,  et  sera  réductible  au  troi- 
sième degré.  Interpellé  si  toute  équation  du  sixième  degré 
peut  avoir  une  telle  origine,  il  reconnaît  un  peu  vaguement 
la  nécessité  de  certaines  conditions,  dont  il  explique  à  peu 
près  le  mode  de  formation.  {Enough  well.) 

5°  Dans  un  système  de  paraboles  ayant  tnème  sommet  et 
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une  tangente  commune^  troui>er  le  lieu  des  points  où  la 
directrice  coupe  l'axe. 

Il  réduit  d'abord  la  question  à  trouver  le  lieu  du  foyer. 
Prenant  pour  axe  la  tangente  et  une  perpendiculaire  menée 
du  sommet,  il  cherche  ce  lieu  directement,  en  éludant  les  dif- 
ficultés analytiques  principales  pour  l'expression  des  diverses 
conditions  :  il  trouve  très  simplement  le  lieu  qui  est  une  para- 
bole dont  le  paramètre  est  la  distance  du  sommet  à  la  tan- 
gente. (JVell.) 

Interpellé  alors  de  prendre  la  marche  analytique  directe,  il 
formule  assez  bien  la  condition  du  sommet  comme  point  situé 
sur  le  diamètre  rectangulaire,  sauf  une  complication  inutile 
dans  le  mode  d'exécution.  (WelL) 

&*  Équilibre  d^un  poids  suspendu  entre  deux  points  fixes 
à  l'aide  d'un  nœud  coulant  :  courbe  d'ascension  d'un  ré- 
verbère. 

Il  explique  bien  la  loi  de  cet  équilibre,  et  les  pressions  des 
points  fixes;  mais  il  en  déduit  beaucoup  trop  péniblement  la 
figure  précise  du  système.  {JVear  about  well.) 

Dans  la  recherche  de  la  courbe  d'ascension,  il  prend  les 
axes  assez  convenablement,  et  finit,  après  avoir  été  un  peu 
averti,  par  trouver  fort  bien  l'hyperbole  équilatère  demandée. 
TVelL)  (-h -¥■). 

Ce  modeste  candidat  a  bien  plus  de  sagacité  et  de  justesse 
qu'il  ne  le  parait  d'abord  :  son  instruction  est  d'ailleurs  très 
saine.  (A  classer  probablement  très  près  du  précédent,  quoique 
peut-être  un  peu  au-dessous.) 

Le  premier  élève  examiné  par  Auguste  Comte,  le  mercredi 
26  juillet  1837,  est  M.  Masquelez.  Je  n'avais  pas  d'abord  repro- 
duit son  examen,  parce  que  Auguste  Comte  ne  lui  avait  donné 
qu'un  seul  signe  -4-.  Mais  j'ai  remarqué  que,  plus  tard,  dans 
ses  notes  de  classification,  de  nouvelles  réflexions  lui  ont  fait 
appliquer  à  ce  candidat  le  signe  -h  -+-.  Je  vais  reproduire  cet 
examen  d'après  le  principe  que  je  me  suis  imposé.  Il  y  a,  du 
reste,  intérêt  à  voir  comment  Auguste  Comte  a  débuté. 

Masquelez,  20  ans  passés  (de  g^^ao™  à  11^). 

1°  Sommation  des  progressions  géométriques  :  limite  de 
la  somme. 

(Hésitation  très  prononcée  sur  l'existence  nécessaire  d'une 
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limite.)   Application   à  la  progression    du  triangle    rectangle 
(entièrement  manqué  cette  application).  (Very  little  well.) 


2°  Aire  de  la  sphère, 

(Répondu  avec  intelligence.)  Conversion  graphique  du  globe 
en  une  mappemonde  équivalente.  (  Very  well.) 

Aire  de  la  zone  tempérée  en  myriamètres  carrés.  (Finit  par 
se  bien  tirer  de  cette  application.)  (  WelL) 

3°  Bissection  d*un  hémisphère» 

Discussion  algébrique  de  Téquation  de  ce  problème.  {Very 
well.) 

Construction  par  la  parabole  et  le  cercle.  (Very  well.) 

4"  Parabole  par  le  foyer,  un  point  et  une  tangente. 

Solution  graphique  et  solution  analytique.  Discussion  des 
cas  d'impossibilité.  (Grande  hésitation  sur  le  symptôme  algé- 
brique de  cette  impossibilité.  {Enough  well.) 

5°  Équilibre  d'un  système  plan  mais  quelconque. 

Discussion  des  différents  cas  de  gêne.  {Enough  well.)  (-h). 

On  remarquera  qu^Auguste  Comte  n'a  pas  terminé  l'examen 
par  l'appréciation  générale  qui  l'accompagne  ordinairement; 
mais  il  n'a  pas  tardé,  et  le  jour  même,  à  introduire  cette 
heureuse  modification.  Le  troisième  élève  examiné  par  lui,  et 
le  même  jour,  26  juillet,  a  une  appréciation  générale  qui  est 
comme  son  équation. 

M.  Sewrin,  examiné  le  27  juillet,  porte  le  signe  -H  seule- 
ment, et  un  peu  plus  tard  Auguste  Comte  lui  donne  le  signe  -h  -h. 
Il  est  évident,  d'après  cela,  qu'il  s'était  fait  un  certain  idéal  de 
la  force  maximum  qu'il  a  dû  diminuer.  Il  s'est,  du  reste,  très 
rapidement  rectifié. 

Enfin,  la  même  considération  s'applique  à  M.  Pellicot,  qui 
est  le  dixième  élève  examiné  par  lui.  Nous  reproduisons  son 
examen. 
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Pellicot,  19  ans  (de  i*'3o™  à  3''3o™). 

i**  Par  un  point  donné  dans  un  cercle,  inscrire  une  corde 
de  longueur  donnée. 

Il  met  très  bien  le  problème  en  équation,  quoique  d'une 
manière  un  peu  trop  compliquée,  et  construit  avec  aisance  la 
formule.  Il  y  démêle  très  bien  le  cas  du  minimum,  et  mal  celui 
du  maximum.  (  Well,) 

Même  problème  pour  une  ellipse. 

Jl  forme  très  bien  et  rapidement  l'équation  par  l'emploi  des 
coordonnées  polaires,  et  en  déduit  exactement  l'équation  de  la 
direction  de  la  corde,  qui  est  du  sixième  degré,  privée  des 
cinquième  et  deuxième  puissances.  Quant  au  maximum  et  au 
minimum,  il  aperçoit  presque  spontanément  que  ces  cas  cor- 
respondent à  l'égalité  des  racines;  mais  il  croit  que  toutes  les 
racines  doivent  être  égales.  {Enough  well.) 

2**  Discussion  de  la  courbe y^  -h  a:^  =  i. 

Il  discute  bien  l'ordonnée  et  confusément  la  tangente,  de 
manière  à  devoir  conclure  qu'il  n'y  a  pas  d'asymptote.  Mais, 
en  cherchant  l'asymptote  directement,  il  la  trouve  exactement. 
Il  détermine  bien  le  point  où  la  tangente  est  parallèle  à  l'asym- 
ptote, et  y  reconnaît  même  l'existence  d'un  axe,  sans  toutefois 
pouvoir  la  démontrer  directement  avec  netteté,  autrement  que 
par  la  vérification,  par  la  transformation  des  axes.  (  Well.) 

3**  Hyperbole  par  une  asymptote,  un  foyer,  une  tangente^ 

Il  trouve  parfaitement  la  solution  graphique,  et  analyse  judi- 
cieusement, quoique  avec  un  peu  de  peine,  les  cas  d'impossi- 
bilité. Il  finit  par  exposer  très  convenablement,  quoique  d'une 
manière  trop  compliquée,  toutes  les  parties  de  la  solution 
analytique.  Interpellé  si  les  cas  d'impossibilité  seront  annoncés 
par  des  valeurs  imaginaires  ou  infinies,  il  hésite  extrêmement, 
et  finit  par  indiquer  les  unes  et  les  autres.  {Sufficiently  well.) 

Cet  élève  est  fort  intelligent  et  d'un  bon  esprit,  quoique  mal 
instruit.  Il  est  très  admissible,  et  peut-être  même  supérieur 
au  n"  2  (Masquelez). 

Nous  allons  maintenant  reproduire  un  certain  nombre  des 
examens  de  province  pour  compléter  la  série  des  examens 
d'Auguste  Comte  pendant  l'année  1837.  {A  suivre.) 
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OBSERVATIONS  SUR  LES  EXAMENS  D  ADMISSION 
A  L ÉCOLE  POLYTECHNIQUE; 


Par  m.  E.  GARVALLO. 


1 .  Les  cours  de  Mathématiques  spéciales  ont  atteint 
un  tel  degré  de  perfection  que  le  défaut  d'une  démon- 
stration y  fait  tacbe  et  jette  une  défaveur  sur  le  candidat 
de  valeur  moyenne  qui  a  la  mauvaise  chance  de  l'expo- 
ser. 

Je  veux  parler  de  la  recherche  des  points  d*în£lexion 
dans  le  développement  de  la  section  plane  d'un  cône. 
Aucun  des  nombreux  candidats  qui  me  l'ont  exposée 
cette  année  ne  m'a  donné  une  démonstration  satisfai- 
sante. Un  seul,  qui  est  classé  trentième,  a  su  compléter 
ses  raisonnements  d'après  mes  indications  et  mériter 
une  note  élevée.  La  plupart  ont  tiré  de  leurs  cours  des 
idées  tellement  fausses  que  je  les  ai  vite  conduits  par  de 
simples  questions  aux  résultats  les  plus  extravagants. 
Pour  l'honneur  de  notre  enseignement  et  dans  l'intérêt 
des  candidats,  j'appelle  sur  cette  question  délicate  l'at- 
tention de  leurs  maîtres  éminents.  Ma  critique  porte 
sur  presque  toutes  les  démonstrations  géométriques  don- 
nées par  les  élèves  ;  je  l'exposerai  sur  la  forme  le  plus 
généralement  adoptée. 

2.  Théorème.  —  LêCS  points  de  la  section  plane  d'un 
cône  où  le  plan  sécant  est  perpendiculaire  au  plan  tan- 
gent, sans  être  perpendiculaire  à  la  génératrice  de 
contact,  fournissent  des  points  d* inflexion  quand  on 
développe  le  cône  sur  un  plan* 
Ann.  de  Mathémat.,  3*  série,  t.  XIII.  (Novembre  1894.)     3i 
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Soit  SX  la  génératrice  de  contact  du  plan  tangent  au 
point  C  de  la  section  plane  PQ.  J'effectuerai  le  dévelop- 
pement sur  ce  plan  tangent  pris  comme  plan  de  projec- 


Fig.  I. 


tion.  Le  plan  sécant  PQ  étant  supposé  perpendiculaire 
au  plan  de  projection,  sans  être  perpendiculaire  à  la 
génératrice  SX,  se  projette  tout  entier  suivant  une  droite 
PGQ  oblique  à  SX. 

Pour  effectuer  le  développement  aux  environs  du 
point  C  (les  élèves  oublient  d'ajouter  approximative^ 
meni)^  je  considère  deux  génératrices  voisines  de  SX, 
de  part  et  d'autre  de  cette  droite.  Soient  Sa  et  Si  les 
projections  de  ces  génératrices.  Je  les  rabats  sur  le  plan 
de  projection  :  a  vient  quelque  part  en  A, ,  sur  la  per- 
pendiculaire aoL  k  SX,  au  delà  du  point  a.  De  même  b 
se  rabat  quelque  part  en  B| .  On  voit  ainsi  que  le  dé- 
veloppement de  la  section  plane  traverse  la  droite  PQ 
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au  point  C.  Or  on  sait  que  cette  courbe  est  tangente  à 
la  droite  PQ  au  point  C.  Elle  a  donc  là  un  point  d'in- 
flexion, c.  Q.  F.  D. 

3.  Le  défaut  de  rigueur  est  celui-ci.  Le  point  A<  est 
bien  le  rabattement  du  point  projeté  en  a,  mais  non  pas 
son  développement.  De  1»,  chez  quantité  d'élèves,  con- 
fusion entre  rabattement  et  développement.  Demandez- 
leur  d'appliquer  le  raisonnement  au  cas  où  le  plan  PQ 
est  perpendiculaire  à  la  génératrice  SX,  ils  n'hésiteront 
pas  à  déclarer  que,  dans  ce  cas,  le  développement  de  la 
section  plane  entière  se  fait  sur  la  droite  PQ.  A  Paris 
l'erreur  a  été  générale.  Dans  huit  centres  de  province, 
j'ai  posé  cette  question  :  les  huit  candidats  ont  fait  la 
même  erreur  persistante;  quatre  d'entre  eux  avaient  la 
note  i4  chez  mon  collègue;  un  autre  la  note  i3.  Ainsi, 
non  seulement  la  démonstration  manque  de  rigueur 
mais,  ce  qui  est  plus  grave,  elle  laisse  une  idée  fausse 
dans  l'esprit  des  élèves. 

Et  maintenant,  quel  degré  atteint  le  défaut  de  ri- 
gueur.î^  Il  est  d'autant  plus  important  de  s'en  rendre 
compte  que  la  démonstration  qui  nous  occupe  est  à  peu 
près  le  seul  exemple  de  Géométrie  infinitésimale  qui  fi- 
gure maintenant  dans  la  plupart  des  cours  de  spéciales. 
Or  je  n'hésite  pas  à  déclarer  que  le  principal  but  des 
promoteurs  du  renouvellement  des  programmes  a  été  de 
familiariser  les  élèves  avec  l'application  des  infiniment 
petits.  Les  cours  de  l'École,  pensaient-ils,  surchargés  de 
matières,  vont  trop  vite  pour  poser  avec  un  soin  suffi- 
sant les  principes  des  méthodes  et  montrer,  dans  chaque 
exemple,  l'application  des  principes  :  dans  ces  cours,  il 
faut  lire  entre  les  lignes.  Or  examinons  à  ce  point  de 
vue  la  démonstration  précédente.  Pour  être  regardée 
comme  seulement  incomplète  dans  la  forme,  mais  ri- 
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goureuse  dans  le  fond,  il  faudrait  que  la  distance  du 
rabattement  A|  au  développement  A2  du  point  projeté 
en  a  fût  un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur  à  a  Â^ . 
Mais  a  Al  est  égale  à  Thypoténuse  d'un  triangle  rectangle 
dont  le  côté  aoL  est  du  premier  ordre  et  dont  l'angle  aigu 
en  a  est  du  premier  ordre  aussi.  La  valeur  de  Thypo- 
ténuse  aA|  =  aaséca  diffère  de  aa  d'un  infiniment 
petit  du  troisième  ordre.  Ainsi,  le  segment  a  Ai  est  du 
troisième  ordre.  Pour  évaluer  maintenant  Tordre  de 
grandeur  de  la  distance  du  rabattement  A|  au  dévelop- 
pement A 2  au  point  a,  j'opère  ainsi  : 

Je  coupe  le  cône  S  par  une  sphère  de  rayon  égal  à  SA  : 
elle  coupe  le  cône  suivant  une  courbe  XMA  plus  longue 


que  l'arc  de  grand  cercle  XmA^  la  différence  entre  les 
longueurs  de  ces  deux  courbes  est  du  troisième  ordre. 
Si  donc  on  développe  sur  le  plan  XSA  la  portion  du 
cône  sous-tendue  par  l'arc  XMA,  le  point  A  se  développe 
en  un  point  A'  situé  au  delà  de  A,  à  une  distance  AA'  qui 
est  du  troisième  ordre.  Telle  est  la  distance  du  rabatte- 
ment A\  {fig*  i)  au  développement  A2  du  point  projeté 
en  a^  distance  comptée  sur  le  cercle  décrit  de  S  comme 
centre  avec  SAf  pour,  rayon. 

Ainsi  la  démonstration  néglige  implicitement  la  dis- 
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tance  A^  A2  qui  est  du  troisième  ordre  devant  la  dis- 
tance âÂi  qui  est  aussi  du  troisième  ordre.  Et  c'est  par 
cet  exemple  que  les  élèves  de  TÉcole  sont  préparés  à 
suivre  des  cours  où  pullulent  des  difficultés  toutes  sem- 
blables laissées  à  leur  initiative  !  Il  y  a  là  un  réel  dan- 
ger. 

4.  Est-ce  à  dire  que  la  démonstration  qui  nous  occupe 
doive  être  rejetée?  Non,  mais  elle  doit  être  complétée, 
et  cela  est  facile  de  différentes  manières. 

D'abord,  l'explication  que  je  viens  d'ajouter  prouve 
que  la  distance  du  point  A2  à  la  droite  PQ  est  du  troi- 
sième ordre  ;  que  dans  le  cas  où  PQ  est  perpendiculaire 
à  SX,  cette  distance  est  du  quatrième  ordre.  Quel  in- 
convénient verrait-on  à  dire  que  telles  sont  les  défini- 
tions des  contacts  du  second  et  du  troisième  ordre,  con- 
formément au  cours  d'Analyse  à  l'Ecole  Polytechnique  ? 

D*autre  part,  au  point  de  vue  purement  graphique, 
qui  a  été  la  seule  préoccupation  de  l'auteur  de  la  dé- 
monstration que  j'ai  reproduite  au  n®  2,  pour  aller  de  a 
en  A|,  il  faut  se  déplacer  d'une  quantité  ah\  à\x  troi- 
sième ordre  sur  la  perpendiculaire  aa  à  SX,  laquelle 
fait  avec  PQ  un  angle  fini-  A  partir  de  là,  il  faut  se  dé- 
placer de  A<  en  A2,  encore  d'une  quantité  du  troisième 
ordre  et  sur  une  direction  normale  à  SA^,  c'est-à-dire 
sur  une  direction  qui  fait  avec  la  précédente  «A|  un 
angle  infiniment  petit.  Il  est  donc  certain  que  le  point  Ao 
tombera  au-dessus  de  PQ.  On  voit  de  même  que  Bo 
tombera  au-dessous  de  PQ.  La  courbe  développée  a 
donc  en  Cun  point  d'inflexion.  Au  contraire,  si  PQ  est 
perpendiculaire  à  SC,  on  voit  que  la  courbe  tourne,  au 
point  G,  sa  concavité  vers  le  point  S. 

A  toutes  les  autres  démonstrations  géométriques  que 
m'ont  exposées  les  candidats,  les  mêmes  observations 


(  434  ) 

s'appliquent.  Cliaque  professeur  apportera  ses  idées 
personnelles  et  donnera  une  bonnedémoustrationj  j'en- 
tends par  là  une  déoionslralion  qui  éclaire  Tesprît  de 
rélève  au  lieu  de  lui  laisser  des  idées  fausses. 


CONDITION  POUR  QUE  DEUX  QUADRIQUES 
AIENT  UNE  GÉNÉRATRICE  COMMUNE; 

Par  m.  g.  BOURLET, 
Docteur  es  Sciences  mathématiques. 


Théorème.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  deux  surfaces  du  second  degré  aient  au  moins 
une  génératrice  commune  est  que  le  pr'emier  membre 
de  V équation  en  X  relative  à  ces  deux  surfaces  soit 
carré  parfait. 

Lorsqu'on  a  fait  une  étude  complète  de  l'équation  eu 
X  relative  à  deux  quadriques,  la  proposition  précédente 
peut  être  énoncée  sous  forme  de  corollaire.  Il  suffirait, 
pour  cela,  de  remarquer  que,  toutes  les  fois  que  l'équa- 
tion en  \  est  carré  parfait^  îl  y  a  au  moins  une  généra- 
trice commune  et  que,  dans  tous  les  autres  cas,  il  n'y  a 
pas  de  génératrice  commune. 

A  cause  de  la  simplicité  de  l'énoncé  précédent,  il  nous 
a  semblé  intéressant  d'en  donner  une  démonstration  di- 
recte. 

Nous  rappellerons,  d'abord,  deux  propositions  bien 
connues  dont  nous  ferons  usage. 

Proposition  I.  —  Les  racines  de  V équation  en  X  re- 
lalii^e  à  deux  quadriques  ne  changent  pas  quand  on 
change  les  axes  de  coordonnées. 
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Proposition  II.  —  Etant  données  deux  surfaces  du 
second  ordre  dont  les  équations  sont 

8  =  0,         S  =  o, 

si  l'on  remplace  l'une  des  deux  surfaces,  S=  o^par 
exemple,  par  une  surface  passant  par  leur  intersection, 
ayant  pour  équation 

Si=Sh-X,2  =  o, 

l'équation  en  X  obtenue  en  égalant  a  zéro  le  hes- 
sien  de  Si -h  X  S  5e  déduit  de  l'équation  en  A  obtenue  en 
égalant  à  zéro  le  hessien  rfe  S  +  XS  e/i  diminuant  toutes 
les  racines  de  la  quantité  X| . 

Ainsi,  réquation  en  \  relative  aux  quadriques  S^  et 
S  se  déduisant  de  l'équation  relative  aux  quadriques  S 
et  S  en  remplaçant  \  par  X  +  X^,  ce  changement  ne  mo- 
difiera pas  l'ordre  de  multiplicité  des  racines  et,  pour 
faire  notre  démonstration,  nous  pourrons  toujours  rem- 
placer l'une  des  deux  surfaces,  S  =  o  par  exemple,  par 
une  surface  quelconque  passant  par  l'intersection  :  en 
particulier  par  un  cône  (ou  un  cylindre)^  et,  de  plus, 
nous  pourrons  prendre  tels  axes  qu'il  nous  plaira. 

Avant  d'établir  la  proposition  énoncée  nous  démon- 
trerons le  lemme  suivant  : 

Lemme.  —  Lorsqu'à  une  racine  multiple  de  V équa- 
tion en  \  relatii^e  à  deux  quadriques  correspond  un 
cône  proprement  dit  : 

1°  Si  cette  racine  est  double,  le  sommet  du  cône  se 
troui^e  sur  l'intersection  des  deux  quadriques  (qui  sont 
tangentes  en  ce  point); 

2®  Si  cette  racine  est  triple,  le  sommet  du  cône  est  sur 
l'intersection,    les  quadriques  sont  tangentes   en    ce 
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point,  et,  en  outre,  le  plan  tangent  commun  est  tangent 


au  cône; 


3**  Si  la  racine  est  quadruple,  les  deux  quadriques 
ont^  de  plus,  une  génératrice  commune  qui  est  la  gé- 
nératrice de  contact  du  plan  tangent  commun  avec  le 
cône. 

Soient  S  =  o,  S  =  o  les  deux  quadriques  et  C  =  o 
l'équatîon  du  cône,  proprement  dit,  passant  par  Tinter- 
section.  D'après  la  proposition  II,  nous  pouvons  rem- 
placer la  surface  S  par  le  cône  C  et,  d'après  la  propo- 
sition I,  nous  pouvons  prendre  des  axes  tels  que  le 
sommet  du  cône  soit  Torigine  des  coordonnées. 

Soît  alors 

Téquation  développée  du  cône  et  désignons  par  A  le 

discriminant 

a      P"     p' 

A=     P"     «'      p 
P'     P      a" 

qui  est  différent  de  zéro,  d'après  rhypothèse. 
Soit 

-H  2 b' zx  -H  2 h''xy  -h  2 ca?  -4-  2 c'y  -\-  ic" z  ^  d  =^  o 

Téquation  développée   de  la  surface  S  et  désignons  par 
H  le  hessien 


H  = 


a  h"  h'  c 

b"  a  b  c' 

b'  b  a'  c' 

c  c'  c"  d 


Le  hessien  de  C  -h  XS  égalé  à  zéro  donne  alors  Téqua- 
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tion 


(1)1  +^(b'd-c'c)  +  ^pb'd-cc')j 


àH     ,-      du 


If 


d^  '  +  5^'  " 


.  -H    -^    S   -4-   -TTV    3'-f-    -T7T.    3'l     -V-   X*H    =    O. 


La  racine  i  =  o  est  celle  qui  correspond  au  cône  C. 

1°  Pour  que  la  racine  X  =  o  soit  racine  double,  il  faut 
et  il  suffit  que  Ton  ait  Arf  ■=  o  et,  comme  A  ^  o,  cela  donne 
d  =  o.  La  quadrîque  S  passe  donc  par  l'orîgîne  des  coor- 
données, c'est-à-dire  par  le  sommet  du  cône.  Il  en  est 
de  même  de  la  surface  S.  Donc  il  faut  et  il  suffit  que  le 
sommet  du  cône  soit  sur  Tîntersection. 

2°  La  racine  X  =  o  étant  racine  double,  nous  pou- 
vons prendre  pour  plan  des  xy  le  plan  tangent  au  som- 
met du  cône  à  la  surface  S  =  05  cela  revient  à  faire 

û?  =  c  =  c'  =  o 

dans  Téquation  S  =  o,  c''  étant  différent  de  zéro.  L'é- 
quation en  X  (  I  )  prend  alors  la  forme  plus  simple 

Pour  que  X  =  o  soit  racine  triple^  il  faut  et  il  suffit 
que  Ton  ait 

et,  comme  c"^  o,  cela  entraîne 
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Cela  exprime  que  le  plan  ^  =  o,  c'est-à-dire  le  plan  tan- 
gent à  la  quadrique  S,  est  aussi  tangent  au  cône  C. 

3®  La  racine  X  =  o  étant  racine  triple,  nous  pouvons 
prendre  comme  axe  des  x  la  génératrice  de  contact  du 
plan  2  =  0  avec  le  cône  C,  on  a  alors  a==  P''=  o  et 
l'équation  en  \  se  réduit  à 

(3)  X>^a'  +  X*H  =  o. 

Ou  voit,  enfin,  que,  pour  que  X  =  o  soit  racine  qua- 
druple, il  faut  et  il  suftit  que  l'on  ait,  en  outre. 

Or,  le  cône  C  étant  un  cône  proprement  dît,  a'  est  diffé- 
rent de  zéro,  donc  il  reste 

ce  qui  donne,  puisque  c"^o^  la  condition  «=0  qui 
exprime  que  l'axe  des  x  est  situé  sur  la  surface  S,  c'est- 
à-dire  que  le  cône  C  et  la  surface  S  ont  une  génératrice 
commune,  qui  est  la  génératrice  de  contact  du  plan  tan- 
gent commun  au  cône. 

Remarque,  —  Nous  avons  supposé,  dans  ce  lemme, 
que  le  cône  correspondant  à  la  racine  considérée  était  un 
cône  proprement  dit  (A  ^  o);  il  est  aisé  de  voir  ce  qui 
arrive  quand  le  cône  se  décompose  en  un  système  de 
plans. 

Supposons,  d'abord,  que  le  cône  correspondant  à  la 
racine  considérée  soit  un  système  de  deux  plans  distincts 
et  prenons  ces  deux  plans  pour  plans  desyz  et  des  zx. 

L'équation  du  cône  est  alors 
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et  réquation  cn'X  est 

La  racine  correspondant  au  système  de  plans,  )v  =  o, 
est  donc  toujours  racine  double,  ce  qui  était  évident 
puisqu'elle  annule  tous  les  mineurs  du  hessîen  de 
C  -H  XS.  Pour  qu'elle  soit  racine  triple,  il  faut  et  il  su  (Kit 
que  Ton  ait 

ce  qui  exprime  que  Taxe  des  z^  c'est-à-dire  l'intersection 
des  deux  plans,  est  tangent  à  la  quadrique  S  =  o. 

La  racine  étant  triple^  nous  pouvons  prendre  pour 
origine  des  coordonnées  le  point  de  contact  de  l'axe  des 
z  avec  la  quadrique  S,  ce  qui  doune 

rf  =  c"=o, 

et  l'équation  en  \  devient 

2cc'a''X3-HX*H  =  o. 

Pour  queX  =  o  soit  racine  quadruple,  il  faut  que  l'on 
ait  soit  c  =  o  ou  c'=  o,  soit  a"  =  o. 

Dans  le  premier  cas,  l'un  des  deux  plans  .r  =  o  ou 
j/"  ==  o,  c'est-à-dire  un  des  deux  plans  qui  forment  le 
cône  C^  est  tangent  à  la  quadrique  S  et  il  coupe  S  sui- 
vant deux  génératrices  qui  font  partie  de  l'intersec- 
tion. 

Dans  le  second  cas,  l'axe  des  z^  c'est-à-dire  l'intersec- 
tion des  deux  plans,  est  situé  tout  entier  sur  U.  Les  deux 
plans  coupent,  chacun,  la  quadrique  S  suivant  l'axe  des 
z  et  une  autre  génératrice.  L'intersection  se  compose  de 
trois  génératrices,  dont  une  double. 

Supposons,  enfin,  que  le  cône  correspondant  à  la  ra- 
cine considérée  soit  un  plan  double.  Prenons  ce  plan 
pour  plan  des  xy^ 
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L'équatîon  en  "k  devient 


âa' 


X3-4-HX^=o. 


La  racine  X  =  o  est  toujours  au  moins  racine  triple  (ce 
qui  était  évident).  Pour  qu'elle  soit  en  outre  racine  qua- 
druple, il  faut  et  il  sufût  que  Ton  ait 


ce  qui  exprime  que  le  plan  2;  =  o  est  tangent  à  la  qua- 
driquell.  Il  coupe  la  quadrique  suivant  deux  génératrices, 
et  l'intersection  se  compose  uniquement  de  ces  deux 
génératrices  {doubles). 

Démonstration  :  1°  La  condition  est  nécessaire,  — 
Soient  en  effet  8  =  0  et  2  =  o  deux  quadriques  ayant 
une  génératrice  commune.  Par  leur  intersection  il  passe 
au  moins  un  cône  (ou  cylindre)  C  =  o  ;  pour  démontrer 
que  le  hessien  de  S  +  X  2  est  carré  parfait,  il  suffit,  d'après 
la  proposition  II,  de  prouver  que  cela  a  lieu  pour  le 
hessien  de  C  +  XS. 

D'ailleurs,  d'après  la  proposition  I,  nous  pouvons 
prendre  pour  origine  des  coordonnées  le  sommet  du 
cône  C,  et  comme  axe  des  z  la  génératrice  commune. 
Soient  alors 

G  =  OLX'^-^  a!y^  -h  a!' z'^  -h  7,^yz  -v- 1^' zx  -4-  1^' xy  =  o, 

X  ^  ax- -h  a'yz -f- 1  byz  -^  ib' zx  -^  1  fxy  -H  2 ca?  -h  2 c'y  =  o 

les  équations  du  cône  et  de  la  quadrique  S,  l'équation 
en  X  est 

qui  est  bien  carré  parfait, 

2®  La  condition  est  suffisante,  —  Supposons,  en 
effet,  que  l'équation  en  X,  relative  à  deux  quadriques 
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S  et  S  soit  carré  parfait.  Cela  peut  avoir  lieu  dans  deux 
circonstances  :  ou  bien  si  Téquation  a  deux  racines 
doubles  ou  si  elle  a  une  racine  quadruple. 

Si  Téquation  a  deux  racines  doubles,  il  y  a  trois  cas 
à  considérer  : 

(a)  Les  deux  cônes  Ci  et  C2  correspondant  aux  deux 
racines  doubles  sont  deux  cônes  proprement  dits.  Alors, 
d'après  le  lemme,  leurs  sommets  s^  et  ^2  sont  chacun 
sur  Tintersection  et,  comme  chacun  des  cônes  passe  par 
cette  intersection,  le  sommet  s^  est  sur  le  cône  C2  et  5 2 
sur  C|.  La  droite  5^52  est  donc  une  génératrice  com- 
mune aux  deux  cônes  et  fait  partie  de  l'intersection. 

{b)  Le  cône  Ci  est  un  cône  proprement  dit  et  le 
cône  C2  se  compose  d'un  système  de  plans.  D'après  le 
lemme,  le  sommet  s^  de  Ci,  étant  sur  Tintersection,  est 
situé  dans  l'un  des  deux  plans  de  C2,  lequel  coupe  le 
cône  C|  suivant  deux  génératrices  qui  font  partie  de 
l'intersection. 

(c)  Les  deux  cônes  d  et  C2  se  décomposent  chacun 
en  un  système  de  deux  plans.  L'intersection  se  compose 
alors  de  quatre  génératrices  qui  sont  les  droites  d'in- 
tersection de  ces  deux  couples  de  plans  deux  à  deux. 

Si  l'équation  enX  a  une  racine  quadruple,  à  cette 
racine  il  peut  correspondre  un  cône  proprement  dit,  un 
système  de  deux  plans  distincts  ou  un  plan  double.  Or 
nous  avons  vu  dans  le  lemme  et  la  remarque  qui  suit, 
que,  dans  ces  trois  cas,  il  y  a  au  moins  une  génératrice 
commune. 

Donc,  dans  tous  les  cas  où  l'équation  en  \  est  carré 
parfait,  il  y  a  au  moins  une  génératrice  commune  et  la 
condition  est  suffisante. 

Remarque  /.  —  Nous  avons  négligé  les  cas  où,  au 
lieu  d'un  cône,  on  aurait  un  cylindre;  on  pourrait 
déduire  le  cas  du  cylindre  du  cas  du  cône  comme  cas 
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limite^  et  il  serait  d'ailleurs  facile  de  l'étudier  directe- 
ment. 

Remarque  IL  —  Dans  la  démonstration  précédente, 
nous  avons  énuméré  tous  les  cas  où  il  peut  y  avoir  une 
génératrice  commune.  Lorsqu'on  aura  reconnu  que 
Téquation  en  X  est  carré  parfait,  il  sera  facile  d'avoir 
la  génératrice  commune,  car  on  aura,  par  des  calculs 
élémentaires,  les  racines  de  Téquation  en  X  et,  par 
suite,  les  cônes  correspondants. 

Remarque  II  1,  —  Le  lemme  et  la  remarque  qui  suit 
pourraient  servir  de  base  à  une  étude  complète  et 
méthodique  de  l'équation  en  X  relative  à  deux  qua- 
driques.  On  aurait  ainsi  une  méthode  simple  tout  à  fait 
analogue  à  celle  qu'a  donnée  M.  Darboux  pour  l'étude 
de  Téquation  en  X  de  deux  coniques. 


NOTE   DE   IHÉGANItlIE; 

Par  m.  a.  ASTOR. 


IL  s* agit  du  moui^ement  d'un  solide  pesant,  homo^ 
gène,  de  réi^olution,  fixé  par  un  point  de  son  axe  et 
assujetti  à  s'appuyer  sur  un  cercle  fixe  dont  l'axe  passe 
par  le  point  de  suspension  .* 

1**  En  négligeant  les  résistances  passi^^es  ; 

2**  En  tenant  compte  du  frottement  de  glissement  de 
la  surface  du  corps  sur  le  cercle  fixe  et  supposant  la 
composante  normale  de  la  pression  sur  le  cercle  diri- 
gée perpendiculairement  à  la  droite  qui  joint  le  point 
fixe  au  point  d'appui. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  le  corps  se 
meuve  à  Tintérieur  du  cercle  5  les  points  du  solide  qui 
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coïncideront  successivement  avec  ceux  du  cercle  sont  sur 
un  parallèle  de  la  surface*,  nous  désignerons  par  p  et  h 
le  rayon  et  la  distance  au  point  fixe  O  de  ce  parallèle, 
par  R  et  h'  les  mêmes  éléments  du  cercle  fixe. 

Prenons  poiir  origine  le  point  O  et  pour  axe  fixe  O^i 
l'axe  du  cercle  fixe  dirigé  du  point  O  vers  le  cercle 5  par 
le  point  O,  menons  une  demi-droite  OL  parallèle  à  la 
direction  de  la  pesanteur,  et  soit  X  l'angle  compris  entre 
O  et  TT  qu'elle  forme  avec  Ozi  ;  choisissons  le  plan  z^  L 
pour  pi  an  des  z,  x^ ,  Taxe  Ox\  faisant  un  angle  aigu  avec 
OL;  les  axes  fixes  Ox^jsZ^  sont  déterminés. 


Nous  prendrons  pour  axes  mobiles  ;  Taxe  O  2  du  corps 
dirigé  vers  le  parallèle  de  contact  et  deux  droites  rec- 
tangulaires Ox^  Oy  liées  au  solide  dans  le  plan  perpen- 
diculaire à  O2  mené  par  le  point  O,  le  trièdre  Oxyz 
étant  comme  d'habitude  superposable  au  trièdre  fixe 
Ox\y\  z^.  Nous  désignerons  par  A  le  moment  d'inertie 
du  corps  par  rapport  à  O  j:  ou  Oj^,  par  C  le  moment  par 
rapport  à  O^,  et  nous  déterminerons  la  position  du 
solide  par  les  angles  0,  cp,  i  d'Euler,  en  remarquant 
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que,  par  la  naliire  même  de  la  question,  6  est  constant. 
Soient,  à  l'instant  t,  I  le  point  de  contact,  DI  le  rayon 
du  cercle  R,  l'I  le  diamètre  du  parallèle,  ces  droites 
sont  dans  le  plan  Zt  Oz.  Ce  dernier  coupe  a^iy^  suivant 
une  droite  OE  que  nous  choisirons  parallèle  à  DI^  le 
plan  xy  coupe  le  plan  Xijt  suivant  une  droite  perpen- 
diculaire à  OE;  nous  prendrons,  pour  déterminer 
Tangle  4y  la  direction  OF  que  Ton  obtient  en  faisant 

tourner  OE  de  -  dans  le  sens  direct.  Sur  la  droite  d'în- 

tersectionde  xy  et  de  z^  z.  prenons  la  direction  0x2  qui 
avec  Oz  et  OF  forme  un  trièdre  Oj:2jK2^  superposahle 

à  Oocyz  ;  l'angle  formé  par  0:r2  avec  O jasera  —  <p  — -; 

cette  remarque  nous  sera  utile  dans  la  suite. 

Le  solide  peut  être  considéré  comme  libre  à  condition 
d'adjoindre  au  point  M. g  parallèle  à  OL  et  appliqué  en 
un  point  C  de  O  z  la  réaction  du  point  fixe  O  et  celle  du 
cercle.  Si  Ton  écrit  les  équations  d'Euler,  la  première 
disparaît  et  il  ne  reste  que  la  seconde  qui  est  déterminée 
seulement  par  son  moment  relatif  au  point  O.  En  sup- 
posant qu'il  n'y  a  pas  de  résistances  passives,  elle  doit 
être  normale  au  cercle,  c'est-à-dire  située  dans  le  plan 
ZiOz]  nous  pouvons  la  décomposer  en  deux.  Tune  sui- 
vant 10,  l'autre  normale  à  cette  droite  5  nous  admettrons 
que  la  pression  exercée  par  le  corps  sur  le  cercle  se  ré- 
duit à  une  force  égale  et  opposée  à  cette  dernière  com- 
posante. Si  nous  appelons  N  la  réaction  envisagée  de  la 
sorte,  la  force  de  frottement  sera  une  force  égale  à  ^N 
dirigée  suivant  la  tangente  commune  en  I  aux  deux 
cercles  R  et  p  en  sens  inverse  de  la  vitesse  de  glissement, 
c'est-à-dire  de  la  vitesse  du  point  I  du  corps  solide.  Cette 
force  de  frottement  sera  donc  parallèle  à  Oj'2-  Cette  re- 
marque nous  sera  encore  utile. 

Appelons  p^  y,  r  les  composantes  de  la  rotation  in- 
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slantanëe  par  rapport  aux  axes  mobiles,  /7«,  q^^  i\  ses 
composantes  par  rapport  aux  axes  fixes;  nous  aurons  par 
les  Ibrmules  connues,  puisque  0  est  constant, 

p  =  sni0  s\ïi^  -j-t 

(i)  /     g' =  sin6  coscp -7^  j 

r/cp  d^ 

dt  dt' 

p^  =  sinO  sin<j;  —  , 

(•2)  I  g\=  —  sinOcos<{^-y-> 

d^  û  ^9 

Deux  équations  suffiront  pour  déterminer  le  mouve- 
ment*, nous  les  obtiendrons  en  exprimant  le  théorème 
des  moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport 
à  O^  et  à  0^4;  nous  pourrions  remplacer  cette  der- 
nière équation  par  l'équation  des  forces  vives,  mais  en 
vue  du  cas  du  frottement,  il  est  plus  commode  de  pro- 
céder ainsi  que  nous  venons  de  le  dire. 

Quand  on  néglige  les  résistances  passives,  toutes  les 
forces  rencontrent  Taxe  Oz  ;  Téquationdes  moments  par 
rapport  à  cet  axe  sera  donc 

dr 

dt  ' 

d'où 

(3)  r=:n, 


n  étant  une  constante  déterminée  par  les  conditions  ini- 
tiales. Pour  écrire  la  seconde  équation, nous  avons  besoin 
du  moment  du  poids  M  g  par  rapport  à  Oz^  ;  car  si  nous 
appelons  N  ce  moment,  l'équation,  après  des  réductions 
Ann.  de  Mathéniat.,  3*  série,  t.  XIII.  (Novembre  1894.)       02 
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faciles,  s'écrit 

|(Asin.6g+G,-cose)=N, 


OU 


(4)  Asîn«6^=N, 

puisque  r  et  6  sont  constants. 

Appelons  /  la  coordonnée  z  positive  ou  négative  du 
centre  de  gravité^  les  coordonnées  de  C  par  rapport  aux 
axes  fixes  seront,  en  grandeur  et  en  signe, 

/sinOsint}',         — /sin6cosi|^,         /cos6; 

d'autre  part,  les  composantes  de  Mg  par  rapport  aux 
mêmes  axes  sont 

M^sinX,        o,         M^cosX, 
par  suite 

N  =  M^/sin6  sinX  cos4', 

et  la  seconde  équation  est,  en  divisant  par  sinO, 

(5)  A  sinô -^-^  =  M^/sinX  cos^». 

On  peut  l'intégrer  une  première  fois  et  l'on  obtient,  en 
désignant  par  D  une  constante, 

(6)  Asin6-^=  2M^/sinX  sini}^ -f- D. 

Les  équations  (3)  et  (6)  déterminent  ç  et  4^  par  des 
quadratures. 

Calculons  maintenant  N.  Pour  cela,  considérons  le 
trièdre  0^:2 JK2^  comme  lié  au  solide;  son  déplacement 

dépend  uniquement  de  la  rotation  -j-  autour  de  Ozi  ; 

nous  allons  écrire  le  théorème  des  moments  des  quanti- 
tés de  mouvement  par  rapport  à  Oj)^2  supposée  fixe.  Il 
suffit  d'écrire  que  la  projection  sur  Oj'2  de  la  vitesse  de 
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rextrémitéde  Taxe  du  couple  résultant  des  quantités  de 
mouvement  de  tous  les  éléments  du  corps  est  égale  à 
la  somme  des  moments  de  toutes  les  forces  par  rapport 
à  cette  droite. 

Or,  d'après  une  remarque  précédente,  les  coordon- 
nées de  l'extrémité  de  Taxe  du  couple  par  rapporta 
0x2,  C)j^2>  Oz  sont 

—  A(/)  sincp -h  ^  coscp)  =  —  Asinô-~>         o        et        Gr; 

les    composantes    de    la    rotation  -—    qui   déplace  le 

trièdre  sont 

rSinO,  o,  — r  cos6: 

dt         ^  ^  dt  ' 

la  méthode  de  Bour  nous  donne  donc  comme  projection 
de  la  vitesse  sur  O/2 

—  A  sin6  cos6  -7--  -+-  G  sinOr-r-: 

df^  dt' 

reste  à  évaluer  les  moments  de  N  et  de  M^. 

Si  nous  représentons  01  par  d  et  si  nous  considérons 
N  comme  positive  quand  elle  est  dirigée  vers  l'intérieur 
de  la  surface,  le  moment  de  N  est  —  K<i.  Les  coordon- 
nées du  point  d'application  de  Mg^  par  rapport  à  0x2, 
Oj2y  Oz2  sont  o,  o,  /;  les  composantes  de  M g^  sont 
M^cos(L5  X2),  Mgf  cos(L,j2)9  Mg-cos(L, -Sa);  donc 
son  moment  par  rapporta  Oj^2  est  Mg^/cos(L, X2).  Or 
nous  avons 

cos(L,a72)  =  cos(L,a7j)  cos(a?2,a?i) 

-h  cos(L,j^i)  cos(a72îJ^i)  -+■  cos(L,-3i)  cos  (373,^1). 

Nous  avons  vu  que 

cos(L,a7i)  =  sinX,         cos(L,^i)  =  o,         cos(L,-s)  =  cosX; 

de  plus  cos  (x2 ,  ^  4  )  =  —  sin  8  5  il  suflit  donc  de  connaître 

cos(.r2,  X|  ). 
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Dans  le  trièdre  rectangle  OotoJ^iE  nous  connaissons 
deux  faces  ^oOE  =  0,  ^r,  OE  =  i|>  —  -,  de  sorte  que 


cos(a72,  Xx)  =  COS0  sinij^, 
et  enfin 

[cos(L,a72)  =  sinX  cos6  sini}^—  sin6  cosA, 

et  N  est  donné  par  l'équation 

(7)        _  A  sin6  cose^  -h  Csin6r^ 

=  —  Nû?H-  M^/(sinX  COS0  sim];  —  sinG  cosX). 

Nous  pouvons  remarquer  que  l'équation  (-j)  subsis- 
tera quand  nous  tiendrons  compte  du  frottement,  car 
la  force  de  frottement  étant  dirigée  suivant  la  tangente 
commune  au  parallèle  et  au  cercle  fixe  en  I  est  paral- 
lèle h  Oy2y  de  sorte  que  son  moment  par  rapport  à 
cette  droite  est  nul^  mais  les  équations  (3)  et  (4)  n'au- 
ront plus  lieu,  car  nous  aurons  à  tenir  compte  dans 
l'évaluation  des  moments  par  rapport  à  O^et  O^i  delà 
force  de  frottement. 

Il  est  clair  d'autre  part  que  les  équations,  dans  l'un 
et  l'autre  cas,  ne  correspondent  au  mouvement  que  tout 
autant  que  la  valeur  de  N  que  l'on  déduira  de  (7)  sera 
positive,  dans  l'hypothèse  où  nous  nous  sommes  placé 
d'un  contact  intérieur. 

Il  va  nous  être  facile  maintenant  d'établir  les  équa- 
tions du  mouvement  en  tenant  compte  du  frottement  de 
glissement. 

Soient  x,j^,  z  d'une  part,  m,  v^  w  d'autre  part,  les 
coordonnées  et  les  composantes  de  la  vitesse  du  point  I 
du  corps  solide  par  rapport  aux  axes  mobiles,  a?^, ^4, 
z^.  U\^  V\j  W\  les  quantités  correspondantes  parrapport 
aux  axes  fixes.  Nous  aurons,  d'après  des  remarques  déjà 
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faites, 

37=— psincp,  y  =  —  p  coscp,  z  =  h^ 

rri  =  R  siin}^,  j^,  =  =  Rcos^};,         zi=  h'; 

donc 


(8; 


u^=  qz  —  /y  =  coscp  (  A  sin  8  -j^  -t-  p  r  I , 
pz  =  —  sin  (p  f  /t  sin  6  -^  -h  p  r  )  ; 


ç  =  rx 


quant  à  cv,  il  est  nul,  comme  on  devait  s'y  attendre. 
De  même, 


(9) 


(  M,  =  gr,^i— r,jKi=  cosij^  f  R/'i  — /l'sinO-^ j, 

< 

I  (^1  =  Ti  iFi  —  piZi=  s'in^  (  R '*!  —  ^  sin ^  -p  ) , 


et  çvi  =  o. 

Avant  d'aller  plus  loin,  nous  voyons  que  la  vitesse 
du  point  I  est  la  valeur  absolue  de  l'une  ou  l'autre  des 
deux  expressions 

dt       ^  dt 

de  sorte  que,  en  égalant  dans  ces  deux  expressions  les 

coeificients  de  -r-  etde  -r-?  nous  avons  ces  relations  que, 

dt  dt  ^     ' 

du  reste,  la  figure  permet  d'établir  directement, 

(    p  =  RcosG  —  A' sin 6, 
(  R  =  /t  sin  6  H-  p  cos6. 

Nous  avons  p  en  fonction  de  R  et  de  h!  \  calculons 
aussi  h  en  fonction  de  ces  mêmes  quantités  ;  nous  trou- 
vons aisément 

(il)  A  =  R  sin6 -h /l'cosO. 

Ces  relations  (lo)  et  (i  i)  nous  seront  utiles. 

11  nous   est    facile    d'avoir   maintenant   les    compo- 
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sautes  X,  Y  et  X| ,  Y|  de  la  force  de  frottement  dans  les 
deux  systèmes  d'axes  (Z  el  Z|  sont  nuls). 

Posons  h  sin  0  -^  -f-  p  r  =  V,  et  appelons  (  V  )  la  valeur 

absolue  de  V^  nous   aurons,  fêlant  le  coefficient  de 

frottement, 

X  Y      _  /N 

—  u~-v    ~  (V)' 

Xi     ^    Yi     ^  /N 

-"1        -vx       (V)' 

Si  nous  appelons  K  la  quantité  positive  j^j  nous  au- 
rons donc 

X  =-  Km,         y  =— Kp, 

Xi  =  -Km,,        Y,  =  -Kp,; 

les  moments  de  cette  force  par  rapport  k  Oz  eX  h  Oz^ 

sont 

xY  — j^X  =  —  K{xv  —  yu) 

=  — Kp  /'AsinO^  -f-p/A  =— KpV, 

a?i  Yi  —  j^i  Xj  =  —  K(a7,  (^1  ~  ^1  Wi  ) 

=  — KR/^Rt,  — /l'sine^)  =-KRV, 

d'après  les  remarques  faites  plus  haut. 

Les  équations  du  mouvement  seront  donc 

C^)  iAsin^e^-HCcose^ 

dt^  dt 

=  —  KRV-4-  M^/sinX  sin 6  cosi]^. 

Si  nous  éliminons  K  entre  ces  équations  (12),  nous 
obtenons 

p  (  A  sin^ô  -r-v  -f-  G  cos6  -; M>?'/sinXsin6cosi!;  ) 

(.3)   {      ^  '^'-  "^^  ' 

dt 
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lO^     f^lîmîno'na 

dt 


dr 
Entre  les  mêmes  équations  (12),  éliminons  ^j  nous 


aurons 


A  sin'O  ^  —  mgl  sinX  sinO  costj^  =—  KV(R  —  p  cosô), 

ou,  en  nous  servant  de  (10)  et  divisant  par  sin8, 

(i4)  Asine^  —  M^/sinXcosiJ;  =~KAV. 

D'autre  part,  (i3)  peut  s'écrire,  en  tenant  compte 
des  mêmes  relations  et  divisant  encore  par  sinO, 

(i5)        pAsinô-i-j — ^^;7 pM^/sinX  cosip  =  o. 

Les  équations  (i4)  et  (i5),  quand  nous  aurons  rem- 
placé dans  la  première  K  par  sa  valeur,  seront  les  équa- 
tions !du  problème. 

Mais  K  =  ^»  donc  KV  =:±  /N,  suivant  que  V  ^  o. 

Appelons  a>  la  valeur  initiale  de  ^>  w^celle  de  --:  >  et 
posons 

Vo=  A  sinGo)  -4-  pro=  (/t  sinO  -+-  p  cos6)w  -4-  p(o', 

le  signe  de  Vq  fixera  celui  qu'on  devra  prendre  à  l'ori- 
gine. Les  équations  du  problème  seront  donc  enfin 

(16)  pA  sin6  --J-Y  —  ^^Zl 9^'^ë^  ^inX  cos<)^  =  o, 

A  sin6-7~  —  MWsinX  cosil 

dt^  ^ 

(17)  /       ==F-^rAsin0cos6^-Csiner^ 
^  ^'     ^  dy  dt^  dt 


M^/(sinX  cos6  sinij/  —  sin6  cosX)    , 


avec  le   signe   —   ou  le   signe    +    dans    (17)    suivant 
qur  V„  sera  >>  o  ou  <;  o. 
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avec 

H  =  p  A  sinOo)  —  C/i/'o=  p  A  sin6a)  —  C  A(o>'-f-  co  cosO). 

Nous  eu  déduisons 

pAsine^  -H 

'■= G7Î ' 

eJ  (20)  devient,  après  des  réductious  simples, 

Or  nous  avons  vu  que 

h  =  Rsin  0  -\-  A'cosô, 

p  =  R  cos  6  —  /i'  sin  6  ; 
donc 

h  cos  6  —  p  sin  6  =  h', 

el  enfin  Téquation  à  intégrer  devient 

,^____y^/AA;^ii^\ 
\^  dt^-     d\  h    dt^^  h  dt^  ^^7 

{  -~'d'\dï)' 

F  (  -^  j  étant  le  trinôme  entre  parenthèses. 

On  pourrait  l'intégrer  complètement,  mais  il  est 
plus  commode  de  discuter  sans  effectuer  Tintégration. 

/  peut  être  positif  ou  négatif;  nous  le  supposerons 
positif  pour  fixer  les  idées.  Alors  toutes  les  lettres  qui 
entrent  dans  Téquation  sont  des  quantités  positives, 
sauf  H,  qui  pourra  avoir  les  deux  signes,  suivant  les  cir- 
constances initiales. 

La  valeur  initiale  de  N  étant  supposée  positive,  F(cl)) 

j  ^^'l'  ^  d^ 

est  >-  o,  de  sorte  que,  pour  f  =  o,  -—  est  <<  o,  et  -j^ 

décroît  à  partir  de  w. 

Soit  (O,  la  valeur  de  -—  qui  annulerait  le  glissement, 


(  455  ) 
c*est-à-dire  pour  laquelle  V  serait  nul.  Si  to\  et  r\  sont 

les  valeurs  correspondantes  de  •—■  et  de  r,  nous  aurons 

h  sinOcoi-h  pri  =  o, 

p  A  sinOo>i —  Chri  =  H, 
d'où 

^^^^  "*"*""  (GA24-Ap2)sine' 

et  to^  a  le  signe  de  H. 

Remarquant  que  a)|  doit  être  égal  à  a>  sîVo=ro,  il 
est  naturel  de  calculer  wi  —  to.  En  remplaçant  H  par 
sa  valeur  p  AsinOo)  —  CA(o>'-h  wcosO),  on  trouve  sans 
difGculté 


(23)  Wi O)  = 


GAV, 


(CA«-hAp«)sine 


tOi  —  o)  est  donc  de  signe  contraire  à  Vq,  c'est-à-dire 
qu'il  est  négatif  dans  le  cas  présent,  puisque  nous  avons 
supposé  Vo]>  o  et  a>i  <^  a>. 

Dès  lors,  si  H>  o,  a><  et  a  fortiori  (o  sont  positifs, 

-~  décroîtra  de  co  à  o>i ,  atteindra  cette  valeur  après  un 

temps  finî  qu'il  serait  facile  de  calculer;  pendant  ce 

temps,  le  irinome  Ff  ^  )  reste  positif  et  le  corps  presse 

toujours  sur  le  cercle.  Quand  -X  devient  égal  à  a>|,  X 

et  Y  s'annulent,  le  mouvement  devient  un  roulement 
sans  glissement,  et,  comme  nous  négligeons  le  frotte- 
ment de  roulement,  ce  roulement  se  continuera  indéfi- 
niment avec  une  vitesse  constante.  Avant  de  passer  au 
cas  où  H  serait  -<  o,  nous  pouvons  démontrer  que  le 
roulement  que  nous  venons  d'obtenir  est  un  roulement 
stable.  Pour  cela,  supposons  Vo  •<  o,  mais  H>>05 
alors,  dans  (21),  nous  devons  prendre  le  second  membre 
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avec  le  signe   +,  de  sorte   que  -^-  eroîl^  (^3)   montre 

que  o)j  >-  a>;  dès  lors,  si  to  >>  o,  comme  F(  -^  )  ne  s'an- 
nule pour  aucune  valeur  positive  de  -j-y  cette  dernière 

croîtra  de  a>  à  Wi  et  nous  aurons  encore  un  roulement 
au  bout  d'un  temps  fini. 

Ccîla  posé,  revenons  au  cas  précédent  el  supposant 

que  -j-  a  atteint  la  valeur  (o<,  de  sorte  que  le  mouve- 
ment est  devenu  un  roulement,  donnons  à  -r-  et  v  des 

'  dt       ai 

valeurs  to, -h  e,  to^  -h  e',  £  et  e'  étant  des  quantités  de 
signes  quelconques  aussi  petites  que  l*on  voudra;  il  est 
clair  que  H  n'aura  pas  changé  de  higne.  Si  la  petite  vi- 
tesse de  glissement  que  nous  avons  communiquée  au 
corps  est  >>  o,  le  premier  raisonnement  nous  montre 
que  le  mouvement  redeviendra  très  rapidement  un  rou- 
lement, et  le  second  montre  de  même  qu'il  en  sera  en- 
core ainsi  si  la  vitesse  est  négative.  Le  roulement  est 
donc  stable. 

Revenons  maintenant  à  Thypotlièse  VoI>  o,  mais  sup- 
posons H  <^  o  ;  alors  o)|  est  encore  <^  (o,  mais  il  est  né- 
gatif;  si  a)<^  o,  comme  ^\-yi)  "t^  s'annule  en  ce  cas 

pour  aucune  valeur  négative  de  -^j  cette  dernière  dé- 
croîtra encore  de  a>  à  tO|  et  l'on  obtiendra  un  roulement; 

77^  ) 
a  ses  racines  imaginaires  ou  si,  ces  racines  étant  réelles 
et,  par  suite,  positives,  tu  est  inférieur  à  la  plus  petite: 
mais  les  choses  peuvent  se  présenter  autrement  :  co  ne 

peut  être  compris  entre  les  racines  iù^  ^-^  ^*^3  ^^  ^^(  Ty  )  ' 
mais    il   pourrait  être  supérieur  à  la  plus  grande  W3  ; 
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alors  -^  décroîtrait  de  (o  à  0)3  ;  la  forme  de  l'ëquation 

différentielle  montre  du  reste  que  -~  ne  pourrait  deve- 
nir égal  à  W3  qu'après  un  temps  infini  ;  le  corps  tendrait 
donc  vers  une  position  limite  pour  laquelle  il  n'exerce- 
rait plus  de  pression  sur  le  cercle,  mais  n'atteindrait 
jamais  cette  position.  Le  glissement  persisterait  tou- 
jours. Il  est  facile  de  voir,  du  reste,  que  le  corps  accom- 
plirait une  infinité  de  révolutions  autoui'de  la  verticale, 
car  nous  aurions  toujours 

par  suite 

serait  une  fonction  croissante  avec  le  temps;  et,  comme 
elle  s'annule  pour  ^  =  o,  on  aurait  constamment 

^  — 'to~w3^>o, 

ce  qui  prouve  que  ^  pourrait  augmenter  indéfiniment. 

Il  reste  à  voir  que  ce  cas  peut  se  présenter. 

Les  inégalités  auxquelles  les  constantes  de  la  question 
devront  satisfaire  sont  les  suivantes  : 

10  >o, 

.   h!    .       (pA  sin6  —  C/t  cos6)a)  —  CAw'  __    ,^ 

A  -p  a>2  -4-  ^ j 10  -h  M^/  >  o, 

Il  ri 

(pA  sin6  —  CAcos0)o)  —  CA(o'<  o, 

[(pAsinô  — CAcose)w  — G/i(o']î— 4AM^/M'>o, 

(  '2  A  /l' H-  p  A  sin  6  —  G  A  cos  0)(o  —  CAw'>o. 

Si  nous  remplaçons  dans  la  seconde  et  la  cinquième 
//  par  sa  valeur  //  cos 6  —  p  sinO,  elles  deviennent 

(A  —  G)  cosGo)»—  G(ow'4-  ^\gl  >  o, 
[(2A  — G)Acose  —  pAsinO](o  — GA(o'>o. 

Or  nous  nouvons  supposer  A  >  C  et  0  aussi  petit  que 
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nous  voudrons  pourvu  qu'il  ue  soit  pas  nul  ;  alors  il  de- 
vient évident  qu'on  peut  satisfaire  aux  inégalités  en 
prenant  co'  négatif  et  co  positif  suffisamment  grand. 
Dans  ces  conditions,  nous  aurons  un  mouvement  dans 
lequel  le  glissement  ne  s'annulera  jamais. 

Le  cas  où  Vo<^  o  se  discuterait  de  la  même  manière 
et  présenterait  des  circonstances  analogues. 

Nous  allons  terminer  par  l'étude  d'un  cas  particulier 
intéressant,  celui  où  A'=  o.  Ce  cas  aurait  une  réalisa- 
lion  simple  par  un  cercle  tournant  autour  de  son  som- 
met et  roulant  sur  un  cercle  horizontal  ayant  pour  centre 
le  sommet  et  au-dessus  duquel  il  serait  placé,  d devenant 
égal  à  R,  l'équation  sera 

suivant  que  V  sera  ]>  ou  -<  o.  Supposons  d'abord  V  >>  o, 
c'est-.î-dire  que  nous  prenions  le  signe  — .  Les  formules 
(23)  et  (24)  qui  donnent  a>|  et  iù^  —  a>  subsistent  et 
montrent  que  a><  <  a>. 

Si  H  >  o,  -~  qui  décroît  est  >>  o,  car  il  est  supérieur 

à  (O,  qui  est  lui-même  positif;  quand  il  arrive  à  la  valeur 
a>i,le  mouvement  devient  un  roulement  sans  glisse- 
ment. 

H 

Si  H  <  o  mais  t-  w  H-  Mgl  >>  o,  Wj  est  <;  o  ;  d'autre 
part,  V- W|  H- M^/>>  o,  d'après  la  formule  (aS)  qui 
donne  (0|  ;  -^  peut  donc  décroître  de  co  à  a>|,  sans  que 

le  corps  cesse  de  presser  sur  le  cercle;  quand  -^  devient 

égal  à  tO|,  le  mouvement  devient  un  roulement  sans  glis- 
sement. 
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Si  H  =  o,  la  seule  diCTéreiice  est  que  tOi  =  o  ;  pendant 
que  le  corps  glisse,  on  a 

^  dt^  -       R  ^^^' 

c'est-à-dire  que  Tangle  if  varie  pour  ainsi  dire  d'une  fa- 
çon uniformément  accélérée,  suivant  la  formule 

A(d;—  ilo)  =— •^— „-5 î  _^  Aa>^. 

Nous  verrions  de  même  que,  quand  Vo<^o,  le  mou- 
vement devient  un  roulement  sans  glissement. 

Remarquons  que,  dans  les  deux  cas,  si  Ton  suppose 
H  =  o,  le  corps  tend  vers  une  position  limite  pour  la- 
quelle on  a 

M  do 

— r  =  o,  -7-  =  o, 

dt         '  dt         ' 

et  dans  laquelle  il  demeurera  par  suite  en  repos.  Il  atteint 
du  reste  cette  position  limite  après  un  temps  fini  et  fa- 
cile à  calculer. 

Les  intégrales,  quand  A'=  o,  se  présentent  sous 
une  forme  simple  qui  se  prête  facilement  au  calcul,  et 
même  à  la  discussion. 

En  supposant  encore  Vo>  o,  l'équation  s'écrit 

rfy.      /H  d^  ^      fhUgl 
dt^        kK   dt  .  AH     ' 

On  en  déduit 

d^  hUgl      ^   -^t 

dt-  H      ^"'^ 

K  étant  une  constante  déterminée  par  l'équation 
de  sorte  que 
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et 

Supposant  par  exemple  H  >  o,  calculons  le  temps  t 
pendant  lequel  le  corps  glissera.  11  sera  donné  par  Téq na- 
tion 

hUgf       I         h^\gl\    -^ 

ou 

AH,       "-^'^-ÏT 

^  =  7h'^^ -^,v 

->  loi-hh—^ 

et  Ton  voit  que  Test  bien  positif,  car  nous  savons  que  w,, 
dont  nous  avons  la  valeur,  est  <^  co  et  ils  sont  positifs 
tous  les  deux. 

Si  H  est  <  o,  nous  supposons  que 

Hw  4-  /iM^/>o, 

et,  comme  o),  est  <<  a>,  il  est  clair  que 

Or  ici  nous  aurons 

et  comme  H  <  o,  cette  équation  fournit  bien  une  valeur 
positive  pour  t. 

Nous  verrions  de  même  le  cas  où  Vo  <C  o. 

Bemarque,  —  Nous  avons  vu  que  la  composante 
normale  de  la  pression  que  le  corps  exerce  sur  le  cercle 
au  point  de  contact  est  indéterminée,  son  moment  seul 
par  rapport  au  point  fixe  entrant  dans  les  équations. 
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Cette  indétermination,  purement  mathématique,  est 
du  genre  de  celle  qu'on  rencontre  dans  le  mouvement 
d'un  solide  autour  d'un  axe  fixe.  Nous  avons  supposé  la 
pression  effectuée  perpendiculaire  à  la  droite  d'appui 
OI;  mais  les  équations  conserveraient  leur  forme  et  les 
résultats  que  nous  en  avons  déduits  subsisteraient  si  la 
direction  de  cette  pression,  sans  être  perpendiculaire  à 
OI,  faisait  avec  cette  droite  un  angle  constant.  Il  ne 
saurait  en  être  autrement  si,  en  supposant  que  la  direc- 
tion de  cette  pression  ne  dépend  que  des  corps  au  con- 
tact, la  vitesse  de  glissement  était  constante.  L'hypo- 
thèse faite  revient  donc  à  supposer  que  cette  direction 
est  indépendante  de  la  vitesse  de  glissement,  ce  qui  est 
conforme  h  la  théorie  du  frottement. 

Si  nous  supposons  que  la  surface  qui  limite  le  corps 
est  une  surface  convexe,  elle  pourra  être  considérée 
comme  roulant  à  l'intérieur  d'un  cône  de  révolution 
ayant  pour  base  le  cercle  R  et  pour  sommet  le  point 
commun  où  les  plans  tangents  à  la  surface  aux  points  I 
de  contact  successifs  rencontrent  Taxe  Ozi  de  ce  cercle. 
On  pourrait  supposer  N  normale  à  ce  cône,  mais  il  y 
aurait  un  cas  d'exception,  celui  où  01  serait  normale  à 
la  surface,  et  où  cette  dernière,  dans  le  voisinage  du 
point  I,  serait  extérieure  à  la  sphère  de  rayon  01.  Car 
dans  ce  cas,  avec  l'hypothèse  faite,  le  moment  de  la  réac- 
tion N  serait  toujours  nul  et,  si  l'on  négligeait  le  frotte- 
ment, le  corps  devrait  toujours  se  mouvoir  comme  s'il 
était  simplement  fixé  par  le  point  O,  ce  qui  est  impos- 
sible. 
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AUGUSTE  CONTE  EXAMINATEUR  DADMISSIM 
A  L ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  (M; 

Par  m.  Pierre  LAFFITE, 
Professeur  au  Collège  de  France. 


EXAMENS  DE  RENNES. 

DavikL}  19  ans  (de  9'*4o™  à  ii*'4o°). 

1°  Quadrature  d'un  décagone  régulier. 

Dikcriiiinant  d^abord  convenablement  le  rayon  circonscrit, 
il  lo  prend  ensuite  pour  l'inscrit  dans  l'estimation  de  Taire: 
mois  il  rectifie  cette  erreur  sur  avertissement  et  en  commet 
toutefois  de  nouvelles  dans  l'évaluation  finale  évidemment 
absurde.  Dans  la  revision  il  ne  donne  aucun  signe  die  sagacité. 
(  Indifferently,) 

a*  Aire  de  la  sphère. 

Exposition  convenable  de  la  démonstration,  en  faisant  assez 
bien  ressortir,  sur  interpellation,  le  véritable  esprit  de  la 
méthode.  Il  en  déduit  bien  la  conversion  graphique  d'un  globe 
on  cercle  et  en  mappemonde.  (  WelL) 

Invité  d'évaluer  la  population  terrestre  à  1000  habitants  par 
lieue  quarrée,  il  effectue  très  bien  toutes  les  parties  de  Topé- 
ration,  en  fixant  assez  bien,  quoique  péniblement,  le  vrai  degré 
de  précision  obtenu.  (  Well.) 

'i^  Dimensions  d'une  chaudière  cylindrique  d'après  son 
volume  et  sa  surface. 

Il  forme  très  bien  l'équation  au  rayon.  Il  l'analyse  imparfai- 
tement mais  avec  intelligence  et  assez  bien  en  harmonie  avec 
la  question  et  sépare  bien  les  deux  cas  par  la  formule  ordi- 
naire de  réalité.  Invité  à  déterminer  les  dimensions  de  la  chau- 
dière maximum,  il  aperçoit  par  cette  formule  la  liaison  de  ce 
cas  avec  celui  des  racines  égales;  il  en  déduit  bien  ensuite, 


(*)    Voir  même  Tome,  p.  65,  ir3cl  l\oo. 
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mais  avec  hésitation,  la  détermination  proposée,  d'une  manière 
toutefois  trop  pénible  et  confuse.  (  Well.) 
4*  Construction  de  l'équation  précédente 

g 
/p^  —  a'rr -t- -  6^  =  o. 

Il  emploie  d'abord  deux  paraboles,  qu'il  construit  pénible- 
ment et  avec  hésitation,  mais  d'une  manière  assez  intelligente, 
sans  profiter  toutefois  heureusement  des  circonstances  pour 
simplifîer  le  tracé.  Il  ne  peut  placer  nettement  les  deux  courbes 
en  harmonie  avec  la  question.  {Indlfferently ,) 

5**  Hyperbole  par  i  directricCy  i  asymptote  et  i  tangente. 

Prenant  pour  un  axe  la  directrice  et  l'origine  sur  l'asym- 
ptote, il  formule  assez  bien,  mais  sur  avertissement,  les  condi- 
tions de  la  directrice,  et  spontanément  celles  de  l'asymptote 
et  de  la  tangente.  {Enough  well.) 

Il  analyse  imparfaitement,  mais  avec  intelligence,  les  divers 
cas  d'impossibilité  et  ne  reconnaît  pas  leur  vrai  symptôme 
algébrique.  (  Weakly.) 

Interpellé  sur  le  lieu  du  foyer  en  supprimant  la  tangente,  il 
le  reconnaît  très  péniblement,  mais  avec  justesse.  {Enough 
well.) 

Ce  candidat  a  un  assez  bon  esprit,  quoique  lent  et  diffus,  et 
une  instruction  assez  rationnelle  pour  être  hautement  admis- 
sible. (A  balancer  probablement  avec  Sers  et  Anisson  Dupéron, 
mais  plus  près  de  ce  dernier.  (-+-  ou  -h  -h.) 

Dk  Khor,  20  ans  (de  i  i**4o™  à  i*'35'"). 

1°  Théorème  de  Pythagore. 

Exposition  banale  de  la  démonstration  dont  il  ne  peut,  sur 
interpellation,  faire  convenablement  ressortir  le  nœud.  (  Very 
weakly.) 

Il  étend  assez  bien  le  théorème  aux  polygones  semblables  et 
ensuite  aux  cercles.  Il  indique  assez  bien  la  condition  relative 
aux  ellipses,  mais  sans  la  justifier  assez  nettement,  même  a  poS' 
teriori.  A  l'égard  des  paraboles,  quoiqu'il  sache  leur  simili- 
tude nécessaire,  il  ne  peut  décider  la  question.  (  Weakly.) 

2°  Équilibre  d'un  poids  soutenu  par  deux  points  sur 
deux  plans  inclinés. 

Exposition  intelligente  des  deux  conditions  générales,  ana- 
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lyse  pénible  mais  judicieuse  des  différents  cas,  estimation  cor- 
recte des  pressions  et  détermination  pénible  mais  exacte  de 
l'inclinaison  relative  au  minimum  de  chaque  pression.  (  Well.) 

Situation  d^équilibre  d'un  triangle  équildtéraL 

Après  une  longue  hésitation  et  divers  essais  hasardés,  il  ne 
peut  concevoir  aucun  principe  de  solution.  {Badly.) 

3**  Discussion  de  la  courbe  y^  —  a?*  =  i. 

Il  discute  très  bien  l'ordonnée.  Pour  la  tangente,  il  veut 
d'abord  différencier;  mais,  rappelé  à  l'ordre  officiel,  il  a  peine 
à  établir  la  règle  élémentaire  des  tangentes,  à  laquelle  il  finit 
cependant  par  arriver.  Il  discute  la  tangente  avec  quelque 
intelligence,  mais  avec  confusion  et  incertitude;  il  trouve  assez 
bien  Tasymptote  et  la  vérifie  lourdement  :  finalement^  il  a  très 
péniblement  reconnu  la  vraie  forme.  (Near  about  well.) 

Ce  candidat  n'est  que  strictement  admissible,  quoique  son 
esprit  ne  manque  pas  de  justesse  et  que  son  instruction  paraisse 
mieux  comprise  que  chez  le  vulgaire  des  candidats  de  Paris. 
(A  balancer  probablement  avec  La  JVIonneraye  ou  très  peu  au- 
dessus,  (-h). 

Rocher,  19  ans  (de  5"  à  6''45™). 

1°  Aire  de  la  zone  tempérée  en  hectares. 

Il  prend  une  marche  très  compliquée  pour  évaluer  la  hau- 
teur, et  ne  peut  aboutir  d'abord  qu'à  une  identité.  Toutefois, 
il  change  spontanément  de  marche,  et  parvient  au  résultat, 
quoique  péniblement,  sauf  la  transformation  trigonométrique 
qu'il  ne  peut  point  accomplir.  11  ne  peut  non  plus  estimer  le 
rayon  en  mètres.  (  Weakly.) 

2°  Point  dont  la  somme  des  distances  à  trois  autres  est 
la  moindre. 

Traitant  la  question  analytiquement,  il  ne  reconnaît  pas  la 
difficulté  relative  aux  deux  variables  indépendantes  et  procède 
comme  pour  une.  Formellement  averti  de  cette  fausse  marche, 
il  change  de  méthode  et  cherche  une  détermination  directe; 
mais  il  ne  présente,  après  de  longs  essais,  aucune  idée  véritable 
de  solution.  (  Weakly.) 

3°  Doctrine  des  combinaisons. 

Il  expose  très  bien  une  détermination  directe  de  la  formule 
des  combinaisons.  (  Very  well.) 

Invité  à  énumérer  les  mots  de  quatre  consonnes  et  trois 
voyelles,  il  finit  par  y  parvenir  très  bien  ;  pour  exclure  ceux 
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OÙ  les  quatre  consonnes  se  suivent,  il  y  parvient  aussi,  quoique 
péniblement,  avec  une  véritable  sagacité.  (  Very  well.) 

4**  Théorie  de  l'équation  au  quarré  des  différences. 

Exposition  intelligente  de  la  théorie  ordinaire,  mais  pénible 
et  imparfaite  sur  les  inductions  de  l'état  des  signes  de  la  trans- 
formée envers  les  racines  de  la  proposée.  (Enough  well.) 

Interpellé  si  toute  équation  est  propre  à  être  au  quarré  des 
différences  d'une  certaine  autre  primitive,  il  ne  croit  à  la 
nécessité  d'aucune  condition.  (Weakly.) 

5°  Lieu  des  sommets  des  paraboles  ayant  le  même  foyer 
et  une  tangente  commune. 

Prenant  pour  axes  la  tangente  et  la  perpendiculaire  du 
foyer,  il  ne  peut  former  nettement  l'équation  du  système, 
faute  de  conception  assez  large  du  foyer.  (  Very  weakly.) 

Invité  à  fixer  a  priori  la  nature  de  ce  lieu,  il  discute  gra- 
duellement avec  beaucoup  de  justesse  les  caractères  prélimi- 
naires de  cette  courbe,  mais  il  ne  croit  pouvoir  opérer  la 
détermination  précise  que  par  la  supposition  gratuite  que  la 
courbe  doit  être  du  second  degré,  auquel  cas  il  ne  sait  même 
accomplir  nettement  la  solution.  (Imperfectly,  but  well.) 

6°  Équilibre  d'un  poids  sur  un  plan. 

Explication  très  pénible,  mais  finalement  juste,  des  deux 
conditions  générales.  Il  estime  assez  judicieusement  les  modi- 
fications relatives  au  frottement.  Invité  à  fixer  le  maximum 
d'inclinaison  ainsi  compatible  avec  l'équilibre,  il  finit  par  y 
parvenir  très  bien.  (  Well.) 

Très  judicieux,  quoique  peu  sagace,  mais  fort  mal  enseigné, 
il  est  cependant  admissible,  bien  qu'il  fût  dans  son  intérêt 
d'attendre  encore  un  an,  s'il  devait  être  en  meilleures  mains,  (n-). 

EXAMENS  D'ANGOULÊME. 

MoNTAGUT,  19  ans  (de  lo*^  à  11^). 

1°  Simplification  des  fractions  numériques. 

Exposition  imparfaite  mais  intelligente  du  principe  et  plus 
convenable  de  la  recherche  du  diviseur  maximum.  Invité  à 
hâter  la  production  générale  du  symptôme  d'irréductibilité, 
il  indique  fort  bien  et  d'une  manière  qui  semble  spontanée 
la  faculté  de  diviser  par  excès  comme  par  défaut;  mais  il  en 
déduit  d'abord  très  mal  la  limite  générale  du  nombre  des  divi- 
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sions;  cl  quoiqu'il  se  rectifie  ensuite  à  cet  égard  en  général,  il 
ne  voit  pas  la  formulation  du  nombre  cherché.  {Near  about 
welL) 
a°  Aire  d*un  triangle  diaprés  ses  côtés. 
II  calcule  bien,  à  l'ordinaire,  la  hauteur,  et  puis  Taire,  sans 
trop  motiver  les  transformations  successives.  Il  en  déduit  trop 
péniblement,  mais  avec  justesse,  le  cas  de  la  rationalité,  qui  le 
conduit  au  triangle  rectangle,  et  il  finit  même  par  apercevoir 
incomplètement  quelques  autres  triangles.  {Enough  welL) 

Invité  à  y  chercher  le  maximum  des  isopérimètres,  il  le  fait 
assez  bien.  (  WelL) 

(Il  demande  ici  à  suspendre  l'examen,  à  cause  de  son  état 
subit  de  maladie.) 

(L'examen  est  repris  le  lendemain,  à  g^So™  matin.) 
3<»  Equilibre  d*un  poids  sur  ua  plan  résistant. 
Il  analyse  avec  intelligence  les  conditions  générales  de  cet 
équilibre,  ainsi  que  les  aperçus  généraux  relatifs  à  la  stabilité. 
II  explique  fort  judicieusement  les  modifications  réelles  tenant 
au  frottement,   et  en  déduit  bien,  quoique  avec    un    peu   de 
confusion,  le  plus  grand  escarpement  compatible  avec  Téqui- 
libre.  (  Very  well.) 
4°  Dimensions  d'un  bol  d'après  son  uolunie  et  sa  surface. 
Il  forme  bien  l'équation  relative  à  la  hauteur 

x^  —  -=  m^x  -h  -  p3  =  o. 
5  5 

Il  l'analyse  immédiatement  par  la  condition  de  réalité,  mais  il 
hésite  beaucoup  pour  prononcer  sur  le  signe  nécessaire  des 
racines,  sans  penser  même  à  Descartes,  ni  aux  lois  fondamen- 
tales de  composition  :  il  ne  s'en  tire  que  par  des  substitutions. 
Invité  à  se  prononcer  si  alors  les  deux  racines  satisfont  à  la 

condition  de  la  hauteur  moindre  que  le  diamètre  (ce  qu'il  ré- 
duit bien  ky  <  —  1  j  il  la  transforme  en  x  <,  m^  et  ne  croit  pas 

d'abord  pouvoir  prononcer  sans  résoudre  l'équation:  cependant, 
sommé  d'insister,  il  pense  à  substituer  //i,  et  trouve  que  la 
vérification  n'est  pas  la  suite  toujours  nécessaire  de  la  condi- 
tion de  réalité.  Il  concilie  vaguement  cette  analyse  avec  la 
question  et  ne  voit  pas  bien  si,  par  sa  nature,  le  problème  doit, 
en  cas  de  possibilité,  admettre  3  solutions  ou  2.  Invité  enfin  à 
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déduire  les  dimensions  du  bol  maximum,  il  perd  de  vue  son 
analyse  antérieure;  cependant,  en  se  ravisant,  il  explique  fort 
bien  que  ce  cas  correspond  à  une  racine  double.  Mais,  une  fois 
là,  il  ne  croit  pas  pouvoir  évaluer  l'inconnue  autrement  que  par 
l'application  des  règles  de  résolution  numérique  des  équations, 
en  cherchant  d'abord  les  racines  commensurables  et  ensuite 
les  incommensurables.  {Moderately). 

^"^  Lieu  du  sommet  d* une  parabole  invariable  tangente 
à  un' angle  droit  fixe. 

Après  avoir  bien  formulé  les  deux  contacts,  il  pense,  après 
avertissement,  à  exprimer  l'invariabilité  en  formulant  la  con- 
stance de  la  distance  du  foyer  au  sommet.  Pour  formuler  ce 
caractère,  il  procède  d'après  la  théorie  rationnelle  des  foyers 
qu'il  parait  bien  comprendre;  il  choisit  ensuite,  à  l'égard  du 
sommet,  le  caractère  que  la  tangente  y  est  perpendiculaire  à  la 
ligne  focale  et  l'exprime  convenablement.  Il  indique  ensuite, 
d'une  manière  strictement  satisfaisante,  l'ensemble  des  opéra- 
tions qui  conduiraient  à  l'équation  du  lieu  demandé.  (Enough 
well.) 

Intelligent,  judicieux,  et  assez  bien  instruit,  il  sera  proba- 
blement très  bon  à  l'Ecole  s'il  travaille  bien.  (A  classer,  presque 
sans  doute,  entre  Tournadre  et  Sers,  en  le  balançant  avec 
Lepennec.)  (h — h). 

Alard,  i8  ans  (de  i''  à  a'^ôo™.) 

ï°  Théorème  de  Pythagore, 

Il  démontre  d'abord  par  les  lignes,  et  ensuite  par  les  aires, 
en  faisant  bien  ressortir,  mais  sur  interpellation,  le  véritable 
nœud  de  la  démonstration.  Il  étend  convenablement  le  théo- 
rème aux  polygones  semblables  et  ensuite  aux  cercles.  Inter- 
pellé sur  les  ellipses,  il  répond  fort  bien.  A  l'égard  des  seg- 
ments paraboliques  homologues,  il  répond  aussi  fort  bien  a 
posteriori  et  a  priori.  (Very  well.) 

2°  Similitude  des  sections  coniques. 

Dans  le  cas  des  ellipses,  il  en  confond  les  axes,  et  démontre 
alors  assez  bien,  par  une  comparaison  simple  des  équations,  la 
condition  de  similitude,  quoique  un  peu  trop  péniblement. 
(  Well.) 

Invité  à  prononcer,  dans  ce  dernier  cas,  si  la  seule  définition 
habituelle  de  la  parabole  ne  suffirait  pas  pour  motiver  immé- 
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diatemcDt  la  proposition,  il  paraît  soupçonner  le  principe  de 
la  théorie  générale.  Pour  m'en  assurer,  je  l'invite  à  prononcer 
sur  les  cissoïdes  de  Dioclès,  et  il  répond  malheureusement 
qu'elles  ne  sont  pas  toutes  semblables.  (  Weakly.) 

3°  Equation  de  la  cissoïde  ordinaire  d'après  la  défini- 
tion de  Dioclès, 

Il  motive  fort  rationnellement  son  choix  très  heureux  des 
axes.  Il  forme  alors  assez  simplement,  et  d'une  manière  évi- 
demment spontanée,  la  véritable  équation.  Il  discute  bien  l'or- 
donnée, pour  quelqu'un  évidemment  peu  habitué  aux  discus- 
sions de  courbe.  Il  ne  pense  point  à  discuter  la  tangente  pour 
décider  de  la  forme  de  la  courbe.  Il  imagine,  sur  mon  avertis- 
sement, la  comparaison  de  la  courbe  à  la  corde,  et  décide  très 
bien  ainsi,  sans  calcul,  par  une  considération  géométrique  fort 
simple  et  certainement  spontanée.  (  Well.) 

4**  Théorème  de  M.  Sturm, 

Il  s'attache  d'abord  à  la  partie  principale  de  l'argumentation, 
qu'il  explique  toutefois  avec  un  peu  de  confusion.  Invité  à  la 
manifester^ géométriquement,  il  finit  par  y  parvenir  pénible- 
ment avec  un  peu  d'aide.  Il  termine  ensuite  convenablement 
la  démonstration,  quoique  toujours  un  peu  péniblement. 
(  WelL) 

Il  croit  que  la  proposition  ne  s'étend  pas  au  cas  des  racines 
égales.  (  Weakljr.) 

Interpellé  d'assigner  ainsi  les  conditions  d'entière  imagina- 
rite  de  x^  -i-px  =  q^  il  indique  suffisamment  la  marche  et 
répond  avec  intelligence  sur  les  jprincipaux  incidents  de 
l'exemple.  (  Well.) 

5**  Section  conique  d'après  i  directrice  et  Z  points. 

Il  ne  produit,  après  une  longue  hésitation,  aucune  idée  nette 
de  solution,  soit  graphique,  soit  analytique,  quoique  averti 
qu'il  pourrait  choisir  indifleremment.  (  Very  weakly.) 

Intelligent  etjudicieux,  il  sera  probablement  une  utile  acqui- 
sition pour  l'École,  quoique  ayant  été  évidemment  trop  mal 
enseigné,  (h-  -h.) 

(A  classer,  presque  sans  aucun  doute,  immédiatement  après 
Sers.) 

CiiABRiER,  22  aus  (de  'i^So^  à  5"o5.) 

1°  Aire  de  la  sphère. 

Exposition  intelligente  de  la  proposition  en  faisant  ressortir, 
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mais  sur  interpellation,  le  vrai  motif  des  transformations  prin- 
cipales. Il  trouve,  sur-le-champ,  la  conversion  graphique  de  la 
sphère  en  cercle  ou  en  mappemonde.  (  Well.) 

Invité  à  évaluer  en  hectares  l'aire  de  la  zone  tempérée,  il 
finit,  après  une  longue  hésitation,  par  trouver  la  hauteur  et 
puis  l'aire  sous  la  forme  la  plus  simple,  y  compris  la  transfor- 
mation trigonométrique.  Il  évalue  bien  le  rayon  en  unités  con- 
venables et  exécute  avec  intelligence  l'ensemble  des  opérations 
numériques,  en  prenant  toutes  les  précautions  délicates  pour 
maintenir  les  erreurs  dans  le  même  sens  et  en  marquant  bien 
le  degré  d'approximation  obtenu.  (  WelL) 

7.°  Point  dont  la  somme  des  distances  à  trois  autres  est  la 

moindre. 

Il  pense  d'abord  au  centre  du  cercle  circonscrit  et  recon- 
naît presque  aussitôt  son  erreur.  Après  quelques  autres  fausses 
indications,  il  procède  analytiquement  et  s'aperçoit  toutefois 
spontanément  qu'il  n'arrivera  pas  ainsi  à  cause  de  deux 
variables  indépendantes.  L'analyse  de  cet  échec  le  conduit 
judicieusement  à  penser,  avec  un  peu  d'aide,  qu'il  doit  d'abord 
supposer  constante  l'une  des  distances.  La  question  ainsi  trans- 
formée, il  tente  encore  deux  fausses  constructions  et  ne  peut 
aboutir.  {Indifferently,) 

3°  Inscrire,  dans  une  sphère  donnée  y  un  cône  de  volume 
donné. 

Il  forme  très  bien  l'équation  à  la  hauteur  j^3  —  2  ry'^  -+-  4  a'  =  o. 
Il  cherche,  par  Sturm,  la  condition  de  réalité  en  y  commettant 
une  erreur  grave  (ôter  le  facteur  j^),  qu'il  répare  presque  aus- 
sitôt et  formule  bien  cette  condition.  En  cas  de  réalité,  il  croit 
d'abord  les  trois  racines  positives  et  se  rectifie  promptement 
en  voyant  bien  qu'elles  sont  suffisamment  petites.  Invité  à  en 
déduire  le  cône  maximum,  après  avoir  d'abord  assez  bien  con- 
cilié son  analyse  avec  la  figure,  il  hésite  excessivement  à  recon- 
naître a  posteriori  que  ce  cas  correspond  à  une  racine  double, 
et  le  voit  aussi  a  priori^  quoique  d'une  manière  un  peu  vague 
et  surtout  pénible.  D'après  ce  principe,  il  achève  convenable- 
ment l'opération  et  compare  bien  ce  cône  avec  le  cône  équila- 
téral.  (Near  about  well.) 

4°  Équilibre  d'un  poids  soutenu  par  deux  plans  inclinés. 

Il  explique  avec  intelligence,  quoique  un  peu  péniblement 
et  confusément,  les  deux  conditions  de  cet  équilibre  et  le  rap- 
port des  pressions.  Invité  à  déduire  la  situation  d'un  seul  plan 
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favorable  à  la  moindre  pression,  il  le  fait  très  bien.  (Well.) 
Invité  à   déterminer  la  situation   d'éqailibre  d^une  ellipse 

donnée,  il  regarde  judicieusement  l'ellipse  comme  donnée 
et  cherche  à  ajuster  convenablement  les  deux  tangentes.  En 
partant  avec  sagacité  d'après  la  petite  équation  de  l'ellipse,  il 
indique  très  bien  l'ensemble  de  cette  opération  difficile  de 
Géométrie  analytique.  (  Verjr  well.) 

Interpellé  enfin  de  convertir  cet  exemple  en  une  méthode 
générale  pour  une  courbe  quelconque  donnée,  il  généralise 
très  bien.  (  Very  welL) 

Intelligent  et  judicieux,  il  manifeste  une  véritable  portée, 
quoique  un  peu  brouillon  et  d'un  esprit  trop  incertain.  Il  sera 
certainement,  malgré  les  apparences,  une  bonne  acquisition 
pour  l'École  Polytechnique,  s'il  y  travaille  convenablement.  (A 
classer,  très  probablement,  entre  Widmer  et  Boutier.)(H — h.) 

Vivier,  19  ans  (de  12**  à  2"). 

1°  Triangle  dont  les  trois  côtés  de  Vaire  sont  des  nombres 
entiers  consécutifs. 

Il  forme  aisément  l'équation  convenable.  Il  la  résout  lourde- 
ment, mais  sans  erreur,  et  la  vérifie  bien.  (  WelL) 

Invité  à  poursuivre  l'analyse  algébrique  de  cette  équation, 
il  ne  pense  point  d'abord  à  profiter  de  la  racine  déjà  trouvée 
qui  réduirait  au  second  degré.  Il  la  discute  d'ailleurs  assez  rai- 
sonnablement, mais  sans  sagacité.  11  y  fait  ensuite  disparaître 
le  second  terme,  afin  d'appliquer  la  condition  de  réalité  et 
reconnaît  ainsi  que  les  autres  racines  sont  imaginaires.  Invité 
alors  à  lès  déterminer,  il  pense  enfin  à  ôter  la  racine  connue 
et  termine  bien,  {Enough  welL) 

2,°  Retour  d'une  bille  à  sa  position  initiale  après  une 
double  réflexion  sur  un  billard  circulaire. 

11  fait  d'abord  une  figure  absurde  que  je  suis  obligé  de  rec- 
tifier formellement.  Persistant,  malgré  mon  avertissement,  à 
faire  de  la  Géométrie  analytique,  il  choisit  d'ailleurs  de  bons 
axes  et  forme  bien  la  seconde  équation  au  point  d'incidence. 
Il  construit  bien,  mais  trop  machinalement,  l'hyperbole  équi- 
latère  correspondante.  Invité  à  y  constater  les  deux  vérifica- 
tions prévues  par  la  nature  du  problème,  il  exécute  pénible- 
ment celle  relative  à  la  circonférence  et  beaucoup  trop 
vaguement  celle  du  centre.  Interpellé   si   ces  deux  contrôles 
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suffisent  pour  garantir  la  justesse  générale  de  son  équation, 
il  hésite  beaucoup  et  finit  par  répondre  très  juste,  en  énonçant 
même  assez  distinctement  le  vrai  principe  général  de  la  doc- 
trine des  vérifications.  (  Well.) 

Engagé  maintenant  à  se  passer  de  son  hyperbole,  il  forme 
directement,  après  une  légère  indication,  l'équation  déterminée 
convenable  du  troisième  degré,  qu'il  discute  faiblement.  Averti 
par  moi  de  l'existence  d'une  racine  étrangère,  qu'il  n'a  pu  spon- 
tanément apercevoir,  je  suis  encore  forcé  de  la  lui  indiquer 
formellement.  Après  l'avoir  ôtée,  il  trouve  la  formule  et  y 
effectue  bien,  mais  toujours  péniblement,  les  deux  vérifications. 
(Enough  well.) 

3°  Discussion  de  la  courbe  y^  =  a:^  —  a?*. 

Il  discute  assez  bien  l'ordonnée,  et  un  peu  moins  bien  la  tan- 
gente. Il  trouve  exactement  la  vraie  figure,  et  les  points  les 
plus  remarquables,  sauf  toutefois  le  point  d'inflexion  qu'il  ne 
voit  pas  où  placer,  quoique  très  clairement  prévu  par  l'ensemble 
de  la  discussion.  (About  well.) 

4°  Équilibre  des  forces  parallèles  quelconques. 

Exposition  raisonnable,  mais  très  lourde,  des  conditions 
générales  de  cet  équilibre;  analyse  très  imparfaite  des  diffé- 
rents cas  de  gêne.  {Moderately .) 

Judicieux,  quoique  faiblement  intelligent,  assez  bien  instruit, 
et  surtout  fort  exercé  scolastiquement,  il  sera,  sans  doute,  à 
tout  prendre,  une  solide  acquisition  pour  l'Ecole.  (Entre  Le  Gor- 
reur  et  Blondeau  très  probablement.)  (-+"^-)' 


EXAMENS  DE  TOULOUSE. 

Larroque,  19  ans  (de  V"  à  4*'2o"'). 

1°  Inscrire  dans  un  triangle  donné  un  rectangle  d'aire 
donnée. 

Il  forme  très  bien  et  rapidement  l'équation  à  la  base.  Il 
explique  trop  vaguement  la  double  solution,  d'une  manière  qui 
en  indiquerait,  sur  la  figure,  trois  aussi  bien  que  deux.  Invité 
à  trouver  le  rectangle  maximum,  il  le  trouve  très  péniblement 
après  avoir  dit  d'avance  qu'il  devait  être  quarré.  {Moderately.) 

a°  Théorème  de  Pythagore. 

Exposition  vulgaire   de  la  démonstration  par  les   aires,  en 
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faisant  toutefois  bien  ressortir,  sur  interpellation,  le  nœud.  Il 
étend  bien  le  théorème  aux  polygones  semblables  et  ensuite 
aux  cercles.  Interpellé  sur  les  ellipses,» il  répond  bien  que  les 
axes  y  doivent  être  proportionnels,  et  finit  par  le  justifier 
a  posteriori.  II  répond  de  la  même  manière  à  l'égard  des  seg- 
ments paraboliques  toujours  a  posteriori.  Invité  à  prononcer 
a  priori,  il  répond  par  la  similitude. 

3°  Similitude  nécessaire  des  paraboles  ordinaires. 

Il  pose  directement  en  principe  que  cette  similitude  résulte 
nécessairement  de  la  réductibilité  à  des  équations  où  il  n'entre 
qu'un  seul  paramètre.  Invité  à  démontrer  ce  principe  en  pre- 
nant pour  texte  la  parabole,  il  fait  coïncider  les  axes  et  mal- 
heureusement les  foyers  de  deux  paraboles  quelconques,  et  ne 
peut  aboutir  qu'à  grand'peine  à  compléter  la  démonstration, 
de  manière  à  faire  croire  que  le  principe  ne  soit  chez  lui  qu'un 
vague  et  récent  ouï-dire.  (Enouffh  well.) 

4°  Discussion  de  la  courbe  y  =  x^. 

Il  discute  faiblement  l'ordonnée,  et  un  peu  mieux  la  tan- 
gente, où  il  voudrait  faire  étalage  de  différentiation.  Il  finit 
par  donner  toutefois  la  vraie  figure.  {Near  about  well.) 

Invité  à  discuter  les  intersections  rectilignes,  il  voit  d'abord 
I  intersection  au  moins  dans  tous  les  cas,  et  croit  5  au  plus, 
qu'il  finit  cependant,  d'après  Descartes,  par  réduire  à  3.  Inter- 
pellé d'assigner  la  valeur  de  a  (dans  y  =  asp  ■+-  b),  qui,  b  res- 
tant fixé,  séparerait  les  droites  à  i  intersection  et  celles  à  3, 
il  pense  aussitôt  à  la  tangente;  mais  il  a  beaucoup  de  peine  à 
formuler  la  condition  précise  du  contact,  quoique  s'y  prenant 
à  peu  près  bien.  (Enough  welL) 

5**  Lieu  des  projections  du  foyer  d'une  parabole  sur  les 
normales. 

Il  forme  bien  les  équations  préparatoires,  et  exécuterait  les 
éliminations,  mais  trop  laborieusement.  Invité  alors  à  déter- 
miner la  courbe  sans  aucun  calcul  ultérieur,  en  supposant  la 
courbe  du  second  degré,  il  reconnaît  assez  bien  que  ce  doit 
être  une  parabole,  ayant  pour  axe  celui  de  la  parabole  et  pour 
sommet  le  foyer;  pour  trouver  le  paramètre,  il  pense  heureu- 
sement à  la  normale  à  45**,  et  finit  par  s'en  bien  tirer.  (^Enough 
well.) 

G"  Parallélogramme  des  forces. 

Exposition  assez  intelligente  de  la  décomposition  tirée  des 
forces  parallèles.  Invité  à  modifier  la  construction  pour  dis- 
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peaser  du  concours  effectif,  il  trouve  bien  la  direction  et  lln- 
tensité,  mais  nullement  le  point  d'application,  (//lé^ej^ere/i^/j/*.) 

(A  balancer  très  probablement  M aurel  et  certainement  avant 
Vaisse).        H-. 

Esprit  lent  et  embarrassé,  mais  logique  et  même  sagace,  il 
vaut  beaucoup  mieux  qu^l  ne  parait;  quoique  son  instruction 
soit  un  peu  étroite,  il  réussirait  probablement  à  TÉcole. 

EXAMENS  DE  MONTPELLIER. 

SiMONNEAU,  19  ans  (de  la^'iS"  à  a^'iS"). 

1*  Simplification  des  fractions  numériques. 

Exposition  convenable  du  principe  et  de  la  méthode  du  divi- 
seur maximum.  Invité  à  hâter  la  production  du  symptôme 
d'irréductibilité,  il  proclame  immédiatement  (mais  sans  spon- 
tanéité probablement)  la  faculté  de  diviser  par  excès;  mais  il 
fixe  très  mal  ainsi  la  limite  du  nombre  des  opérations  (le  quart 
du  diviseur),  et,  quoique  averti,  il  persiste  à  confondre  tou- 
jours le  décroissement  par  équidifférence  à  celui  par  équi- 
qnotient.  {Near  about  welL) 

Il  explique  très  bien  les  abréviations  propres  aux  décimales. 
(  Very  well.) 

Invité  à  simplifier  ultérieurement,  en  n'altérant  que  fort  peu 
et  à  un  degré  donné,  il  pense  aussitôt  aux  fractions  continues, 
mais  s'en  sert  fort  mal.  (  Weakljr.) 

7^  Bissection  d'un  hémisphère, 

W  forme  bien  l'équation  à  la  hauteur  a?' —  3ra?'-i-  r*  =  o.  Il 
la  discute  en  appliquant  la  condition  ordinaire  de  réalité,  après 

avoir  heureusement  changé  x  qh  -  pour  faire  disparaître  le 

second  terme  :  il  assigne  bien  d'ailleurs  les  signes  des  racines. 
Il  pense  d'ailleurs  spontanément  à  s'assurer  très  simplement, 
par  la  seule  substitution  de  r,  que  l'une  des  racines  positives 
est  trop  grande  pour  la  question.  Invité  à  approcher  de  la 

vraie  valeur,  il  prend  pour  inconnue  ->  et  y  applique  conve- 
nablement les  fractions  continues.  (  WelL) 

3°  Construction  de  V équation  précédente. 

Il  y  emploie  la  parabole  x^  =  ry,  et  l'hyperbole  correspon- 
dante, qu'il  construit  bien  toutes  deux.  Il  montre  fort  bien,  et 

Ann.de  Mathémat.,  3' série,  t.  XIII.  (Décembre  189^.)      34 


(474) 

par  la  voie  la  plus  simple,  la  concordance  de  la  figure  avec 
l'analyse  algébrique  précédente.  (  Very  well.) 

Invité  à  remplacer  son  hyperbole  par  un  cercle,  il  signale 
aussitôt  rimpossibilité  de  le  faire  sans  élever  le  degré  d'une 
unité.  Une  première  tentative  inutile  l'engage  à  prononcer  que 
cette  substitution  ne  peut  se  faire,  et  il  y  persiste  malgré  la 
discussion  analytique  et  géométrique.  (  Weakly.) 

4°  Lieu  des  sommets  des  paraboles  ayant  même  foyer  et 
un  point  commun. 

Employant  comme  auxiliaire  l'équation  de  la  directrice,  il 
forme  très  bien  l'équation  du  système.  Il  cherche  ensuite  les 
coordonnées  du  sommet  pour  en  trouver  la  relation,  comme 
point  sur  le  diamètre  à  cordes  rectangulaires  ;  il  exécute  d'ail- 
leurs avec  intelligence  ce  plan  trop  compliqué  de  calcul,  et 
indique  bien  le  mode  de  formation  analytique  du  lieu.  (  TVelL) 

Invité  à  construire  directement  la  courbe  par  points,  il  le 
fait  très  bien,  et  en  déduit,  sur  interpellation,  l'équation  du 
lieu.  (  Well.) 

Invité  enfin  à  indiquer,  par  cette  construction,  la  figure 
générale  de  la  courbe,  il  le  fait  assez  bien,  mais  sans  rien  de 
saillant,  et  ne  peut  assigner  que  très  péniblement  sa  tangente 
aux  points  principaux.  (Near  about  well.) 

5"  Équilibre  d* un  poids  soutenu  par  deux  plans  inclinés. 

Explication  convenable,  quoique  d'abord  un  peu  confuse, 
des  conditions  générales  et  du  calcul  des  pressions;  il  en 
déduit  bien  la  direction  propre  à  la  moindre  pression  isolée 
sur  chaque  plan.  (  Well.) 

Invité  à  trouver  la  situation  d'équilibre  d'un  triangle  équi- 
latéral,  il  présente  un  aperçu  trop  compliqué,  et  d'ailleurs 
incomplet,  de  solution  trigonométrique,  qui  témoigne  cepen- 
dant de  l'intelligence.  (Moderately.) 

Judicieux  et  intelligent,  quoique  trop  porté  à  calculer  sans 
réflexion,  et  d'ailleurs  fort  instruit,  il  sera  une  bonne  acqui-> 
sition  pour  l'Ecole  (4-  -h). 

(A  classer,  presque  sans  aucun  doute,  entre  Doutres  et 
Tournadre). 

Bonnet,  i8  ans  (de  l'^iS"  à  4*»  15"). 

1**  Inscrire  un  quarré  dans  un  triangle. 

Il  expose  bien  la  construction  ordinaire.  Invité  à  classer  les 
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trois  quarrés,  il  répond,  d'une  manière  évidemment  préparée, 
que  cet  ordre  est  inverse  de  celui  des  côtés.  (  WelL) 

a*  Retour  d'une  bille  à  sa  position  initiale  après  deux 
réflexions  consécutives  sur  un  billard  circulaire. 

Prenant  pour  inconnues  les  coordonnées  du  point  d'inci- 
dence, il  forme  leur  équation  et  détermine  bien  l'hyperbole 
correspondante,  sans  s'apercevoir  sur  l'équation,  quelque  évi- 
dent que  ce  soit,  qu'elle  est  équilatère,  ce  qu'il  ne  reconnaît 
qu'en  la  rapportant  formellement  au  centre  au  lieu  du  sommet. 
Il  vérifie  bien  les  deux  cas  exceptionnels,  mais  sans  pouvoir 
décider  si  un  tel  contrôle  est  suffisant  ni  prononcer  en  général 
sur  le  principe  du  nombre  des  vérifications.  {Enough  well.) 

Invité  à  construire  en  se  passant  de  son  hyperbole,  il  cherche 
le  point  d'intersection  des  deux  courbes  par  une  équation  du 
second  degré,  d'où  il  tire  la  formule  convenable.  Engagé  enfin 
à  former  cette  équation  d'une  manière  directe  et  élémentaire, 
il  finit  par  le  faire  convenablement,  y  découvre,  sur  avertisse- 
ment, la  racine  étrangère,  et  forme  bien  l'équation.  (  WelL) 

3**  Discussion  de  la  courbe  j^'  -h  a?'  =  i . 

Il  discute  bien  l'ordonnée,  mais  on  voit  qu'il  n*a  aucune  ha- 
bitude de  la  discussion  des  courbes,  puisqu'il  ne  pense  ni  à  la 
tangente,  ni  à  aucun  autre  mode  formulé  de  décider  du  sens 
de  la  courbure.  Il  remédie  spontanément  à  ce  défaut  d'instruc- 
tion, en  pensant  à  comparer  la  courbe  avec  une  corde;  mais 
il  n'y  réussit  que  pour  la  partie  entre  les  deux  points  d'inter- 
section, et  s'obstine  à  employer  cette  unique  corde,  dans  le 
reste  de  la  courbe,  sans  penser  à  en  changer.  {^Near  about 
well.) 

Il  cherche  l'asymptote  et  la  trouve  péniblement  d'après  une 
méthode  générale  :  il  la  vérifie  convenablement.  Il  ne  tire  pas 
un  parti  assez  heureux  de  cette  détermination  pour  rectifier 
la  figure.  (Near  about  well.) 

4"*  Équilibre  d'un  poids  suspendu  entre  deux  points  fixes 
par  une  corde  à  nœud  coulant. 

Il  expose  avec  beaucoup  de  peine,  quoique  mis  sur  la  voie, 
la  condition  de  cet  équilibre  :  il  ne  peut  finalement  même  s'en 
tirer  (il  est  clair  qu'il  n'entend  pas  la  Statique).  {Weakly.) 

Invité  à  construire  la  figure  d'équilibre,  il  s'engage,  malgré 
mon  avis,  dans  de  longues  et  pénibles  comparaisons  d'angles, 
qui  n'ont  même  aucun  rapport  réel  avec  la  question.  (  Verjr 
weakly.) 
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Je  lui  indique  alors  la  vraie  construction,  et  je  lui  demande 
de  déterminer  par  suite  la  courbe  d'ascension  d'un  réverbère. 
Prenant  pour  axes  la  verticale  et  Thorizontale  d'un  point  de 
suspension,  il  forme  bien  l'ordonnée  d'un  point  quelconque  du 
lieu,  et  très  péniblement  l'abscisse,  d'après  cette  construction, 
en  fonction  de  la  longueur  variable  de  la  corde.  Il  arrive  ainsi 
au  résultat,  sauf  les  erreurs  du  calcul,  mais  par  une  voie  trop 
compliquée.  {Enough  welL) 

Instruction  trop  hâtive  et  trop  faible,  mais  jugement  assez 
sain,  et  sagacité  supérieure  à  l'ordinaire.  Il  mérite  finalement 
d'entrer  dè^  cette  année;  l'École  rectifiera  probablement  ce 
que  ses  habitudes  scolastiques  ont  d'étroit  et  de  vicieux  (+)• 

(A  classer,  presque  sans  aucun  doute,  entre  Lambrecht  et 
A.  Colin). 

Reynaud,  10  ans  (de  lo"  à  ii^), 

1*  Bissection  d'un  triangle  donné  à  partir  d*un  point 
quelconque, 

II  forme  très  lourdement  l'équation  déterminée,  où  il  intro- 
duit des  données  superflues.  Il  la  discute  très  faiblement  et 
interprète  mal  la  double  solution.  (Indi^erently,) 

2**  Lieu  d'un  sommet  d'un  triangle  invariable  dont  les 
deux  autres  sommets  décrivent  deux  droites  rectangulaires. 

Il  forme  bien  les  équations  préparatoires,  en  exprimant  l'in- 
variabilité par  celle  des  côtés.  Il  exécute  convenablement  les 
éliminations,  et  résout  bien  l'équation  finale,  après  ne  l'avoir 
toutefois  suffisamment  simplifiée  que  sur  un  avis  formel.  Invité 
à  faire  attention  au  phénomène  algébrique  que  présente  cette 
formule  (et  qui  indique  la  décomposition  de  l'équation  en  deux 
autres  du  second  degré),  il  ne  peut  ni  saisir  cette  indication 
évidente,  ni,  à  plus  forte  raison,  l'interpréter  géométrique- 
ment, malgré  mes  avertissements  réitérés  sur  la  position  nette 
de  la  question.  Engagé  alors  à  analyser  directement  la  défini- 
tion, il  finit  par  y  apercevoir  la  décomposition  du  lieu,  et  la 
retrouve  enfin,  sur  un  nouvel  avis,  dans  la  formule.  Invité  alors 
à  déterminer  a  priori  les  deux  ellipses  par  une  analyse  plus 
complète  de  la  définition,  il  voit  d'abord,  avec  un  peu  d'aide, 
que  les  axes  des  deux  ellipses  sont  perpendiculaires  entre  eux, 
et  pense  ensuite,  pour  trouver  ces  axes,  à  chercher  un  couple 
de  diamètres  conjugués;  mais  il  ne  peut  les  déterminer  de  lon- 
gueur. Conseillé  alors  de  revenir  à  l'équation,  il  y  détermine 
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par  la  formule  usitée  la  direction  des  axes  en  y  reconnais- 
sant la  rectangularité  des  deux,  ellipses,  et  ensuite  très  raison- 
nablement leur  longueur.  Il  voit  très  bien  sur  Téquation  le 
cas. du  triangle  rectangle,  et  le  vérifie  convenablement  sur  la 
figure;  il  traite^ aussi  fort  bien  l'autre  cas  singulier  du  triangle 
réduit  à  une  droite.  (Enou^h  welL) 

3®  Théorème  de  Descartes. 

Exposition  intelligente  de  la  démonstration  ordinaire,  et  des 

indications  usitées.  Invité  à  préciser  ainsi  la  nature  des  racines 

de  a?*  —  jc'-f-a?*  —  a?-i-i  =  o,  il  voit  aussitôt  qu'elle  équivaut 

3/ '  "4—  I  .  . 

à y  et  répond  alors  fort  bien.  Sur  l'équation  3?'-+-^  H- 1  =  o, 

il  généralise  judicieusement  cet  artifice  en  multipliant  par 
a?H-a,  et  finit  par  très  bien  choisir  a,  de  manière  à  décider 
la  question  après  quelque  hésitation.  (  WelL) 

4**  Équilibre  d'un  poids  sur  un  plan  résistant. 

Il  explique  raisonnablement  la  loi  générale  de  cet  équilibre, 
et  les  modifications  relatives  au  frottement.  Invité  à  trouver  le 
maximum  d'escarpement  ainsi  compatible  avec  l'équilibre,  il  le 
fait  très  bien.  (  WelL) 

Judicieux  et  intelligent,  il  sera  une  bonne  acquisition  pour 
l'École,  quoique  ayant  été  instruit  d'une  manière  trop  subal- 
terne :  il  est  moins  brillant,  mais  plus  solide  très  probablement, 
que  Simoneau  (-+-  -I-). 

(A  classer,  presque  sans  aucun  doute,  entre  Doutres  et  Tour- 
nadre,  immédiatement  avant  Simoneau.) 

AuDiBERT,  17  ans  (de  i**45'"  à  S^'So). 

i®  Quadrature  d'un  dodécagone  régulier  d'après  son  côté. 

Il  réduit  aisément  la  question  à  chercher  tangiS".  Il  fait 
alors  de  vaines  transformations  en  autres  lignes  trigonomé- 
triques  du  même  arc,  et  ne  peut  sortir  du  cercle  vicieux.  Cepen- 
dant il  est  ainsi  machinalement  conduit  à  calculer  le  rayon 
circonscrit,  en  ayant  convenablement  égard  à  la  nature  du 
polygone.  Il  finit  ainsi  par  trouver  la  vraie  formule  et  la  sim- 
plifie bien,  mais  la  construit  trop  péniblement  et  d'une  manière 
trop  compliquée.  (Enough  welL) 

2°  Condition  des  coefficients  de  x^  —  3/?a7  —  %qj  pour  deux 
racines  en  raison  donnée. 

Il  substitue  a  et  ma,  et  cherche  à  calculer  /?  et  g  en  m  et  a  i 
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il  retranche  heureusement  les  deux  équations,  et  détermine/?, 
par  suite  q  :  il  finit  par  bien  apercevoir,  sur  interpellation, 
que  ces  calculs  étaient  réellement  faits  d'avance  d'après  les  lois 

de  composition.  Trouvant  que  le  quotient  —  dépend  de  a,  il 

croit  d'abord  que  la  relation  indépendante  de  a  n'existe  point  : 
et  cependant,  interpellé,  il  finit  par  élargir  son  idée  (il  paraît 
là  ne  manquer  que  d'habitudes  élevées),  et  trouve  la  relation 
cherchée,  et  la  vérifie  bien  pour  le  cas  des  racines  égales,  qu'il 
traite  d'ailleurs  directement  dans  le  même  esprit.  {Enough 
welL) 

3°  Lieu  du  sommet  d'une  parabole  invariable  tangente 
en  i  point  ^fixe  à  i  droite  fix^. 

Prenant  bien  les  axes,  il  forme  aisément  le  contact.  Pour 
formuler  l'invariabilité,  il  pense  à  celle  de  la  distance  du  foyer 
au  sommet.  Il  cherche  le  sommet  comme  point  oii  la  tangente 
est  perpendiculaire  au  diamètre,  et  le  formule  bien  avec  un  peu 
d'aide.  A  l'égard  du  foyer,  il  veut  d'abord  partir  banalement 
de  la  définition  algébrique;  mais,  invité  à  réfléchir  sur  le  choix 
du  caractère,  il  recourt  bientôt  spontanément  à  la  propriété 
caustique  pour  la  tangente  donnée  :  il  suit  très  heureusement 
cette  idée,  et  s'aperçoit  bien  qu'il  a  déjè  (dans  la  formulation 
du  sommet)  l'équation  de  l'axe  dont  il  a  alors  besoin.  Finale- 
ment, il  exprime  fort  bien  l'invariabilité.  (  Very  welL) 

Arrivé  à  ce  point,  il  hésite  beaucoup  à  concevoir  le  mode  de 
formation  de  l'équation  du  lieu  :  cependant  il  finit  par  carac- 
tériser suffisamment  l'élimination  convenable,  sans  apercevoir 
les  moyens  évidents  d'abréviation.  (Sufjiciently.) 

Invité  à  discuter  a  priori  la  courbe  autant  que  possible,  il 
reconnaît  judicieusement  les  circonstances  les  plus  générales; 
mais  il  ne  peut  la  décrire  par  points.  {Indijfferently.) 

4"  Équation  de  lacissoïde  ordinaire  diaprés  la  définition 
de  Newton. 

Il  motive  très  imparfaitement  le  choix,  d'ailleurs  convenable, 
des  axes.  Il  ne  conçoit  pas  d'une  manière  assez  large,  assez 
rationnelle  et  assez  directe,  le  mode  de  formation  de  l'équa- 
tion du  lieu,  qu'il  ne  cherche  que  par  des  essais  vaguement 
dirigés.  Il  finit  cependant  par  arriver  ainsi  à  l'équation,  et  la 
discute  fort  bien,  de  manière  à  reconnaître  très  bien,  soit  ainsi, 
soit  par  la  définition,  la  véritable  forme  de  la  courbe  :  il  nomme 
la  cissoïde  qu'il  connaît  par  la  définition  de  Diodes.  {WelL) 
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5^  Equilibre  d'un  poids  soutenu  par  trois  plans  inclinés. 

Il  n'a  pas  d'idée  assez  nette  de  la  nature  de  cet  équilibre, 
qu'il  ne  croit  pas  d'abord  caractérisé  par  une  véritable  équa- 
tion. Quoique  son  bon  sens  le  rectifie  à  cet  égard,  il  ne  sait 
point  assez  la  Statique  pour  saisir  nettement  même  le  principe 
de  la  formation  de  cette  équation.  (  Weakly.) 

Il  est  incontestablement  le  plus  intelligent  et  le  plus  judicieux 
de  tous  les  candidats  de  Montpellier,  quoique  jusqu'ici  dressé 
à  des  habitudes  mathématiques  trop  subalternes,  contre  les- 
quelles il  lutte  difficilement,  mais  avec  succès,  et  à  la  prolon- 
gatîon  desquelles  l'Ecole  mettra  sans  doute  un  terme  suffi- 
sant et  opportun.  (4-  -f-.) 

(A  classer,  sans  presque  aucun  doute,  entre  Schmutz  et  Trî- 
cotel.) 

Marie,  i8  ans  (de  io^3o  à  midi). 

I®  Décider  trigonométriquement  si  3  points  inaccessibles 
sont  en  ligne  droite. 

Il  croit  d'abord  pouvoir  prononcer  d'après  une  seule  station, 
et  indique  un  caractère  absurde  :  il  a  beaucoup  de  peine  à 
reconnaître  la  nécessité  de  deux  stations.  Il  finit  cependant 
par  bien  concevoir  l'opération,  et  la  compare  judicieusement 
à  l'observation  directe.  (Enough  welL) 

Même  question  pour  4  points  en  cercle,  dont  il  faut  trou- 
if  er  le  rayon. 

Il  finit  par  reconnaître  d'abord,  mais  avec  beaucoup  de  peine, 
si  le  quadrilatère  est  plan,  et  indique  ensuite  un  bon  caractère 
d'inscriptibilité.  (Near  about  well.) 

Il  explique  convenablement  la  formule  ordinaire  du  rayon 
par  les  côtés.  (  Well.) 

a**  Dimensions  d'une  calotte  sphérique  d'après  son  volume 
et  sa  surface  totale. 

Il  forme  bien  les  équations  préparatoires,  et  en  déduit  bien, 
trop  lentement,  par  excès  d'adresse,  l'équation  finale  à  la  YidiU- 
teur^*~  8a'j^'-+- 3a6*^  —  a*  =  o.  Il  n'y  voit  pas  nettement 
que  les  2  racines  réelles  permanentes  sont  nécessairement 
étrangères  à  la  question.  L'ensemble  de  sa  discussion  algébrique 
est  très  faible  :  il  ne  voit  pas  même  le  signe  nécessaire  des 
^  autres  racines  en  cas  de  réalité.  Il  concilie  d'^ailleurs  cette  ana- 
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]yse  très  imparraîtement  avec  la  nature  de  la  question.  Invité 
à  déterminer  les  dimensions  de  la  calotte  maximum,  il  la  croit 
caractérisée  par  y  =  a,  et  cherche  à  démontrer  ce  sophisme, 
sans  penser  ni  au  principe  des  racines  égales,  ni  aux  conditions 
de  réalité.  (Weakly,) 

3°  Lieu  d'un  sommet  d'un  triangle  invariable  dont  les 
a  autres  décrivent  2  droites  rectangulaires. 

II  institue  péniblement  une  analyse  presque  impraticable  et 
confuse,  quoique  strictement  correcte.  Il  ne  peut  la  simplifier 
assez  pour  la  rendre  exécutable.  {Sufjiciently.) 

Invité  alors  à  discuter  a  priori^  en  supposant  que  l'équation 
soit  du  4'  degré,  il  ne  pense  nullement  à  la  décomposition 
évidente  du  lieu,  et  n'aperçoit  que  la  double  symétrie,  dont  il 
apprécie  sainement  l'influence  algébrique,  sans  pouvoir  même 
déterminer  par  quelques  positions  choisies  les  coefficients 
restés  indéterminés,  quoique  très  formellement  mis  sur  la  voie 
à  cet  égard.  {  Very  weakly,) 

4**  Discussion  de  la  courbe y^-\-  x^=\. 

Il  discute  très  faiblement  l'ordonnée  et  ne  pense  pas  à  la 
tangente.  Il  imagine  de  comparer  la  courbe  au  cercle  corres- 
pondant; mais  il  ne  s'en  sert  que  comme  d'une  sorte  d'artifice 
d'évaluation  des  ordonnées,  et  finalement  ne  peut  prononcer 
sur  la  vraie  figure.  (  Weakly,) 

Il  promettait  beaucoup  plus  qu'il  n'a  tenu;  mais  il  n'est  pas 
sans  intelligence,  quoique  trop  faiblement  préparé.  En  persis- 
tant convenablement,  il  pourra  devenir  bon  Tan  prochain,  mais 
il  n'est,  cette  fois,  que  très  strictement  admissible.  (4-.) 

(A  classer,  presque  sans  doute,  entre  Bertia  et  Urbain.) 

Ddtens,  19  ans  (de  a^'iS"  à  4**). 

i**  Volume  produit  par  un  hexagone  régulier  autour 
d'un  côté,  d'après  la  longueur  du  côté. 

Il  emploie  immédiatement  la  règle  de  Guldin  et  évalue  très 
bien  les  deux  facteurs.  (  WelL) 

Invité  à  fixer  la  direction  de  l'axe  correspondant  au  maxi- 
mum de  volume,  il  le  fait  très  bien.  (  Very  welL) 

Invité  enfin  à  démontrer  la  règle  de  Guldin,  il  le  fait  conve- 
nablement, quoique  d'une  manière  un  peu  trop  compliquée, 
pour  des  éléments  rectangulaires;  et  il  emploie  ensuite  assez 
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bien  le  théorème  des  moments,  quoiqu'avec  un  peu  d'hésita- 
tion, dans  le  passage  des  éléments  à  l'ensemble.  (WelL) 

2**  Doctrine  des  combinaisans. 

Il  motive  assez  bien,  mais  sur  interpellation,  la  conversion 
des  combinaisons  en  arrangements.  Il  établît  ensuite  suffisam- 
ment la  formule  ordinaire.  Invité  à  l'appliquer  au  dénom- 
brement des  mots  de  4  consonnes  et  3  voyelles,  il  le  fait  très 
judicieusement,  et  en  retranche  fort  bien  ceux  où  toutes  les 
consonnes  se  suivent.  (  Very  welL) 

3*  Théorème  de  M.  Sturm. 

Il  expose  convenablement,  mais  sans  rien  de  saillant,  et 
même  d'une  manière  un  peu  lourde,  la  démonstration  ordi- 
naire, qu'il  n'achève  même  que  péniblement. (A^ear  aboutwell.) 

Invité  à  manifester  par  les  courbes  l'argument  principal,  il 
finit  par  le  faire  suffisamment  avec  un  peu  d'aide.  {Enough 
welL) 

Il  parait  comprendre  à  peu  près  l'extension  au  cas  des  racines 
égales.  (^Near  about  well.) 

Invité  aux  conditions  d'entière  imaginante  de  x^-^-px  =  q^ 
il  ne  suit  pas  bien,  dans  l'exécution  du  calcul,  le  véritable 
«sprit  de  la  règle  quant  aux  modifications  permises  :  à  cela 
près,  l'application  est  convenable.  {Moderately,) 

4*  Rectangle  maximum  circonscriptible  à  une  ellipse 
donnée. 

Il  répond  d'abord  que  le  moindre  est  celui  des  axes,  et 
s'obstine  à  le  répéter,  sans  le  prouver  d'ailleurs.  Après  «ne 
longue  hésitation,  il  n'institue  aucun  plan  rationnel  de  solution. 
Il  ne  pense  pas  même  à  chercher  le  lieu  circonscrit  aux  rec- 
tangles. (  Very  weakly.) 

5**  Lieu  des  projections  du  foyer  d'une  parabole  sur  les 
normales. 

Il  institue  assez  bien  l'analyse  préparatoire,  et  exécute  suffi- 
samment les  éliminations,  sans  prévoir  assez  tôt  le  degré  du 
résultat.  (Moderately,) 

Invité  alors  à  déterminer  la  courbe  sans  calcul,  en  la  suppo^ 
sant  du  second  degré,  il  voit  assez  bien  que  ce  sera  une  para- 
bole, dont  il  assigne  l'axe  et  le  sommet,  et  il  imagine,  pour 
déterminer  le  paramètre  ou  le  foyer,  une  construction  exacte, 
mais  trop  compliquée,  d'où  il  ne  peut  déduire  nettement  son 
rapport  avec  le  paramètre  primitif,  lors  même  que  ce  rapport 
lui  est  annoncé.  (Ner  about  welL) 
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Assez  intelligent  et  judicieux  pour  former  un  bon  élève  ordi- 
naire. (H-.) 

(A  classer,  sans  presque  aucun  doute,  entre  (Nicolas)  Colin 
et  Lambrecht.) 

(Bévue  occidentale,  philos.,  soc.  et  polit. ^^l.  V,  n"2). 


NOTE  DE  GÉOMÉTRIE. 

SUR  UNE  PARABOLE  INTIMEMENT  LIÉE  A  UNE  CONIQUE  DONNÉE 

ET  A  UN  POINT  DONNÉ  DE  SON  PLAN; 

Par  m.  g.  LEINEKUGEL, 

Elève  Ingénieur  hydrographe  de  la  Marine. 


Nous  nous  proposons  dans  cette  Note  de  revenir  sur 
les  propriétés  remarquables  d'une  parabole  (H)  que 
nous  avons  rencontrée  et  étudiée  incidemment  en  trai- 
tant à  un  point  de  vue  purement  géométrique  la  question 
du  concours  général  de  Tannée  1889  {Nouvelles  An^ 
nales,  3*  série,  t.  VIII,  juin). 

Nous  montrerons  que  certains  théorèmes  énoncés  sur 
\^^  coniques  par  M.  Godefroy  {Nouvelles  Annales, 
3®  série,  t.  XII;  iSgS)  ont  été  démontrés  dans  l'étude  de 
cette  parabole  {loc.  cit.).  En  particulier,  la  solution 
de  la  recherche  des  points  du  plan  d'une  conique  qui, 
après  transformation  par  polaires  réciproques  (la  courbe 
directrice  étant  un  cercle),  donneront  les  axes  de  la  co- 
nique transformée,  se  trouve  renfermée  complètement 
dans  Tétude  de  cette  conique. 

I.  Rappelons,  en  leur  donnant  toute  la  généralité 
qu'elles  comportent,  certaines  propriétés  que  nous  avons 
énoncées  {No moelles  Annales,  3®  série,  t.  IX,  janvier 
1890)  au  sujet  d'une  hyperbole  équîlatère  {h).  Ce  sont 
les  propriétés  de  celle  dernière  conique  qui  conduisent 
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directement,  comme  nous  l'avons  montré  {toc,  cit.)^ 
h  celles  de  la  parabole  (H) 

Cette  hyperbole  équilatère  (h)  peut  être  considérée 
comme  : 

1°  Le  lieu  des  centres  du  réseau  doublement  infini 
des  coniques  (c)  du  plan  qui  satisfont  à  cette  condition 
unique  de  rencontrer  une  conique  (p)  donnée^  en  quatre 
points  équidistants  d^un  point  donné  O  ; 

%^  Le  lieu  des  pieds  des  normales  menées  du  point 
O  à  toutes  les  coniques  (c)  définies  comme  précédem- 
ment ; 

3°  Le  lieu  des  milieux  des  sécantes  communes  à  la 
conique  (p)  et  aux  coniques  (c)  5 

4°  Le  lieu  des  sommets  des  triangles  autopolaires 
communs  à  la  conique  (p)  et  aux  coniques  (c). 

Il  est  à  remarquer  que  cette  hyperbole  équîlalère  (h) 
reste  la  même  quand,  dans  les  lieux  géométriques  précé- 
dents, on  remplace  la  conique  (p)  par  une  quelconque 
des  coniques  qui  lui  sont  concentriques  et  homothétiques. 

Si,  dans  le  plan  d'une  conique  (p)^  on  se  donne  un 
point  O,  il  existe  une  conique  (h)  bien  définie  qui  admet 
(JVoui^elles  annales,  3®  série,  t.  IX)  comme  tangente  en 
O  la  perpendiculaire  à  la  polaire  de  ce  point  par  rapport 
à  laconique  (/>),  qui  passe  par  le  centre  I  de(p),  a  ses 
asymptotes  parallèles  aux  axes  de  (p)  et  admet  pour 
centre  le  centre  de  gravité  du  quadrilatère  formé  parles 
quatre  points  communs  à  (p)  et  à  un  cercle  quelconque 
de  centre  O.  Nous  avons  eu  l'occasion  de  montrer  à  ce 
sujet  la  propriété  remarquable  déduite  de  là  et  que  nous 
rappelons  : 

Tous  les  quadrilatères  fiormés  par  les  points  communs 
h  une  série  de  cercles  concentriques  (O)  et  à  une  série 
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de  coniques  concentriques   et    homothétiques    à    une 
conique  donnée  (p)  ont  tous  même  centre  de  gravité. 

En  transformant  cette  hyperbole  (Ji)  par  rapport  à 
un  cercle  (O)  de  centre  O,  on  obtient  la  parabole  (  H)  en 
question,  dont  nous  résumons  les  propriétés;  on  peut  la 
considérer  comme  : 

I  ^  l! enveloppe  des  polaires  d'un  point  O  par  rapport 
au  réseau  doublement  infini  des  coniques  (C)  du  plan 
qui  satisfont  à  cette  condition  unique  d'avoir  avec  une 
conique  donnée  (P)  quatre  tangentes  communes  équi- 
distantes  d'un  point  O  \ 

a°  L'enveloppe  des  tangentes  aux  pieds  des  nor- 
males menées  du  point  O  €uix  coniques  (C)  définies 
comme  précédemment; 

3"  L'enveloppe  des  droites  menées  pour  chacun  des 
quadrilatères  circonscrits  à  la  conique  ÇP)  et  à  une  co- 
nique  (C)  par  chaque  sommet  et  perpendiculairement 
à  la  droite  qui  joint  le  point  O  à  ce  sommet  ; 

4"  L'enveloppe  des  côtés  des  triangles  autopolaires 
communs  à  la  conique  (P)  et  aux  coniques  (C)  ; 

5®  L'enveloppe  des  normales  aux  coniques  (C)  aux 
points  où  leurs  tangentes  passent  par  le  point  donné  O  ; 

6**  L^ enveloppe  des  axes  de  toutes  les  coniques  (C). 

Inutile  de  faire  remarquer  que  la  conique  (P)  est  la 
transformée  de  la  conique  (p)  par  rapport  à  (O). 

La  dernière  propriété  (6°)  de  (H)  nous  montre  que 
les  axes  de  (P)  sont  deux  tangentes  à  cette  parabole.  II 
résulte  de  là  qu*avant  la  transformation  les  deux  points 
du  plan  de  la  figure,  à  laquelle  appartiennent  la  conique 
(p)  et  le  cercle  (O),  qui  donnent  les  axes  de  la  trans- 
formée (P)  de  (/;),  sont  deux  points  de  l'hyperbole  (h). 
Ces  points  sont  évidemment  sur  la  polaire  du  point  (O) 
par  rapport  à  (p). 
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Aussi  pouvons-nous  formuler  cette  propriété  géné- 
rale : 

Les  points  du  plan  qui,  dans  la  transformation  par 
polaires  réciproques  d'une  conique  (p) par  rapporta 
un  cercle  (O)  de  centre  (O),  donneront  les  axes  de  la 
conique  transformée,  sont  aux  points  communs  à  la  po- 
laire de  O  par  rapport  à  (p)  et  à  l'hyperbole  aux 
pieds  des  normales  issues  de  ce  point  O  relativement  à 
la  conique  (p). 

Nous  voyons,  d'après  ce  qui  précède,  qu'à  tout  point 
O  du  plan  d\ine  conique  (P)  correspond  une  para- 
bole (H),  bien  définie,  de  même  que  précédemment 
nous  avons  montré  qu'il  y  avait  une  hyperbole  équilatère 
intimement  liée  au  point  et  à  la  conique.  Cette  parabole 
(H)  est  tangente  à  la  polaire  de  O  par  rapport  à  (P), 
aux  axes  de  (P),  aux  normales  à  la  conique  (P)  aux 
points  où  les  tangentes  à  cette  conique  passent  par  O, 
aux  tangentes  h.  cette  même  conique  aux  points  où  les 
normales  passent  par  O,  enfin  aux  parallèles  menées  du 
point  O  aux  axes  de  la  polaire  réciproque  (p)  de  (P) 
par  rapport  à  un  cercle  (O)  de  centre  O. 

La  directrice  de  cette  parabole  (H)  (voir /oc.  cit.)  est 
la  droite  qui  joint  le  point  O  au  centre  de  (P),  c'est- 
à-dire  la  perpendiculaire  menée  de  O  à  la  polaire  de  ce 
point  par  rapport  k  (p)  {voir  lemme  III,  loc.  cit). 

II.  Nous  terminerons  en  proposant  au  lecteur  ces 
deux  questions  corrélatives  : 

1**  Démontrer  que  toutes  les  hyperboles  équilatères 
(A),  qui  correspondent  dans  le  plan  d'une  conique  (p) 
à  des  points  O  situés  en  ligne  droite,  passent  par  un 

point  fixe. 

a**  Démontrer  que  toutes  les  paraboles  (H),  qui  cor- 
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respondent  dans  le  plan  d'une  conique  (P)  à  des  points 
O  situés  en  ligne  droite  y  touchent  une  droite  Jixe. 

III.  De  la  première  (  i°)  on  déduit  une  solution 
géométrique  très  simple  de  Tune  des  questions  pro- 
posées au  concours  d'agrégation  (^Mathématiques  spé- 
ciales, année  iSgS). 

On  sait  que,  si  Ton  considère  deux  quadriques  dont 
les  axes  sont  parallèles,  le  lieu  des  centres  des  quadriques 
qui  passent  par  leur  intersection  est  une  cubique 
gauche  C  passant  par  les  centres  des  deux  quadriques 
données  et  par  les  points  à  l'infini  sur  les  axes  qui  sont 
les  centres  des  trois  paraboloïdes  qui  passent  par  les 
points  communs  aux  deux  quadriques. 

Il  est  évident  que  cette  cubique  C  passe  également 
par  les  sommets  du  tétraèdre  autopolaire  communs  aux 
deux  quadriques,  qui  sont  les  sommets  des  quatre  cônes 
passant  par  l'intersection  des  deux  quadriques. 

Cette  cubique  n'est  autre  chose  que  la  cubique  C 
aux  pieds  des  normales  menées  du  centre  de  l'une  des 
deux  quadriques  données  (H)  et  (Hi  )  à  une  quadrique 
(H2)  concentrique  à  l'autre  et  dont  les  carrés  des  axes 
sont  égaux  au  rapport  des  carrés  des  axes  des  deux  qua- 
driques données;  leurs  directions  sont  celles  des  deux 
quadriques. 

Il  résulte  de  là  que,  les  deux  quadriques  données 
restant  concentriques  et  homothétiques  à  deux  qua- 
driques (H)  et  (H|),  la  cubique  C  reste  la  même. 

Il  suffit  pour  avoir  la  solution  de  la  première  question 
proposée  au  concours  d'agrégation  (1898)  de  remplacer 
(H<)  par  le  cône  enveloppe  des  plans  perpendiculaires 
aux  génératrices  de  (H)  menées  d'un  point  donné. 

Voici  la  solution  de  la  deuxième  question,  qui  est 
particulièrement  intéressante. 
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La  cubique  C,  considérée  comme  la  courbe  aux  pieds 
des  normales  menées  du  centre  co^  de  (Hi  )  par  rapport  à 
la  quadrique  (H2)  déGnie  plus  haut,  se  projette  sur 
chacun  des  plans  principaux  de  (H2)  suivant  trois 
hyperboles  équilatères  A^,  h^i  hz*  Si  le  point  o)|  décrit 
dans  l'espace  une  droite  A,  sur  chacun  des  plans  prin- 
cipaux, les  points  tîj<,  tîJ2,  W3  décriront  les  droites  S^, 
Sa,  83.  D'après  la  propriété  émise  plus  haut(i"),  les 
hyperboles  h^  correspondant  à  tous  les  points  w^  de  8| 
passeront  par  un  point  fixe  a^  situé  sur  S^ .  Puisque  le 
point  o)|  appartenait  à  la  cubique,  la  perpendiculaire  A| 
élevée  en  ai  à  ce  plan  principal  est  une  génératrice  de 
la  surface  cherchée,  lieu  des  cubiques  C  correspondant 
aux  différents  points  de  A. 

Les  droites  A2,  A3  construites  d'une  manière  analogue 
et  passant  par  les  points  a,,  a^  sont  deux  autres  géné- 
ratrices de  cette  surface,  à  laquelle  appartiendra  évi- 
demment la  droite  A,  puisque  la  cubique  G  passait  par  le 
point  0)1  de  A. 

Il  est  évident  que  cette  surface  cherchée  est  l'hyper- 
boloïde  défini  par  ces  trois  génératrices  du  même  système 
A|,  A2,  As,  puisqu^il  doit  rencontrer  un  cylindre  du 
second  degré,  admettant  pour  base  une  hyperbole  équi- 
latère  /z^  et  dont  la  direction  des  génératrices  est  Ai, 
suivant  une  cubique. 

Nous  terminerons  en  donnant  la  construction  géomé- 
trique des  points  a^,  a2,  a^  dans  les  trois  plans  princi- 
paux de  (H2).  Du  centre  co,  commun  à  (H^  ),  (H2),  on 
mène,  dans  le  plan  principal  qui  contient  84,  une  droite 
perpendiculaire  à  cette  dernière,  puis  son  diamètre  con- 
jugué par  rapport  à  la  section  principale  de(H2)5  ce 
diamètre  rencontre  84  suivant  le  point  cherché  a^ .  On 
opère  de  même  dans  les  deux  autres  plans  principaux 
pour  les  points  ^2,  a^. 
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Cet  hyperboloïde  lieu  de  C  a  donc  pour  trace  sur 
chacun  des  plans  principaux  de  (  H  )  une  li  jperbole  équi- 
latère  admettant  comme  directions  asymptotiques  celles 
des  axes  de  la  section  principale  de  (H)  et  passant  par 
le  centre  de  cette  quadrique,  par  la  trace  de  A  sur  ce 
plan  et  par  le  point  a  situé  dans  ce  plan. 


SUR  UN  PROBLÈME  PROPOSE  PAR  M.  E.  AMIGUES; 

Par  m.  s.  HOTT. 


Dans  ses  Leçons  d'algèbre  à  l'tisage  des  élèi^es  de 
la  classe  de  Mathématiques  spéciales,  M.  E.  Amigues 
propose  le  problème  suivant  après  Tétude  des  séries  : 

On  a  deux  cercles  A  ef  B  égaux  et  tangents  et  une 
tangente  commune.  Dans  le  triangle  cury^iligne  qu'ils 
for  ment  f  on  inscrit  un  cercle  Ci,  puis,  dans  le  triangle 
formé  par  les  cercles  A,  B,  C< ,  on  inscrit  un  cercle  G2  ; 
ainsi  de  suite.  Expression  générale  des  rayons  de 
ces  cercles.  Somme  de  leurs  aires. 

l.  Soient  p  un  entier  et  R  el  rp  les  rayons  des 
cercles  A  et  Cp.  Je  pose 

^^  =  n  -H  Tj  -h . . .  -h  Tp. 

Par  raison  de  symétrie,  les  centres  des  cercles  C<, 
C2,  ...  se  trouvent  sur  la  tangente  aux  cercles  A  et  B 
menée  par  leur  point  de  contact,  et,  par  suite,  la  dis- 
tance de  ce  point  au  centre  du  cercle  Cn  est  égale  à 

Un   théorème  connu   sur  les  tangentes   et   sécantes 
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menées  à  un  cercle  par  un  même  point  donne 

(R-r,)«=ri(2R-+-r,), 

(R  — 2«„_,  — r„)»=  r„(2R  +  r„). 
D'où 

R 

En  calculant,  à  Taide  de  la  formule  (i),  r2î  ''31  ''4?  o^i 
remarque  que  l'expression 

prend  successivement  les  valeurs  —,  —,  -• 
On  est  ainsi  amené  à  poser 

n 
c'est-à-dire 

"-«=T('-i)' 

d'où 

*»=?('-;nrT) 

et,  par  soustraction, 

R 

(2)  '•«  = 


"         2/l(/l-f-l) 

La  formule  (2)   est  vérifiée  par  les  valeurs  —,  — , 

R     R 

-7,  -;-,  que  l'on  obtient  en  calculant  directement  n,  ro, 

24    40    ^ 

Ta,  r^.  En  la  supposant  vraie  pour  les  rayons  /'i,  r2,  •••» 
r«_< ,  on  a 

n— 1  n-1 

1  1 

Ann.  de  Mathémat.^  3*  série,  t.  XIII.  (Décembre  1894.)      35 
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et  la  relation  (i)  devient 


(?) 


R 


^ \ 2        in) 


La  formule  (2)  est  donc  exacte. 

On  peut  remarquer  que  la  limite  de  s^  pour  n  infini 

est  égale  à— •  Ce  résultat  était  facile  à  prévoir,  car  la 

somme  des  diamètres  de  tous  les  cercles  G|,  C2,  . .  .9  est 
évidemment  égale  à  R. 

2.   Soit  S  la  somme  des  aires  de  ces  cercles. 


irR« 


00 


4    Zàn'^in-^iY 


m 


En  partant  de  l'identité 


î =  /i ^V=  -  4- - - 

et  s'appuyant  sur  les  formules  (  *  ) 

«o 

j^  n{n-+-î)  ""  ^ ' 
i 

00 

^  -    6"' 


on  trouve 


g^7rR^(7r^-9) 


12 


(*)  Jordan,  Cours  d'Analyse  de  V École  Polytechnique,  a*  édi- 
tion, t.  r,  p.  36o. 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  PROPOSÉE  POUR  L'ADMISSION 
A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  EN  1894  ('); 

Par  m.  AUDIBERT. 


La  droite  A  rencontre,  en  un  point  P,  le  plan  mobile 
y  z=  mx.  Ce  plan  coupe  la  sphère  S  suivant  un  méridien 
et  la  polaire  de  P,  relative  à  ce  méridien,  rapportée  à 
l'axe  OZ  et  à  la  trace  de  son  plan  sur  XOY,  comme 
axe  des  abscisses  i,  a  pour  équation  dans  ce  plan 


\{bp  —  aq)yî~^-rn^  —  z{q  —  pm)  —  r^{b  —  am)  =  o, 

et  dans  l'espace 

y  =  mxy 

x{hp—  aq){\-\-  m^)  —  z(q  — pm)  —  r^{b  —  am)  =  o, 

L'équation  de  2)  est  la  résultante  de  l'élimination 
de  m, 

(i)    (aq  —  bp)(x^  -^  y^)  -\-  z  (qx  —  py)  —  r«  (ay  —  bx)  =  o  ; 

elle  représente  une  surface  du  second  degré,  réglée  et  à 
centre,  soit  un  hyperboloïde  à  une  nappe. 

2**  On  voit  d'abord  que  tout  plan  parallèle  à  XOY 
coupera  S  suivant  un  cercle.  Transportons  l'origine  à 
son  centre  en  faisant  en  même  temps  pivoter,  autour  de 
OX,  les  axes  OY  et  OZ  d'un  angle  dont  la  tangente  soit 

— —y  l'équation  (i)  devient 

{aq  —  hp){x^ -\- y^) -k- ^ p^  -H  q^xz 

(*)   Voir  même  Tome,  p.  296. 
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Laissant  OY  fixe  et  faisant  tourner  ZOX  d'un  angle  a, 
l'équation  transformée,  pour  z  =  o,  donne 

{aq  — ^/?)(y'-H  x^  cos'a) 

/.» 

-+-  \/p^  -4-  q^  sina  cosa  ar»  —  ^       _^        {aq  —  bp)  =  o, 


relation  qui  devient,  pour  tanga  =        _?  > 


.y^-\-  x^  — 


aq  —  bp 


Tous  les  plans  parallèles  à  ce  cercle  donneront  une 
nouvelle  série  de  sections  circulaires,  faisant  avec  les 
premières  un  angle  a. 

Revenons  au  système  primitif  de  coordonnées. 

L'origine  O  centre  de  S  et  la  droite  A  déterminent  le 

plan 

qx  —py  —  (aq  —  bp)z  =  o, 

perpendiculaire  en  son  milieu  à  la  corde  de  contact  des 
deux  plans  tangents  menés  par  la  droite  A  à  la  sphère; 
il  est  incliné  sur  XOY  de  l'angle  a  et  sa  trace  sur  ce 

plan  fait  avec  OX  un  angle,  dont  la  tangente  est  — -• 

Toute  section  qui  lui  sera  parallèle  donnera  donc  un 
cercle  de  la  seconde  série. 

3**  Concevons  un  système  de  coordonnées,  parallèle 
à  l'ancien,  dont  l'origine  O^  est  sur  l'axe  OZ,  commun 
aux  deux  systèmes  (004  =  h). 

On  donne,  comme  précédemment,  une  droite  A| , 

X  =  aiZ  -^Pf         y  =  biZ -h  q 
et  la  sphère 

L'équation  de  la  surface  S|  engendrée  ne  différera  de 
celle  de  S  (ï)  que  par  le  changement  de  a  en  a^  et  de  b 
en  bi  ;  mais,  rapportée  au  système  primitif,  distant  de  A, 
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elle  deviendra 

(atq  —  bip)  (a?«-4- j^«)  -+-  z{qx  —py) 

-\-x{r^bi-\-  qh)—y{r^ai-+'ph)  =  o, 

et  on  l'identifiera  avec  (i)  en  posant 

r*b—'gh                     r^a^ph 
6t=  -^,         at=  j:^' 

4^  Les  équations  de  A|,  rapportées  au  même  système 
dont  on  aurait  transporté  Torigine  dans  le  plan  XOY  au 
point  X  =  p,  y  =  q,  seront 

r»a?  =  (r^a  —  ph)(z-h  h),        r^y  =  (r*6— -  qh){z  '\-  h). 

Eliminant  A,  on  a  Téquation  du  lieu  des  positions  de 
A|  quand  le  point  0|  se  déplace  sur  OZ  : 

{qx  —  pyY  =z  {aq  —  bp)[z{qx  —  py)  ->r  r^{bx  —  ay)\\ 
elle  représente  un  paraboloïde  hyperbolique.. 


SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE  DE  LA  MÈNE  QUESTION; 

Par  un  ancien  élève  de  Mathématiques  spéciales. 


Soit  D la  polaire  de  À  par  rapport  à  (S);  la  projection 
orthogonale  de  D  sur  un  plan  (P)  est  la  polaire  du  point 
de  rencontre  de  À  et  de  (P),  par  rapport  à  la  section  de 
ce  plan  et  de  (S). 

Cette  droite  est  alors  Tarète  d'un  dièdre  droit  dont 
les  faces  passent  respectivement  par  Taxe  o^  et  par  D. 
Lorsqu'on  fait  tourner  (P)  autour  de  os,  elle  engendre 
alors,  comme  l'on  sait,  un  hyperboloïde  S  dont  les 
sections  circulaires  sont  perpendiculaires,  les  unes  à 
OZ  et  les  autres  à  la  polaire  D  de  A. 
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Nous  avons  ainsi  répondu  aux  deux  premières  parties 
de  la  question  proposée. 

Pour  que  la  surface  2)  reste  la  même  lorsqu'on  a 
déplacé  la  sphère,  il  faut  que  D  conserve  la  même 
position  ;  la  droite  A|  qu'on  doit  substituer  à  A  est  alors 
la  polaire  de  D  par  rapport  à  (S)  dans  sa  nouvelle 
situation.  Quel  est  le  lieu  des  droites  telles  que  A|, 
lorsque  le  centre  de  (S)  décrit  oz  ?  C'est  là  l'énoncé  de 
la  quatrième  partie  qui  reste  à  traiter  et  qu'on  peut 
formuler  ainsi  : 

On  demande  le  lieu  des  polaires  d'une  droite  par 
rapport  à  une  sphère  de  grandeur  im^ariable,  dont  le 
centre  décrit  une  droite  donnée. 

Indépendamment  des  notations  précédentes  désignons 
par  O  la  droite  fixe  dont  on  prend  la  polaire.  Plaçons-la 
verticalement  ^  sa  projection  horizontale  est  en  o.  Prenons 
un  plan  vertical  parallèle  à  la  droite  décrite  par  le  centre 
de  la  sphère  (S),  et  soient  C  et  C  les  projections  de  cette 
droite. 

Si  le  centre  de  (S)  est  en  (c,  c'),  la  polaire  de  O  par 
rapport  à  cette  sphère  est  l'horizontale  qui  se  projette 
en  G  perpendiculairement  k  oc  et  telle  que  le  produit 
cm  xco  soit  égal  au  carré  du  rayon  de  (S). 

Par  le  centre  (c,  c')  menons  une  perpendiculaire  au 
plan  vertical.  Elle  se  projette  horizontalement  suivant 
cab,  qui  rencontre  G  en  a  et  qui  coupe  en  &  la  paral- 
lèle ob  à  C. 

On  aicaxcb=cmxco=  const. 

Mais  le  segment  c  b  est  constant,  par  suite  le  segment 
ca  est  aussi  de  grandeur  constante. 

Lorsque  le  centre  de  (S)  se  déplace,  le  point  (a,c') 
décrit  alors  la  droite  (D,  C)  parallèle  à  (C,  C'). 

Cette  droite  (D,  C)  est  le  lieu  des  traces  des  polaires 
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telles  que  (G,  G')  sur  le  plan  de  front  projeté  en  D. 
Ce  plan  de  front  coupe  le  lieu  demandé  suivant  cette 
droite  et,  comme  il  contient  la  polaire  de  O  par  rapport 


L..U}èy... 


à  la  sphère  (S)  de  centre  (e,  e')  pied  de  la  perpendicu- 
laire commune  aux  deux  droites  données,  on  voit  qu'il 
coupe  le  lieu  des  droites  telles  que  (G,  G')  suivant  deux 
droites. 

Ce  lieu  est  alors  du  second  degré  et,  par  suite  y  c'est 
un  paraboloïde  hyperbolique,  puisque  les  droites 
(G,  G')  sont  horizontales. 

Autrement,  —  Par  le  point  a,  menons  la  droite  «y  pa- 
rallèlement à  co^  elle  rencontre  en  f  la  perpendicu- 
laire ofdiu.  plan  vertical. 

Le  segment  of  étant  égal  à  ca  est  de  grandeur  con- 
stante et  le  point/  est  fixe  quelle  que  soit  la  position  du 
centre  c. 
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La  droite  G  étant  perpendiculaire  à  a/*  et  le  point  a 
décrivant  D,  G  enveloppe  une  parabole  qui  a/ pour 
foyer  et  D  pour  tangente  au  sommet. 

Prenons  (G,  G')  dans  trois  autres  positions. 

Les  traces  de  ces  droites  sur  le  plan  vertical  mené  par 
G  sont  les  points  (fi,  t\)^  {t^^^  t'^),  (^3,  tj). 

Mais  les  droites  G| ,  G27  G3  étant  tangentes  à  une  pa- 
rabole déterminent,  sur  les  tangentes  D  et  G  à  cette 
courbe,  des  segments  proportionnels  ;  on  a  alors 

tx  ^3       as  a^       O)  C3 

D'après  cela,  si  Von  prend  les  projections  verticales  t'^ , 
^2,  ^3,  ces  points  sont  en  ligne  droite. 

Les  polaires  telles  que  (G,  G'),  qui  s'appuient  sur  la 
droite  (D,  C')^  s'appuient  donc  en  outre  sur  une  autre 
droite  projetée  en  G,  et,  comme  elles  sont  horizontales, 
elles  appartiennent  à  un  paraboloïde  hyperbolique^ 

Je  désignerai  cette  surface  par  (G). 

Remarques.  —  Lorsque  le  centre  de  la  sphère  est  à 
l'infini,  la  polaire  de  O  est  perpendiculaire  au  plan  verti- 
cal. Les  génératrices  du  paraboloïde  (G),  qui  ne  sont 
pas  horizontales,  rencontrent  cette  droite  à  Tinfini  et  se 
projettent  alors  verticalement  suivant  des  droites  paral- 
lèles. Ainsi  la  droite  T'  qui  contient  les  points  t\^  fj, 
^3  est  parallèle  à  G. 

On  voit  que  le  paraboloïde  (G),  qui  a  déjà  pour  plan 
directeur  un  plan  perpendiculaire  à  O,  a  pour  second 
plan  directeur  un  plan  parallèle  à  la  droite  des  centres 
de  (S)  ainsi  qu'à  la  perpendiculaire  commune  à  cette 
droite  et  à  O. 

L'axe  de  (G)  est  cette  perpendiculaire  commune  : 
cette  droite  est  en  effet  parallèle  aux  deux  plans  direc- 
teurs et  le  plan  tangent  à  (G)  au  point  où  elle  rencontre 
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cette  surface  lui  est  perpendiculaire,  puisque  c'est  le  plan 
de  front  qui  contient  D. 

Nous  avons  vu  que  T'  est  parallèle  à  C'*,  les  segments 
c\  t\j  Cj,  t'^j  Cg  fj,  . .  •  sont  alors  égaux ^  de  là  résulte  ce 
théorème  : 

Deux  tangentes  D  et  G  à  une  parabole  interceptent, 
sur  les  tangentes  G^  G2,  G3,  .. .,  à  cette  courbe ^  des 
segments  dont  les  projections,  faites  sur  une  droite 
arbitraire,  dans  la  direction  des  diamètres  de  cette 
parabole,  sont  des  segments  égaux. 

Transformons  ce  théorème  par  polaires  réciproques 
en  prenant  comme  cercle  directeur  une  circonférence 
dont  le  centre  est  au  foyer  de  la  parabole^  on  obtient  ainsi 
cette  proposition  de  Géométrie  élémentaire  : 

On  donne  une  circonférence  de  cercle  E  et  sur  cette 
courbe  les  points  cl,  P,  Y* 

Les  droites  qui  joignent  les  points  cl,  ^  à  un  point 
arbitraire  de  E  déterminent  sur  la  tangente  en^à  cette 
courbe  des  points  dont  la  somme  ou  la  différence  des 
inverses  des  distances  à  y  est  constante  (la  somme 
lorsque  les  points  de  rencontre  sont  de  part  et  d'autre 

dey). 

Transformons  ce  théorème  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques en  prenant  le  point  y  pour  pôle  de  transforma- 
tion. On  trouve  ainsi  : 

On  donne  deux  circonférences  de  cercles  qui  se 
coupent.  Par  leurs  points  de  rencontre  on  mène  deux 
droites  parallèles.  Les  segments  interceptés  sur  ces 
droites  par  les  circonférences  données  sont  égaux. 

Cette  propriété  connue  se  démontre  très  simplement. 
Si  on  la  prend  comme  point  de  départ,  elle  conduit 
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par    deux    transformations    successives    au    théorème 
relatif  à  la  parabole. 

On  a  ainsi  un  autre  moyen  d'arriver  à  ce  théorème. 
Sa  démonstration  directe  est  du  reste  très  simple  et  il  est 
facile  de  le  généraliser. 


SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE  DE  LA  QUESTION  PROPOSÉES) 
POUR  L'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE  EN  1894; 

Par  m.  Georges  GAFFIN, 
Élève  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Lille. 


On  sait  que  l'enveloppe  des  droites  de  Simson  d'un 
triangle  est  une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements, 
engendrée  par  un  cercle  égal  au  cercle  des  neuf  points  du 
triangle,  roulant  dans  un  cercle  concentrique  à  ce  dernier, 
et  de  rayon  triple.  Il  est  facile  de  ramener  à  cette  question 
celle  qui  était  proposée  aux  candidats  à  l'Ecole  Normale. 

Le  problème  reposait  sur  la  transformation  de  Steiner. 
Si  l'on  considère  un  faisceau  ponctuel  de  coniques,  on 
sait  que  les  polaires  d'un  point  fixe  A  passent  par  un 
autre  point  fixe  6,  les  points  A,  B  étant  ainsi  conjugués 
par  rapport  à  toutes  les  coniques  du  faisceau.  Le  point  A 
étant  donné,  le  point  B  est  bien  déterminé,  sauf  si  Ton 
se  donne  pour  A  un  des  sommets  du  triangle  conjugué 
commun  à  toutes  les  coniques,  auquel  cas  le  point  B  est 
indéterminé  sur  le  côté  opposé  du  triangle. 

Gela  étant,  et  le  point  A  décrivant  une  droite  D, 
trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  B.  Ce  lieu  est  une 
conique  qui  est  aussi  le  lieu  des  pôles  de  la  droite  fixe  D 
par  rapport  à  toutes  les  coniques  du  faisceau. 

(*)   Voir  même  Tome,  p.  299 
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Soient,  en  effet,  p^  q  les  pôles  de  (D)  par  rapport  à 
deux  coniques  fixes.  Le  conjugué  d*un  point  A  s'obtien- 
dra en  prenant  l'intersection  des  polaires  de  A  par  rap- 
port aux  deux  coniques  fixes.  Les  faisceaux  pB,  ^B 
sont  honiographiques ,  et  la  conique,  lieu  de  B,  passe  en 
p^  y,  ce  qui  démontre  la  propriété  annoncée. 

Comme  (D)  coupe  les  trois  côtés  du  triangle  conjugué, 
la  conique  (C),  lieu  de  B,  est  circonscrite  à  ce  triangle. 

Fig.  1. 


Réciproquement,  toute  conique  circonscrite  au  triangle 
est  la  transformée  d'une  droite  D.  En  effet,  soient  deux 
points  /?,  q  de  cette  conique,  p' y  q'  leurs  conjugués;  la 
droite  plq'  est  la  droite  cherchée. 

Les  points  à  Tinfini  de  la  conique  (C)  s'obtiendront 
en  prenant  les  points  d'intersection  de  (D)  avec  la  co- 
nique (r)  transformée  de  la  droite  de  l'infini.  Donc, 
pour  que  (C)  soit  une  parabole,  il  faut  et  il  suffit  que 
(D)  enveloppe  la  conique  (F). 

On  propose  alors  de  chercher  combien  il  passe  d'axes 
de  paraboles  (C)  par  un  point  P  donné  et  la  nature  de 
ces  axes,  en  un  mot  l'enveloppe  de  ces  axes.  La  question 
peut  être  transformée  avantageusement. 

Considérons  deux  triangles  homologiques  PQR,  pqr 
dont  les  côtés  se  coupent  en  abc  sur  l'axe  d'homo- 
logie  (A)  et  tels  que  les  points  /7,  ^,  r  appartiennent  aux 
côtés  du  triangle  P,  Q,  R.  Soient  a,  jâ  deux  points  de 
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l'axe.  11  existe  une  conique  (C)  passant  en  P,  Q,  R  et 
tangente  en  a  à  (A).  Soit  a<T  la  polaire  de  ^  dans  la  co- 
nique (G).  11  existe  une  conique  (y)  tangente  à  a<T,  pr, 


Fig.  a. 


qr  et  tangente  en  ^  à  (A)  ou  encore  à  deux  droites  in- 
liniment  voisines  (A),  (A)'  se  coupant  en  ^\  (A')  déter- 
mine sur  les  quatre  tangentes  A,  ao*,  pr,  qr  un  rapport 
anharmonique 

De  même  pq  détermine  le  rapport 

Mais,  dans  laconique  (C),  les  polaires  des  points  a,  ^, 
a^b  passent  respectivement  parles  points  Cji',^,  ^,  ce  qui 
entraîne  p  =  p'.  La  conique  (y)  est  donc  tangente  à  pq. 

Si  maintenant  A  est  la  droite  de  TinGni  et  si  a,  ^  sont 
conjugués  par  rapport  aux  points  circulaires,  on  obtient 
ce  théorème  : 

Les  axes  des  paraboles  circonscrites  à  un  triangle 
sont  les  tangentes  aux  sommets  des  paraboles  inscrites 
dans  le  triangle  qui  a  pour  sommets  les  milieux  des 
côtés  du  premier. 

Or  les  tangentes  aux  sommets  des  paraboles  inscrites 
dans  un  triangle  sont  les  droites  de  Simson  du  triangle, 
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et  la  question  se  trouve  ainsi  ramenée  à  la  question  bien 
connue  que  nous  avons  rappelée  en  commençant. 


GORRBSPONDANGB. 


Extrait  d^une  Lettre  de  M.  Maurice  d'Ocagne. 

Si  Ton  se  reporte  aux  démonstrations  que  j'ai  don- 
nées {Nouvelles  Annales,  3*  série,  t.  IX,  p.  289)  de 
deux  théorèmes  généraux  sur  la  détermination  de  la 
normale  aux  courbes  planes,  on  peut  remarquer  que 
rien,  dans  ces  démonstrations,  ne  suppose  que  les  dis^ 
tances  sous  l'angle  Q  du  point  M  ou  de  la  droite  D  aux 
diverses  courbes  de  référence  soient  prises  avec  une 
même  valeur  de  l'angle  6. 

D'autre  part,  l'énoncé  du  théorème  1  peut,  dans  le 
cas  général  (ainsi  que  je  l'ai  fait  au  n®  3,  dans  le  cas 
où  toutes  les  distances  sont  normales),  être  modifié  au 
moyen  du  théorème  de  Leibnitz, 

Dans  ces  conditions,  les  énoncés  des  deux  théorèmes 
en  question  peuvent  prendre  la  forme  que  voici  : 

Théorème  I .  —  Si  les  distances  MPi  =  /| , 
MP2=^29  •••>  MPrt  =  ^/i,  sous  des  angles  constants, 
mais  d'ailleurs  quelconques,  d'un  point  M  à  diverses 
courbes  de  référence,  sont  liées  par  l'équation 

<p(/i,  /j,  ...,/;,)  =  o, 

et  si  les  droites  joignant  le  point  M  aux  centres  de 
courbure  Û4,  Û2, . . .,  û/i  des  courbes  de  référence,  re- 
pondant  aux  points  P|,  P2,  ...,  P»,  font  respective- 
ment les  angles  {pris  auec  leur  signe)  104,  (O2,  . . .,  tOn 
avec  MPi ,  MP2,  . . .,  MP/j,  la  normale  à  la  courbe,  lieu 
du  point  M,  est  dirigée  suivant  la  résultante  des  veC' 
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1        ^9         i        do  i        do    j.   .     , 

leurs -j^-, -77- j  -"y -yr-  dindes  eux- 

cosa)i  ail     cosa)2  a/j  coso);»  aln 

mêmes  suivant  MÛ|,  MQ2)  .  • .,  MÛ,2. 

Théorème  II.  —  Si  les  distances  /|,  /2?  •  •  •?  ^«  sous 
des  angles  constants,  mais  d' ailleurs  quelconques,  d'une 
droite  D  à  diverses  courbes  de  référence  sont  liées  par 
V  équation 

<p(/l,  /j,  .  .  .,  In)  =  O, 

la  normale  à  Vem^eloppe  de  la  droite  D  passe  par  le 

j  «^  '    j  do      do  do 

centre  de  sravite  des  masses  -jf-  >  -7^  >  •  •  •  ?  -77-  >  res- 

pectivement  appliquées  aux  centres  de  courbure  cor^ 
respondants  des  courbes  de  référence. 

Le  théorème  I  permettra  en  particulier  de  construire 
la  normale  au  lieu  des  points  d*où  Ton  peut  mener  à 
une  courbe  donnée  une  tangente  et  une  normale  égales 
entre  elles. 

Lettre  de  M.  C,  Possé,  professeur  à  V Université 
de  Saint-Pétersbourg  y  à  M,  Brisse. 

Dans  un  manuscrit  d'un  ancien  collaborateur  des 
Nouvelles  Annales,  M.  C.  Harkema,  de  Saint-Péters- 
bourg (mort  il  y  a  plus  de  quinze  ans),  qui  m*a  été 
communiqué  récemment  par  un  des  amis  du  défunt,  se 
trouve  une  petite  Note,  probablement  rédigée  pour  être 
insérée  dans  votre  honorable  Recueil.  Vu  Textrême  sim- 
plicité du  résultat  annoncé  dans  cette  Note,  je  me  per- 
mets de  vous  le  communiquer  en  omettant  la  démon- 
stration, tout  à  fait  évidente^  il  est  très  probable  que  ce 
résultat  est  connu,  mais  comme  je  n'ai  pas  pu  le  trouver 
exprimé  explicitement  dans  les  ouvrages  que  j'ai  sous  ma 
main,  je  me  suis  décidé  à  vous  le  faire  connaître  en  vous 
priant  d'en  faire  tel  usage  qu'il  vous  plaira.  Voici  la 
remarque  de  feu  M.  Harkema. 


(  5o3  ) 

L'équation     differeniielle    P  dx  -\'Qdy  =  o    admet 
comme  facteur  d'intégrabilité  les  expressions 

(0 
ou 

(2) 

selon  qu'on  a 


(I) 


ou 


pj 

'-hQ« 

I 

pî 

Q»' 

ày 

dx  ' 

[  àx 

_àq 

ày 

1  ày 

dx 

\àV 

\  dx 

ày 

(^) 


On  ramène  l'équation  proposée  à  une  équation  où  les 
variables  sont  séparées,  en  prenant  pour  nouvelles  va- 
riables 

u  =  X  -h  i/f 

ç  =  X  —  iy 
dans  le  premier  cas,  et 


dans  le  second. 


u  =  x-\-y, 
ç  =  X  — y 


AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 
(CONCOURS  DE  1894). 


Mathématiques  élémentaires. 

On  considère  un  quadrilatère  Q  de  sommets  A,  B,  G,  D, 
dont  les  diagonales  se  coupent  en  un  point  O,  et  les  cercles 
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Circonscrits  aux  irrangles  OAB,  OBG,  OGD  et  ODA.  Les 
centres  Oi,  Oj,  O3,  O4  de  ces  cercles  sont  les  sommets  d'un 
parallélogramme  P. 

i"  Le  parallélogramme  P  étant  donné,  démontrer  que  tous 
les  quadrilatères  Q  qui  lui  correspondent  ont  une  Surface  con- 
stante et  des  diagonales  de  longueur  constante. 

2"  Le  parallélogramme  P  étant  donné  et  le  point  O  étant 
assujetti  à  décrire  une  droite  A,  prouver  que  les  sommets  du 
quadrilatère  Q  se  déplacent  sur  les  côtés  d'un  parallélo- 
gramme P';  étudier  la  déformation  de  P' quand  A  varie; 
trouver  les  positions  de  la  droite  A  pour  lesquelles  le  parallé- 
logramme P'  a  une  surface  maximum. 

3°  Construire  le  quadrilatère  Q,  connaissant  le  parallélo- 

AB 

gramme  P  et  soit  deux  angles  de  Q,  soit  les  rapports  -^yr  et 

jTf7'  Discuter. 

4°  On  suppose  que  le  quadrilatère  Q  soit  inscriptible  ;  con- 
naissant le  parallélogramme  P,  trouver  le  lieu  des  sommets  de 
Q  et  le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  à  ce  quadrilatère. 
(  Ces  lieux  sont  des  coniques.) 

Mathématiques  spéciales. 

On  considère  toutes  les  hyperboles  équilatères  H  qui  dé- 
terminent sur  l'axe  Oy  des  segments  variables  ayant  leur 
milieu  au  point  O,  et  qui  divisent  harmoniquement  un  seg- 
ment fixe  AB  porté  par  l'axe  Ox  perpendiculaire  à  l'axe  O^. 
On  désignera  par  a,  b  les  abscisses  des  points  A  et  B. 

1**  Prouver  qu'il  y  a  dans  le  plan  xOy  une  infinité  de  seg- 
ments MM'  divisés  harmoniquement  par  toutes  les  hyperboles 
H;  les  extrémités  M,  M'  de  ces  segments  sont  chacune  le  centre 
d'une  hyperbole  H  réduite  à  deux  droites. 

2**  Les  extrémités  M,  M'  d'un  même  segment  sont  les  foyers 
d'une  conique  tangente  en  O  à  l'axe  Os;  et  tangente  en  des 
points  variables  aux  parallèles  à  l'axe  Oy  issues  des  points  A 
et  B. 

3°  Trouver  le  lieu  des  milieux  des  segments  MM' et  le  lieu  S 
de  leurs  extrémités  M  et  M'. 

4°  Montrer  que  ce  dernier  lieu  S  est  une  courbe  que  l'on 
peut  définir  comme  l'enveloppe  de  quatre  familles  de  cercles 
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qui  touchent  chacun  la  courbe  en  deux  points.  Trouver  le  lieu 
des  centres  de  ces  cercles  et  prouver  que  la  courbe  S  peut  se 
reproduire  de  trois  manières  par  inversion. 

5**  Aux  extrémités  M,  M'  de  chaque  segment  divisé  harmo- 
niquement  par  les  hyperboles  H  on  mène  les  tangentes  à  la 
courbe  S  ;  trouver  le  lieu  du  point  .de  rencontre  de  ces  tan- 
gentes. 

Composition  sur  V Analyse  et  ses  applications 

géométriq  ues . 

Première  question.  —  On  considère  l'intégrale 


=    f    — 
Ji     z^(\ 


obtenue  en  allant  du    point   (i)  au  point  (z)  par  un  chemin 
quelconque,   la  valeur   initiale   du   radical    pour  2=1   étant 

-+-  v/«^-l-ij  et  a  désignant  un  nombre  commensurable, 

I**  Indiquer  la  nature  des  points  singuliers  de  l'intégrale  V; 
2°  Calculer  les  périodes  de  cette  intégrale; 
3**  Montrer  que,  pour  une  infinité  de  valeurs  de  a,  le  nombre 
des  périodes  se  réduit  à  un;  indiquer  la  méthode  à  suivre  pour 
obtenir  l'expression  générale  de  ces  valeurs  de  a. 

Deuxième  question.  —  Les  variables  complexes  m  et  <s  étant 
liées  par  la  relation 

M*=  I  -^  Z^y 

on  considère  l'intégrale 

P(.3,  a)  dz 


W 


-i 


z'^u 


dans  laquelle  P(-5,  u)  désigne  un  polynôme  entier  en  z  et  m. 
Trouver  la  forme  que  doit  avoir  ce  polynôme  : 
1°  Pour  que  l'intégrale  W  soit  finie  en  tous  les  points  du 
plan  des  z  à  distance  finie  ou  infinie,  quelle  que  soit  la  déter- 
mination adoptée  pour  m,  excepté  au  point  2  =  0,  la  valeur 
correspondante  de  u  étant  -t-  i  ; 

2**   Pour  que   le  résidu   de  W  relatif   à  ce    point  {z  =  o, 
14  =  H-  i)  soit  égal  à  -f- 1. 
3*  Le  polynôme  P(^,  w)  satisfaisant  aux  conditions  précé- 
Ann.  de  Mathémat.,  3«  série,  t.  XIIL  (Décembre  1894.)    36 
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(lentes,  quel  est,  en  général,  le  nombre  des  périodes  de  l'inté- 


grale W? 


Composition  de  Mécanique  rationnelle. 

Une  plaque  homogène  pesante  infîniment  mince,  ayant  la 
forme  d'un  triangle  équilatéral  Ai  A-jAs,  de  côté  a,  repose  par 
le  sommet  Ai  sur  un  plan  horizontal  P  sur  lequel  elle  glisse 
avec  frottement,  tandis  que  le  côté  AjAj  glisse  sans  frotte- 
ment sur  un  plan  horizontal  P'  placé  au-dessus  du  premier. 


Le  triangle  est  percé  en  son  centre  de  gravité  G  d'une  ou- 
verture infiniment  petite,  dans  laquelle  passe  une  tige  verti- 
cale fixe  00'  parfaitement  polie  :  la  réaction  de  cette  tige  00' 
sur  le  triangle  est  donc  une  force  horizontale  appliquée  en  G. 

Enfin,  on  suppose  le  plan  du  triangle  incliné  de  45°  sur  la 
verticale. 

A  l'instant  <  =  o,  on  imprime  au  triangle,  autour  de  OO', 
une  vitesse  angulaire  a>o,  dans  le  sens  positif  des  rotations. 

On  demande  d'étudier  le  mouvement  du  système  et  de  cal- 
culer les  réactions  normales  des  plans  P  et  P'  sur  le  triangle. 

i"  Montrer  que,  si  la  vitesse  angulaire  initiale  wo  a  une  cer- 
taine valeur  ji,  la  réaction  du  plan  P  sur  le  sommet  Ai  est 
nulle, 

1°  Indiquer  ce  qui  arrive  suivant  que  wo  est  inférieur  ou 
supérieur  à  p.,  et  suivant  que  le  sommet  Ai  peut  ou  non  s'é- 
lever au-dessus  du  plan  P. 

Nota,  —  On  appellera  Ni  la  réaction  normale  du  plan  P 
sur  le  sommet  Ai  et  l'on  remarquera  que  les  réactions  normales 
du  plan  P'  sur  le  côté  A2A3  peuvent  se  réduire  à  deux  forces 
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verticales  Nj  et  N3  appliquées  aux  sommets  Aj  et  A3.  Si  l'on 
prend  pour  axes  liés  au  corps  solide  mobile  un  axe  Gtx  dirigé 
suivant  GAi,  un  axe  Gj' parallèle  à  AjAs  et  un  axe  Qz  normal 
au  plan  du  triangle  et  dirigé  vers  le  haut,  l'équation  de  l'el- 
lipsoïde d'inertie  relatif  au  point  G  est  de  la  forme 
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PREMIERE   SESSION. 


Géométrie  analytiq  ue . 

On  donne  dans  un  plan  deux  axes  rectangulaires,  x'Ox, 
y'Oy,  un  cercle  G  dont  l'équation  est  x^-{-y^ — r*  =  o,  et 
une  droite  D  dont  l'équation  est  x  —  d  =  o, 

A  un  point  quelconque  F  de  la  circonférence  du  cercle  G  on 
fait  correspondre  une  conique  A  qui  passe  par  l'origine  des 
coordonnées,  qui  a  un  foyer  au  point  F  et  pour  laquelle  la 
directrice  qui  correspond  à  ce  foyer  F  est  la  droite  D. 

Soient  I  le  centre  de  cette  conique  A,  A  et  A'  les  sommets 
de  son  axe  focal,  A  étant  celui  de  ces  deux  sommets  qui  est  le 
plus  près  de  F,  F'  son  second  foyer. 

1®  Trouver  le  lieu  du  point  I  quand  le  point  F  décrit  la  cir- 
conférence du  cercle  G.  Ge  lieu  est  une  conique;  déterminer, 
par  une  construction  géométrique,  ses  sommets  et  les  points 
où  elle  rencontre  la  circonférence  du  cercle  G. 

2**  Déterminer  par  une  construction  géométrique  le  point  A 
et  le  point  A',  sommets  de  l'axe  focal  de  la  conique  A  qui  cor- 
respond à  un  point  donné  F  de  la  circonférence  du  cercle  G. 

3°  Trouver  le  lieu  du  point  A  et  le  lieu  du  point  A'  quand 
le  point  F  décrit  la  circonférence  du  cercle  G. 

4°  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  foyer  F'  quand  le  foyer  F 
décrit  la  circonférence  du  cercle  G. 

Nota.  —  On  indiquera  comment  se  modifie  chacun  des  lieux 
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demandés  quand,  laissant  fixes  les  axes  de  coordonnées,  et  in- 
variable le  rayon  r  du  cercle  C,  on  fait  croître  £?  de  o  à 


oo. 


Calcul  trigonométrique. 

Résoudre  un  triangle  connaissant  sa  surface  et  deux  hau- 
teurs. 

Démontrer  que  le  problème  admet  en  général  deux  solu- 
tions ou  pas  de  solutions  et  calculer,  pour  les  données  parti- 
culières suivantes,  celle  des  deux  solutions  pour  laquelle  la 
troisième  hauteur  du  triangle  est  la  plus  petite. 

ha  (hauteur  abaissée  sur  le  côté  a)  =  28576", 45, 
hb  (hauteur  abaissée  sur  le  côté  b)  =  54217", 32, 

S  =  121634'*'. 


Physique, 

Une  machine  pneumatique  et  une  mac}iine  de  compression 
dont  les  corps  de  pompe  sont  G  et  G'  sont  reliés  respective- 
ment à  des  réservoirs  de  capacité  R  et  R'. 

On  fait  le  vide  en  R  par  n  coups  de  piston,  tandis  qu'on  le 
comprime  en  R'  par  n'  coups;  puis  on  fait  communiquer  les 
deux  réservoirs  par  un  robinet  r  jusque-là  fermé. 


On  demande  de  calculer  la  pression  finale  X  de  Pair  après 
équilibre,  en  supposant  les  machines  sans  espaces  nuisibles  et 
la  pression  initiale  uniforme  Ho . 
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On  écrira  la  condition  pour  que  l'on  ail  X  =  H©  dans  le  cas 
où  R  =  R'. 

Exemple  numérique  : 

R  =  R'  =  2,         71  =  5,         G  =  2,         G'  =  JL,         n'=3i. 

Chimie. 

I.  Préparations  des  hydracides  :  Écrire  seulement  les  for- 
mules des  réactions. 

II.  Problème.  —  Dans  un  appareil  à  hydrogène  en  activité, 
on  introduit  lo^^  d'acide  azotique  fumanl.  Quand  la  réaction, 
que  l'on  suppose  complète,  est  achevée,  on  transvase  le  li- 
quide dans  un  ballon,  on  verse  un  excès  de  potasse  et  l'on  fait 
bouillir.  On  dessèche  le  produit  qui  se  dégage  et  on  le  fait 
passer  dans  un  tube  à  oxyde  de  cuivre  chauffé  au  rouge 
sombre. 

Le  gaz  obtenu  est  ensuite  recueilli  sur  la  cuve  à  mercure. 
On  demande  : 

1°  Le  volume  de  ce  gaz,  supposé  sec,  dans  les  conditions 
normales  de  température  et  de  pression; 
2°  La  perte  de  poids  du  tube  à  oxyde  de  cuivre. 
Ne  pas  tenir  compte  de  l'air  des  appareils. 
Écrire  les  équations  qui  représentent  les  réactions. 
Faire  un  croquis  de  l'appareil. 
Poids  atomiques  :  H  =  i,  Az  =  i4,  O  =  i6. 
Poids  du  litre  d'air  à  o**  et  76*^"  de  pression  :  i«'",293. 
Densité  de  l'hydrogène  :  0,06947. 

Épure. 

La  ligne  de  terre  xy  étant  tracée  parallèlement  aux  grands 
côtés  du  cadre  à  une  distance  de  60™"  au-dessous  du  milieu 

orl àl 


3o 


^iW 


ay  CL  y 

du  cadre,  on  considère,  dans  le  plan  vertical,  une  parabole 
dont  l'axe  est  la  verticale  aa'  placée  au  milieu  du  cadre,  dont 
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la  directrice  est  la  ligne  de  terre  et  dont  le  sommet  a'  est 
à  So^"  au-dessus  delà  ligne  de  terre;  cette  parabole»  en  tour- 
nant autour  de  son  axe»  engendre  un  paraboloïde.  On  considère, 
d'autre  part,  un  cône  de  révolution  ayant  pour  sommet  le  som- 
met ad!  de  la  parabole  et  pour  axe  une  parallèle  a6,  a!  b'  à  la 
ligne  de  terre  :  l'angle  des  génératrices  de  ce  cône  avec  son 
axe  est  supposé  égal  à  45"*. 

i**  Construire  les  projections  de  l'intersection  de  ces  deux 
surfaces,  et  représenter  leur  solide  commun,  en  supposant  le 
cône  prolongé  de  part  et  d'autre  de  son  sommet. 

7k*  Construire  la  projection  de  l'intersection  sur  un  deuxième 
plan  vertical  ayant  pour  trace  horizontale  la  perpendiculaire 
en  a  à  la  ligne  de  terre. 

Nota,  —  On  indiquera  à  l'encre  rouge  la  construction  d'un 
point  et  de  la  tangente  en  ce  point  à  la  parabole  et  à  chacune 
des  projections  de  l'intersection. 

Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive. 

Titre  intérieur  :  Intersection  d'un  paraboloïde  et  d'un  cône. 


SECONDE   SESSION. 


Géométrie  analytique. 

On  donne  deux  axes  rectangulaires,  x'Ox,  y'Oy,  un  point  M 
situé  dans  l'angle  xOy,  dont  les  coordonnées  sont  a  et  b,  un 
point  P  situé  sur  l'axe  des  y  dont  l'ordonnée  est  p.  Par  le 
point  P  on  mène,  dans  le  plan  des  axes,  une  droite  quel- 
conque PR,  et,  à  celte  droite  PR,  on  fait  correspondre  la 
conique  A  qui  passe  par  le  point  M,  qui  a  son  foyer  en  O,  et 
pour  laquelle  la  droite  PR  est  la  directrice  qui  correspond  au 
point  O. 

I.  Déterminer  géométriquement  dans  quelle  région  du  plan 
doit  être  située  la  droite  PR  pour  que  la  conique  A  qui  lui  cor- 
respond soit  une  ellipse,  ou  pour  qu'elle  soit  une  hyperK^ple. 

Discuter  le  problème  en  laissant  fixe  le  point  M  et  en  dé- 
plaçant le  point  P  sur  l'axe  des^. 
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II.  Former  Téquation  du  lieu  décrit  par  le  centre  de  la 
conique  A  quand  la  droite  PR  tourne  autour  du  point  P.  Le 
lieu  se  compose  d'une  droite  et  d'une  conique  G.  Suivre  les 
transformations  de  la  conique  G  quand,  le  point  M  restant 
fixe,  le  point  P  se  déplace  sur  l'axe  des  y. 

Expliquer  géométriquement  les  résultats  trouvés  par  l'ana- 
lyse. 

III.  Démontrer  que  la  conique  G  est  doublement  tangente 
au  cercle  décrit  sur  OP  comme  diamètre,  et  reconnaître  si 
cette  conique  pénètre,  ou  ne  pénètre  pas  dans  ce  cercle. 

Démontrer  que  si,  laissant  fixe  le  point  P,  on  déplace  le 
point  M,  un  des  deux  axes  de  la  conique  G  passe  toujours  par 
le  milieu  I  de  OP,  et  trouver  sur  quelle  ligne  il  faut  dans  ces 
conditions  placer  le  point  M  pour  que  l'autre  axe  de  la  co- 
nique G  passe  aussi  par  le  milieu  de  OP. 

Calcul  trigonométrique. 

Résoudre  un  triangle  connaissant  le  rayon  du  cercle  circon- 
scrit, un  angle  et  la  hauteur  abaissée  d'un  des  sommets  des 
autres  angles. 

On  démontrera  que  ce  problème,  pour  les  données  sui- 
vantes, admet  deux  solutions  et  l'on  calculera  celle  qui  admet 
le  plus  grand  côté  b  perpendiculaire  à  la  hauteur  donnée  hb  : 

R  =  32437™,  24, 
^6=  21634'",  75, 
A  =  29"27'32^6. 

Physique. 

D'un  point  A  on  lance  avec  une  vitesse  V©  sur  un  plan  in- 
cliné formant  avec  l'horizon   un  angle  a,  suivant  la  ligne  de 


plus  grande  pente,  et  de  bas  en  haut,  une  bille  mobile  sans 
frottement,  qui,  après  s'être  élevée  en  un  point  G,  redescend 
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et  vient  frapper  un  obstacle  placé  en  B   à  la  partie  inférieure 
du  plan. 

Un  observateur  placé  en  A  mesure  le  temps  T  écoulé  entre 
l'époque  du  départ  du  mobile  et  l'instant  où  lui  parvient  le 
bruit  produit  par  le  choc. 

On  demande  de  calculer  la  distance  x  =  AB. 

• 

Exemple  numérique,  —  Vitesse  du  son  : 

V  =  34ooo'=«»  à  la  i", 
Vo=  245acm,5  à  la  i", 
^  =  98icn., 

a  =  3o". 

Chimie. 

1°  Action  de  l'acide  azotique  à  divers  degrés  de  concentra- 
tion sur  les  métalloïdes  et  les  métaux. 

Écrire  seulement  les  formules  des  réactions. 

2'  Problème.  —  On  chauffe  3^%  72  d'oxalate  neutre  de  po- 
tassium sec  avec  un  excès  d'acide  sulfurique  concentré  (en- 
viron So*""). 

Le  mélange  gazeux  qui  se  dégage  est  dirigé  dans  un  tube  en 
porcelaine  rempli  de  braise  et  chauifé  au  rouge  vif,  puis,  le 
gaz  à  sa  sortie  est  reçu  dans  un  tube  eudiométrique  sur  la 
cuve  à  mercure.  Quand  l'expérience  est  terminée,  on  fait 
passer  dans  l'eudiomètre  un  certain  volume  d'oxygène  pur 
préparé  par  le  dichromate  de  potassium  et  l'acide  sulfurique 
concentré. 

On  excite  l'étincelle  électrique  et  l'on  agite  le  gaz  restant 
avec  un  excès  de  lessive  de  potasse. 

On  demande  : 

i**  Quels  sont  les  gaz  qui  se  dégagent  avant  leur  passage 
dans  le  tube  à  braise  incandescente  et  quel  est  le  volume, total 
du  mélange  qu'ils  forment; 

2*  Quel  est  le  gaz  recueilli  dans  l'eudiomètre,  quel  est  son 
volume  et  ce  qu'il  devient  après  le  passage  de  l'étincelle  ; 

3**  Quel  est  le  poids  de  dichromate  de  potassium  nécessaire 
pour  fournir  un  volume  d'oxygène  tel,  que  le  résidu  gazeux 
soit  nul  après  l'absorption  par  la  potasse. 
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On  supposera  les  gaz  secs  et  dans  les  conditions  normales 
de  température  et  de  pression. 
Poids  du  litre  d'air 

I6^293,        8  =  0,0694. 

Poids  atomiques 

H  =  i,        G  =  12,        0  =  16,        K  =  39,        Cr=52. 

Ecrire  toutes  les  équations  et  faire  les  croquis  des  appa- 
reils. 

Épure, 

La  ligne  de  terre  xy  étant  tracée  au  milieu  du  cadre  paral- 
lèlement aux  petits  côtés,  on  décrit  dans  le  plan   horizontal 


deux  cercles  égaux  A  et  B  de  9*"  de  rayon,  tangents  à  la  ligne 
de  terre  et  ayant  leurs  centres  respectifs  a  et  6  à  3""  de  part 
et  d'autre  de  la  ligne  médiane  gh  du  cadre. 

Soient  {p,  p')  le  point  d'intersection  de  ces  deux  cercles  le 
plus  rapproché  de  la  ligne  de  terre,  (5,  s')  le  point  dont  la 
cote  est  18''"  et  dont  la  projection  horizontale  s  est  à  l'inter- 
section du  cercle  B  et  de  la  parallèle  à  la  ligne  de  terre  menée 
par  jD. 

On  considère  : 

i'  Un  cône  dont  la  base  est  le  cercle  A  dans  le  plan  hori- 
zontal et  dont  le  sommet  est  le  point  (*,  5'); 
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2'  Un  cylindre  dont  la  base  est  le  cercle  B  dans  le  plan  hori- 
zontal et  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la  droite 
{ps,p's'). 

Construire  la  partie  de  la  projection  horizontale  de  l'inter- 
section de  ces  deux  surfaces  comprise  entre  les  bords  du 
cadre,  et  la  partie  de  la  projection  verticale  située  au-dessus 
de  la  ligne  de  terre  jusqu'aux,  bords  du  cadre. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  la  construction  des  points  et 
droites  remarquables. 

On  supposera  les  deux  surfaces  opaques. 

Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive. 

Titre  intérieur  :  Intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre. 
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Nous  ne  pouvons  qu'applaudir  à  la  réimpression  de  l'Ouvrage, 
devenu  introuvable,  du  célèbre  philosophe.  Nos  lecteurs,  que 
la  publication  de  ses  Questions  d'examen  a  intéressés,  seront 
sans  doute  fort  aises  de  se  rendre  compte  dans  le  texte  de 
l'auteur  du  point  de  vue  sous  lequel  Auguste  Comte  envi- 
sageait la  Géométrie  analytique. 

Leçons  nouvelles  sur  l'Analyse  infinitésimale  et 
SES  APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES,  par  Cil,  Méray,  pro- 
fesseur à  la  Faculté  des  Sciences  de  Dijon.  —  Tome  I  : 
Principes  généraux.  Paris.  Gautliîer-Villars  et  fils  ;  1 894* 
Grand  in-8  de  xxxiii-4o5  pages,  avec  figures.  Prix  :  iS^*^. 

I. 

Dans  les  Sciences,  en  Mathématiques  comme  ailleurs,  il 
arrive  souvent,  presque  toujours,  que  les  découvertes,  les  faits 
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nouveaux,  ne  se  présentent  pas,  tout  d'abord,  sous  leur  jour 
le  plus  simple,  mais,  d'une  façon  indirecte,  sous  une  forme  con- 
tournée, difficile  à  concevoir,  qui  masque,  souvent,  la  portée 
de  la  découverte.  Lorsque  la  Science  s'est  développée,  lorsque 
les  faits  se  sont  accumulés  comme  les  matériaux  préparés  d'un 
édifice  à  construire,  il  vient  un  homme,  spécialement  doué,  à 
vues  larges,  qui  relie  tous  ces  résultats  épars,  les  enchaîne  et 
les  réunit  en  un  corps  de  doctrines  procédant  d'une  idée  géné- 
rale, simple  et  féconde,  dominant  toutes  les  autres. 

Depuis  de  longues  années,  M.  Méray,  dans  l'intérêt  de  ses 
élèves,  et  dans  l'intérêt  de  tous,  s'est  attaché,  avec  une  persé- 
vérance admirable,  à  cette  dure  besogne  de  coordination  et  de 
redressement  pour  l'Analyse  infinitésimale.  Il  ne  faudrait  pas 
croire  que  c'était  là  un  simple  travail  de  classement.  Il  lui  a 
fallu  reconstruire  toute  l'Analyse  pas  à  pas,  avec  méthode,  re- 
prendre toutes  les  démonstrations,  en  inventer  de  nouvelles 
pour  servir  de  traits  d'union,  modifier  souvent  les  idées  mêmes 
pour  les  rattacher  à  une  idée  unique,  primordiale. 

L'Analyse  infinitésimale  était,  il  y  a  environ  vingt  ans,  pro- 
bablement arrivée  à  cet  état  de  développement  qui  nécessite  un 
retour  en  arrière  pour  faire  la  coordination  dont  je  viens  de 
parler.  La  chose  était  à  l'ordre  du  jour,  car,  tandis  que 
M.  Méray,  en  France,  dirigeait  tous  ses  efforts  dans  cette 
voie,  d'autres  savants  éminents,  comme  MM.  Weierstrass  et 
Kronecker,  en  Allemagne,  s'engageaient  dans  les  mêmes  études. 
MM.  Méray  et  Weierstrass  travaillèrent  ainsi  le  même  sujet, 
parallèlement,  s'ignorant  l'un  l'autre,  et  arrivèrent,  à  peu  près 
aux  mêmes  époques,  à  des  conclusions  semblables.  Tous  deux 
se  contentèrent,  très  longtemps,  d'enseigner  leurs  idées  à  leurs 
élèves  sans  les  publier  et  il  en  résulte  qu'aujourd'hui  il  y  a 
entre  leurs  travaux  des  questions  de  priorité  très  difficiles  à 
résoudre.  Le  plus  simple,  dans  ce  cas,  croyons-nous,  est  de  ne 
pas  chercher  à  les  trancher,  car  le  mérite  de  chacun  de  ces 
grands  savants  n'est  pas  diminué  par  celui  de  l'autre  et  il  suffit 
de  citer  leurs  deux  noms  simultanément  pour  leur  rendre  à'  tous 
deux  justice. 

Dès  1872,  M.  Méray  avait  publié  un  Ouvrage  important  In- 
titulé Nouveau  Précis  d* Analyse  infinitésimale,  La  modestie 
de  ce  titre  fut  préjudiciable  au  Livre.  On  crut,  généralement, 
que  ce  titre  de  Précis  ne  désignait  qu'un  abrégé  des  théories 
courantes  de  l'Analyse,  à  l'usage  des  étudiants,  et  on  ne  s'aperçut 
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pas  qu'il  contenait  toute  une  méthode  nouvelle  d'exposition  de 
l'Analyse  basée,  uniquement,  sur  la  considération  des  séries 
entières.  Tandis  qu'on  citait  des  travaux  de  MM.  Briot  et 
Bouquet,  Weierstrass,  Heine,  etc.,  on  oubliait  le  nom  de 
Méray  à  qui  appartenait,  souvent,  la  priorité  de  ces  travaux  (*). 
Cet  état  de  choses  regrettable,  à  tous  les  points  de  vue,  va, 
enfin,  cesser,  car  M.  Méray  publie,  en  ce  moment,  dans  un 
Ouvrage  magistral,  qui  ne  devra  rester  inconnu  à  aucun  mathé- 
maticien, le  résultat  complet  de  ses  travaux,  l'exposition  mé- 
thodique de  ses  idées  sur  l'Analyse  infinitésimale. 


II. 

Lorsqu'on  embrasse  l'ensemble  de  l'Analyse  et  de  ses  appli- 
cations, on  s'aperçoit,  bientôt,  d'un  fait  fondamental  :  c'est 
que  toutes  les  fonctions  intéressantes,  utiles,  toutes  celles  qui 
ont  donné  lieu  à  une  étude  approfondie,  sont  développa  blés  en 
séries  ordonnées  suivant  les  puissances  entières  des  accrois- 
sements des  variables,  en  séries  entières,  suivant  l'expression 
de  M.  Méray.  Et  cela  est  encore  vrai  pour  les  fonctions  qui  en 
dérivent.  Gela  est  tellement  constant,  que,  chaque  fois  que  les 
physiciens  étudient  un  phénomène,  ils  supposent  toujours  que 
la  fonction  qui  le  représente  est  développable.  On  la  suppose, 
d'abord,  constante  quelquefois,  puis  linéaire,  puis,  parabo- 
tique,  etc.,  et  l'on  prend  de  plus  en  plus  de  termes  à  mesure 
qu'on  entre  plus  avant  dans  l'étude  approfondie  de  la  loi  phy- 
sique. 


(*)  J'ai,  personnellement,  dans  un  travail  paru  dans  les  Annales 
de  V École  Normale  supérieure,  en  1891,  intitulé  :  Sur  les  équations 
aux  dérivées  partielles  sim,ultanées  qui  contiennent  plusieurs 
fonctions  inconnues,  fait  deux  oublis  de  ce  genre. 

Je  suis  heureux  de  saisir  cette  occasion  pour  les  réparer. 

r**  J^ai  omis  de  citer  le  nom  de  M.  Méray,  à  propos  des  équations 
aux  différentielles  totales,  à  côté  de  ceux  de  Bouquet  et  de  M.  Mayer 
{Introduction). 

2*  Dans  la  Note  finale,  j'ai  attribué  l'invention  de  la  fonction 
majorante  à  M.  Weierstrass.  Il  serait  plus  juste  de  dire  que 
MM.  Weierstrass  et  Méray  l'ont  tous  deux  employée  dans  leurs  Cours 
depuis  fort  longtemps  et  il  est  probable  que  la  priorité  appartient  à 
M.  Méray. 
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C'est  ce  fait  fondamental  qui  sert  de  base  à  V Analyse  telle 
que  la  conçoit  M.  Méray.  Pour  lui,  toute  fonction  digne  d'être 
prise  en  considération  est  représentée  ou,  plutôt,  engendrée 
par  une  série  entière  et  il  écarte,  systématiquement,  les  fonc- 
tions anormales,  inutiles  dans  la  pratique,  qui  ne  rentrent  pas 
dans  ce  type  et  dont  l'intérêt  est  purement  philosophique. 

Cette  manière  d'envisager  l'Analyse  lui  donne  de  la  clarté, 
de  la  simplicité,  et,  surtout,  une  très  grande  uuité  de  méthode. 
Dans  cet  ordre  d'idées,  l'Analyse  devient  un  prolongement 
naturel  de  l'Algèbre.  L'étude  des  fonctions  développées  en 
séries  devient  une  généralisation  de  l'étude  des  polynômes  en- 
tiers et  ne  nécessite  que  la  connaissance  des  règles  élémen- 
taires du  calcul  algébrique.  Comme  tout  repose  sur  une  seule 
idée  primordiale,  qui  domine  tout,  il  règne  dans  l'Ouvrage  en- 
tier une  unité  d'exposition  remarquable.  Les  propositions  s'en- 
chainent  sans  interruption  et,  comme  toutes  s'appuient  les 
unes  sur  les  autres,  il  en  résulte  que,  en  dernière  analyse,  l'en- 
semble est  supporté,  uniquement,  par  la  notion  et  les  pro- 
priétés élémentaires  des  nombres  entiers.  Cet  enchaînement 
continu  augmente  la  certitude  des  théories  (au  sens  logique  du 
mot);  la  solidité  des  raisonnements  paraît  inébranlable  et  leur 
uniformité,  loin  d'être  monotone,  les  débarrasse  des  artifices 
toujours  si  pénibles. 

Les  Leçons  nouvelles  initient  le  lecteur  à  toutes  les  questions 
importantes  du  Calcul  infinitésimal,  à  toutes  celles  dont  l'utilité 
et  la  nécessité  sont  certaines.  Si,  après  cette  étude  approfondie, 
le  lecteur,  parfaitement  préparé  à  aborder  les  questions  mathé- 
matiques les  plus  ardues,  désire  connaître  celles  qui  ont  un 
intérêt  purement  philosophique,  il  pourra,  sans  difficulté,  lire 
les  Mémoires  originaux.  Il  y  apprendra  comment  on  peut  con- 
cevoir une  fonction  autrement  que  par  un  développement  en 
série  et  il  y  trouvera  la  justification  des  idées  de  M.  Méray  en 
y  voyant  que  les  fonctions  issues  de  cette  conception  plus 
générale  n'ont  guère  servi  qu'à  des  développements  phi- 
losophiques d'un  très  grand  intérêt  en  eux-mêmes^  mais 
peu  utiles  dans  la  pratique.  Peut-être  M.  Méray  aurait-il  pu 
glisser  dans  son  Ouvrage  quelques  indications  sur  ces  idées 
très  courantes  et  qui  ont  été  l'objet  de  remarquables  travaux; 
il  aurait  rendu  service  à  ses  lecteurs  désireux  de  compléter 
leurs  connaissances.  Sous  l'empire  d'une  préoccupation  con- 
stante d'unité  de  méthode^   il    a,   systématiquement,   écarté 
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toutes  ces  questions.  Ceïa  laisse  à  son  œuvre  un  cachet  per- 
sonnel sans  rien  enlever  à  sa  grande  valeur.  Un  Ouvrage  intitulé 
Leçons  ne  peut  pas  avoir  la  prétention  d'embrasser  le  domaine 
complet  des  Mathématiques.  Ce  n'est  pas  un  dictionnaire  que 
l'Ouvrage  de  M.  Méray  et  c'est  un  des  meilleurs  éloges  qu'on 
puisse  en  faire. 

m. 

La  première  Partie  de  l'Ouvrage  complet,  qui  est  la  seule 
parue,  contient  toutes  les  propriétés  générales  des  fonctions  qui 
ne  dépendent  ni  de  leurs  natures  spécifîques  ni  du  nombre  des 
variables.  Le  nom  d'aucune  ïoncixon  particulière  n'y  est  pro- 
noncé, à  part  ceux  des  polynômes  entiers  et  des  fractions 
rationnelles.  Gela  donne  à  ce  volume  un  caractère  abstrait  et 
il  est  certain  que  sa  lecture  exigera,  de  la  part  du  lecteur,  un 
plus  grand  effort  que  s'il  était  entrecoupé  par  des  exemples  et 
des  monographies  qui  reposent  l'esprit.  S'il  s'agissait  d'un  livre 
élémentaire,  destiné  à  des  débutants,  il  faudrait  blâmer  sérieu- 
sement cette  façon  de  procéder,  mais,  dans  un  livre  d'Analyse 
destiné  à  des  étudiants  qui  ont  déjà  l'habitude  du  raisonnement 
et  l'esprit  rompu  aux  abstractions,  cela  ne  peut  avoir  que  l'in- 
convénient de  les  forcer  à  tendre  un  peu  plus  leur  esprit  (si 
cela  peut  être  considéré  comme  un  inconvénient).  D'ailleurs,  il 
faudrait  bien  se  garder  de  juger  ce  premier  Volume  isolément. 
Chaque  Chapitre  est  une  introduction  toute  prête  pour  des 
Chapitres  des  Volumes  suivants  et  le  lecteur,  que  l'étude  inin- 
terrompue de  ce  premier  Volume  pourrait  fatiguer,  n'aura  qu'à 
l'arrêter  au  point  voulu  pour  prendre  dans  les  Volumes  suivants 
les  exemples  et  les  applications  qui  donneront  du  repos  à  son 
esprit  ou  bien  faciliteront  l'assimilation  des  théories  générales. 

L'auteur,  en  partant  de  la  notion  de  nombre  entier,  nous 
conduit  tout  d'un  trait  jusqu'aux  confins  des  théories  générales 
de  l'Analyse,  jusqu'à  la  démonstration  de  l'existence  des  inté- 
grales des  équations  aux  dérivées  partielles  simultanées.  Cela, 
sans  un  exemple  particulier,  sans  prononcer,  une  seule  fois,  le 
nom  d'une  fonction  spéciale*  S'il  est  vrai  que  cette  méthode 
est  bien  abstraite,  elle  a,  il  faut  en  convenir,  l'avantage  de 
montrer  que  ces  propriétés  générales  se  tiennent  debout  toutes 
seules,  se  lient  les  unes  aux  autres  et  que  l'édifice  complet  des 
théories  fondamentales  de  l'Analyse,  ainsi  présentées,  forme  un 
tout  homogène,  logiquement  enchaîné. 
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Avant  d'entrer  dans  le  détail  du  Volume,  disons  quelques 
mots  de  la  terminologie  qui  y  est  adoptée.  Cette  terminologie 
est  celle  que  l'auteur  emploie  depuis  1869  et  qu'il  a  proposée 
dès  1872  dans  le  Prec«5.  Depuis,  on  a  imaginé  d'autres  termes  qui 
ne  sont  ni  mieux  ni  plus  mal,  mais  qui  ont  eu  la  chance  d'être 
répétés;  on  comprend,  aisément,  que  M.  Méray  ait  tenu  à  con- 
server ceux  dont  il  est  l'auteur  et  qu'il  a  choisis  avant  tout 
autre,  pour  bien  spécifier  des  idées  qui  lui  appartiennent. 

Une  fonction  olotrope  est  une  fonction  engendrée  par  une 
série  entière,  c'est  ce  que  nous  appelons  une  fonction  holo- 
morphe  (Briot  et  Bouquet),  ou  régulière  (Weierstrass)  ou 
encore  développahle.  Les  olomètres  sont  les  rayons  des  cercles 
de  convergence.  Une  pseudo-fonction  oloïde  est  une  suite  de 
séries  entières  dont  les  cercles  de  convergence  empiètent  les 
uns  sur  les  autres  et  qui  se  raccordent  dans  les  parties  com- 
munes de  ces  cercles.  Les  coefficients  de  ces  séries  sont  les 
articles  de  la  pseudo-fonction  et  celle-ci  se  forme  par  ce  que 
nous  appelons  un  prolongement  ou  continuation,  opération 
que  M  Méray  nomme  cheminement.  Enfin,  dans  la  théorie  des 
équations  différentielles,  les  systèmes  immédiats  sont  ceux 
qui  sont  du  premier  ordre  et  qui  fournissent  immédiate- 
ment un  certain  nombre  de  dérivées  de  fonctions  inconnues 
en  fonction  des  variables  indépendantes,  des  fonctions  in- 
connues et  de  leurs  autres  dérivées  (s'il  y  a  lieu).  Un  système 
immédiat  est  passif  lorsque  les  conditions  d'intégrabilité  sont 
vérifiées,  c'est-à-dire  lorsqu'il  est  complètement  intégrable. 

IV. 

Dans  les  trois  premiers  Chapitres  du  premier  Volume,  l'auteur 
reprend  rapidement  la  théorie  des  fractions,  des  nombres  né- 
gatifs, incommensurables  et  imaginaires.  Pour  ne  pas  donner 
à  ces  considérations  une  trop  grande  place  il  s'est,  en  général, 
contenté  d'indications  sommaires,  mais  qui,  quoique  brèves, 
sont  du  plus  haut  intérêt.  Ce  sont  là  trois  Chapitres  qui  de- 
vraient être  lus  et  commentés  par  tout  le  monde.  On  a  dit  si 
souvent,  malheureusement,  des  choses  ridicules  sur  ces  sujets 
qu'on  éprouve  vraiment  un  grand  plaisir  à  lire  ces  développe- 
ments si  logiques  et  si  clairs.  Les  fractions  sont  des  fictions 
introduites  par  la  nécessité  de  généraliser  le  quotient  de  deux 
nombres  entiers.  Les  nombres  négatifs  sont  amenés  par  la  néces- 
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site  de  créer  des  fictions  rendant  toutes  les  soustractions  pos- 
sibles (servant  aussi  à  mesurer  les  grandeurs  dirigées).  Pour 
conduire  le  lecteur  à  la  notion  de  nombre  incommensurable, 
M.  Méray  introduit  ce  qu'il  appelle  les  variantes.  Une  variante 
^/n,/»)  •  •  •  6st  une  quantité  qui  est  définie  quand  les  valeurs  de 
ses  indices  m,  /i,  . . .  sont  déterminées.  Une  variante  est  dite 
convergente  si  la  différence  ^m'^n',... —  ^m\n\.„  devient  infi- 
niment petite  lorsque  les  indices  m',  n",  ...,  ni\  n\  ...  sont 
infiniment  grands.  Toute  variante  qui  a  une  limite  est  conver- 
gente, mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie.  Toute  variante  con- 
vergente n'a  pas  nécessairement  une  limite  (entière  ou  frac- 
tionnaire) et,  alors,  par  définition,  l'auteur  désigne  sous  le 
nom  de  nombre  incommensurable  une  fiction  appelée  par 
lui  la  limite  d'une  variable  convergente  qui  ne  tend  pas  vers 
un  nombre  commensurable. 

Enfin,  les  nombres  imaginaires  sont  introduits,  d'une  façon 
tout  à  fait  rationnelle,  comme  des  systèmes  de  deux  nombres 
réels  rendant  possible  la  résolution  de  toute  équation  entière 
à  une  inconnue. 

Dans  ces  trois  Chapitres,  d'une  façon  rapide,  mais  remar- 
quablement précise,  M.  Méray  a  cimenté  des  bades  solides  à 
son  œuvre. 

Le  quatrième  Chapitre  est  la  théorie  complète  des  séries 
dont  les  termes  sont  des  constantes;  il  est  clair,  bref  et  très 
complet. 

Avec  le  Chapitre  V,  nous  entrons  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions. C'est,  maintenant  surtout,  que  la  personnalité  de  l'au- 
teur se  dégage.  Tout  de  suite,  sans  s'attarder  à  l'étude  des 
séries  entières  à  une  variable,  il  attaque  la  théorie  de  celles 
qui  dépendent  de  plusieurs,  expose  les  propriétés  fondamen- 
tales, étudie  la  continuité  de  la  série  et  établit  le  théorème 
d'Abel  étendu  à  des  sérieb  à  plusieurs  variables.  Les  grandes 
analogies  entre  les  séries  et  les  polynômes  entiers,  analogies 
qui  feront,  précisément,  l'intérêt  des  fonctions  olotropes,  sont 
mises  en  lumière.  Citons  dans  ce  Chapitre  (n*  130)  une  très 
intéressante  démonstration  !du  lemme  de  Cauchy  pour  établir 
la  majorance  de  la  fonction 

M 


(-é)(-ft) 
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qui  est  la  fonction  majorante  de  Gauchy.  Cette  démonstration 
ne  s'appuie  absolument  que  sur  les  principes  de  l'Algèbre  élé- 
mentaire et  cela  était  nécessaire  pour  que  l'auteur  pût  rester, 
jusqu'au  bout,  fidèle  à  son  principe  (*).  Les  séries  entières 
prennent  les  noms  de  fonctions  olotropes,  et  les  Chapitres  VI 
et  VII  sont  réservés  à  l'étude  de  leurs  propriétés.  M.  Méray  a 
une  horreur  profonde  pour  notre  définition  ordinaire  de  la  dé- 
rivée, et  il  est  vrai  que  celle  qu'il  propose  après  Lagrange  et 
qui  s'impose,  avec  sa  méthode,  est  beaucoup  plus  simple. 
fi^iy^  •  •  •)  étant  une  fonction  olotrope,  f{x  -h  h,y  -\-  k,  . . .) 
en  est  une  aussi  de  ar,  j^,  . . .,  A,  A:,  . . .  ;  les  dérivées  partielles 

^>  ^>  •  •  •  ne  sont  alors  autre  chose  que  les  coefficients  de 

hy  kf  ...  dans  le  développement  de  f{oc-^-h,y-k-k,  . . .). 
Toujours  avec  sa  façon  de  procéder,  qui  va  du  général  au  par- 
ticulier, il  définit  de  suite  la  difi*érentielle  totale  d'une  fonc- 

tion  de  plusieurs  variables,  —  A  -j-  ~  A-  -h ...  ;   le  cas  d'une 

^  ox  y 

fonction  d'une  variable  n'est  qu'un  cas  particulier  du  cas  gé- 
néral. Le  Chapitre  VI  se  termine  par  plusieurs  paragraphes 
(n**  173)  remarquables  sur  les  pseudo-fonctions  oloïdes  où, 
en  particulier,  l'auteur  montre  comment  une  telle  pseudo- 
fonction définit,  dans  des  aires  imperforées,  une  véritable 
fonction  olotrope. 

C'est  dans  le  Chapitre  VII  que  la  divergence  du  point  de 
départ  de  M.  Méray  de  celui  de  Cauchy  se  fait  le  plus  sentir, 
par  la  nécessité  où  il  se  trouve  de  démontrer  des  choses  qui, 
au  point  de  vue  de  Cauchy,  sont  relativement  évidentes. 
Lorsqu'on  définit,  comme  d'habitude,  une  fonction  holomorphe 
par  la  continuité  et  l'existence  de  la  dérivée,  il  faut  démon- 
trer \9i  possibilité  du  développement  en  série  et  la  démonstra- 
tion même  montre  que,  si  une  fonction  est  holomorphe,  dans 
des  aires,  le  développement  à  partir  de  valeurs  initiales  don- 
nées, prises  dans  ces  aires,  a   pour^  cercles  de  convergences 

(*)  On  sait  que,  d'ordinaire,  on  se  sert  du  Calcul  intégral  pour 
établir  ce  lemme.  La  démonstration  est  très  simple;  mais  M.  Méray 
devait  absolument  la  bannir,  car,  plus  tard,  ce  lemme  même  lui  ser- 
vira à  faire  le  Calcul  inverse  des  dérivées^  c'est-â-dire  à  donner  la 
notion  d'intégrale. 

Ann,  de  Mathemat.,  3"  série,  t.  XIII.  (Décembre  189^1.)     3^ 
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les  plus  grands  cercles  contenus  tout  entiers  dans  ces  aires  et 
décrits  de  ces  valeurs  initiales  comme  'centres.  Au  point  de 
\ue  de  M.  Méray,  la  possibilité  du  développement  d'une  fonc- 
tion olotrope  n'est  pas  à  démontrer,  puisque  le  développe- 
ment même  sert  de  définition,  de  génération  même  à  la  fonc- 
tion. Dire  alors  que  la  fonction  f{x,y,  . . .)  est  olotrope  dans 
les  aires  Sx,  S^.,  ...  avec  les  olomètres  8^7,  ^y,  . . .  c'est  affirmer 
par  un  mot  que,  si  l'on  prend  un  système  quelconque  de  va- 
leurs initiales  a^cj^o,  •  ••>  ^^^^  ces  aires,  la  fonction  était  déjà 
représentable  par  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
croissantes  entières  de  x  —  a^o,  y—yo^  .••  convergente  tant 
que  <P,  y,  ...  restent  à  l'intérieur  des  cercles  décrits  de  a^o, 
j^o,  . .  •  comme  centres  avec  Ix,  ^y,  . . .  pour  rayons.  De  cette 
définition  même,  il  découle  bien  que  le  développement  est  con- 
vergent dans  les  cercles  de  rayons  Sa?,  q^,  ...,  mais  rien  de 
plus,  et  on  ne  sait  pas,  a  priori,  si  ce  développement  est 
encore  convergent  lorsque  les  cercles  ont  des  rayons  plus 
grands,  mais  de  façon  à  être  contenus  dans  les  aires  S^-,  S^,  .... 
L'auteur  se  trouve  conduit  à  démontrer  cette  proposition  qui 
n'a  pas  sa  raison  d'être  au  point  de  vue  de  Cauchy  et  qui  est 
absolument  nécessaire  au  sien  :  «  Quand  une  fonction  est 
olotrope  dans  des  aires  S^,  S^.,  ...  avec  les  olomètres  Z^, 
8y,  , . ,,  et  qu*on  ne  sait  rien  de  plus  sur  elle,  son  dévelop- 
pement  en  série  à  partir  des  valeurs  initiales  a^o,  y^,  .  - , 
tombant  dans  les  aires  considérées,  a  pour  rayons  de  con- 
vergence maximum  les  quantités  positives  obtenues  en 
ajoutant  8^,  8y»  •••»  respectivement  à  A^,  A^.,  ...,  rayons  des 
plus  grands  cercles  de  centres  Xq,  yo,  — ,  qui  n'ont  aucun 
point  extérieur  aux  aires  dont  il  s'agit  (n"  201  ).  Cet  exemple 
suffit  pour  montrer  la  différence  irréductible  qui  existe  entre 
les  deux  voies. 

La  notion  de  l'intégrale  n'est,  au  fond,  que  la  notion  inverse 
de  celle  de  la  dérivation.  En  conséquence,  M.  Méray  ne  retient 
que  cette  façon  de  l'envisager  et  repousse,  résolument,  toute 
autre  façon  de  la  concevoir.  Pour  bien  affirmer  son  idée,  il 
abandonne  le  nom  de  Calcul  intégral  pour  lui  substituer 
celui  de  Calcul  inverse  des  dérivées  qui  sert  de  titre  au  Cha- 
pitre VIII.  Toujours  exclusivement  soucieux  des  cas  généraux, 
il  aborde  donc,  d'emblée,  le  problème  général  de  l'intégration 
des  différentielles  totales  :  trouver  une  fonction  olotrope  u 
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de  h  variables  satisfaisant  aux  h  équations  immédiates 

—  =  U;p(a7,/,  ...), 


du 


—  =  Vy(xyy,  ...), 


L'intégrale  indéfînie  (et  définie)  n'est,  alors,  que  le  cas  par- 
ticulier à  une  variable.  D'ailleurs,  il  y  a  plus,  tandis  que,  d'or- 
dinaire, on  conamence  par  traiter  le  cas  de  variables  réelles 
pour  passer,  ensuite,  au  cas  des  variables  imaginaires,  il  ne 
s'embarrasse  de  cette  distinction  pas  plus  ici  qu'ailleurs,  et  il 
traite  le  tout  d'un  seul  coup.  Cette  façon  de  procéder  est  cer- 
tainement très  légitime,  très  générale  et  surtout  rapide,  mais 
il  est  certain  qu'elle  exigera  de  la  part  des  débutants  un  eflFort 
d'esprit  plus  considérable  que  la  méthode  ordinaire,  plus 
longue  et  peut-être  moins  naturelle,  mais  qui  gradue  mieux  la 
difficulté.  Heureusement,  il  est  probable  que,  malgré  le  senti- 
ment de  M.  Méray,  tous  ses  lecteurs  auront  les  connaissances 
comprises  dans  le  programme  de  Mathématiques  spéciales  et 
connaîtront  déjà  l'intégrale  d'une  fonction  d'une  variable. 

Le  Chapitre  IX  contient  une  théorie  des  fonctions  composées, 
très  documentée.  Ce  sujet,  si  délicat,  est  fait  en  une  seule  fois 
et  en  peu  de  mots,  par  le  lemme  de  Cauchy  pour  leur  olo- 
tropie  et  par  des  manipulations  de  séries  pour  la  formation  de 
leurs  dérivées.  C'est  tout  un  Chapitre  qui  n'existait  qu'à  l'état 
rudimentaire  dans  le  Précis. 

Je  n'insisterai  pas  sur  les  derniers  Chapitres  du  Volume  où 
les  idées  et  les  démonstrations  sont  beaucoup  moins  éloignées 
de  celles  qui  ont  cours.  Dans  le  Chapitre  X,  l'auteur  reprend 
la  théorie  des  équations  aux  différentielles  totales  générales 
avec  plusieurs  fonctions  inconnues  et  où  les  seconds  membres 
contiennent  aussi  ces  fonctions.  Le  Chapitre  XI  est  réservé  à 
l'étude  des  fonctions  im,plicites  en  général,  où  la  personnalité 
de  l'auteur  se  remet  vigoureusement  en  saillie.  Le  Chapitre  XII, 
qui  traite  des  équations  différentielles  partielles,  est  une  repro- 
duction, à  peu  près  littérale,  d'un  Mémoire  publié  en  collabo- 
ration avec  M.  Riquier,  dans  les  Annales  scientifiques  de 
V Ecole  Normale  supérieure. 
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Enfin,  le  Chapitre  XJI,  qui  clôt  le  Volume,  est  un  complément 
à  la  théorie  des  équations  différentielles  totales,  dans  lequel  il 
faut  signaler  une  démonstration  du  fait  qu'on  peut  résoudre 
les  équations  intégrales  par  rapport  aux  constantes  arbitraires. 

Nous  regrettons  vivement  que  le  manque  d'espace  ne  nous 
ait  pas  permis  de  faire  un  compte  rendu  plus  détaillé  de  ce 
Volume  si  remarquable,  mais  nous  espérons  cependant  que  ce 
simple  aperçu  suffira  pour  donner  à  chacun  le  désir  d'étudier 
et  d'approfondir  les  grandes  idées  que  M.  Méray  a  jetées,  à 
profusion,  dans  son  œuvre,  et  dont,  mieux  encore  sans  doute, 
les  Volumes  suivants  feront  ressortir  la  solidité  et  la  simplicité. 

C.    BOURLET. 

Cours  de  Géométrie  analytique  à  Tusage  des  élèves 
de  la  classe  de  Mathématiques  spéciales  et  des  candidats 
aux  Écoles  du  Gouvernement",  par  B.  Niewenglowshiy 
professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Louis- 
le-Grand,  membre  du  Conseil  supérieur  de  l'Instruction 
publique.  3  volumes  gr.  in-8°,  avec  nombreuses  figures, 
se  vendant  séparément.  Paris,  Gauthîer-Villars  et  fils. 
Tome  I  :  Sections  coniques;  1894,  prix  :  lo*^^.  Tome  II  : 

doNSTRUCTION  DES  COURBES  PLANES.  COMPLÉMENTS  RE- 
LATIFS AUX  CONIQUES.  Tomc  III  :  Géométrie  dans 
l'espace,  avec  une  Note  sur  la  transformation  des 
FIGURES,  par  E.  Borel,  maître  de  conférences  à  la  fa- 
culté des  Sciences  de  Lille.  {En  préparation,) 

Ce  Cours  comprend  tout  ce  qui  est  exigé  des  candidats  à 
rÉcole  Polytechnique  ou  à  l'École  Normale  relativement  à  la 
Géométrie  analytique  :  il  contient  davantage.  Les  élèves  qui 
se  préparent  à  subir  les  épreuves  d'un  concours  difficile  sont 
obligés  d'apprendre  plus  que  le  programme,  en  vertu  de  cet 
adage  :  Qui  peut  le  plus  y  peut  le  moins.  Aussi  l'auteur  ne 
s'est-il  pas  limité  aux  seules  théories  qui  figurent  explicitement 
dans  les  programmes  officiels.  Ni  les  coordonnées  trilinéaires, 
ni  les  coordonnées  tangentielles  n'y  sont  mentionnées;  leur 
connaissance  est  pourtant  précieuse  :  c'est  pourquoi  l'auteur 
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leur  a  fait  une  place  importante.  Néanmoins  il  a  réservé  la 
prédominance  aux  coordonnées  cartésiennes  qui  constituent 
l'instrument  fondamental. 

L'emploi  des  coordonnées  tangentielles  exige  quelque  expé- 
rience ;  on  ne  peut  le  nier.  On  ne  doit  donc,  à  son  avis,  les  in- 
troduire dans  renseignement  qu'avec  beaucoup  de  prudence  et 
de  ménagement.  Il  a  cru  possible  et  avantageux  d'exposer  la 
théorie  des  coordonnées  homogènes  et  des  coordonnées  trili- 
néaires  aussitôt  après  la  ligne  droite;  mais  c'est  surtout  la 
transformation  par  polaires  réciproques  qui  permet  de  com- 
prendre l'usage  des  coordonnées  tangentielles  en  éclairant  d'un 
jour  plus  vif  les  raisonnements  directs  qui  semblent  parfois 
quelque  peu  détournés.  Pour  cette  raison  il  a  placé  les  princi- 
pales applications  des  coordonnées  tangentielles  après  les  po- 
laires réciproques. 

A  la  suite  de  chaque  Chapitre,  il  a  indiqué  quelques  exer- 
cices dont  il  aurait  pu  facilement  étendre  le  nombre  en  faisant 
des  emprunts  aux  journaux  ou  aux  recueils  de  problèmes.  Il  a 
préféré  n'indiquer  que  des  applications  immédiates  ou  des  com- 
pléments utiles. 

Le  premier  Volume  contient  la  ligne  droite,  le  cercle  et  une 
partie  de  la  théorie  des  coniques  ainsi  que  la  théorie  des  tan- 
gentes. Le  deuxième  i  enfermera  les  théories  générales  relatives 
aux  courbes  planes  et  des  compléments  concernant  les  coniques. 
Un  troisième  Volume  sera  consacrée  la  Géométrie  dite  à  trois 
dimensions.  L'auteur  a  toujours  donné  la  préférence  aux  mé- 
thodes symétriques;  pour  passer  de  la  Géométrie  plane  à  la 
Géométrie  dans  l'espace,  il  suffira  souvent  de  reprendre  exac- 
tement des  calculs  déjà  faits,  en  introduisant  une  variable  de 
plus. 

L'ordre  que  l'auteur  a  suivi  a  été  déterminé  par  le  choix 
des  matières  qu'il  lui  a  paru  utile  de  grouper  pour  constituer 
son  enseignement;  cet  ordre  n'est  pas  indispensable  et  tl  sera 
bien  facile  de  le  modifier.  Les  élèves  de  seconde  année  pourront, 
par  exemple,  étudier  les  théories  générales  relatives  aux 
courbes  planes  aussitôt  après^la  théorie  des  tangentes  et  ter- 
miner par  les  coniques.  L'auteur  a  pensé  qu'il  y  aurait  plus  de 
profit  pour  les  élèves  de  première  année  à  commencer  par  les 
théories  les  plus  faciles. 

Il  a  adopté,  suivant  en  cela  un  usage  de  plus  en  plus  ré- 
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paodu,  deux  sortes  de  caractères  pour  le  texte,  les  plus  petits 
étant  réservés  aux  questions  les  plus  difficiles  et  ne  faisant  pas 
partie  des  programmes,  et  parfois  aussi  à  de  simples  appli- 
cations. 

« 

Le  dernier  Volume  renfermera  une  Note  importante  relative 
à  la  transformation  des  figures,  rédigée  par  M.  E.  Borel. 


PUBLICATIONS  RÉCENTES. 
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EXERCICES. 


QUESTIONS  PROPOSÉES. 


1658.  On  donne  un  triangle  abc. 

Du  sommet  «,  on  abaisse  sur  bc  la  perpendiculaire  aa' .  De 
même,  de  b  on  abaisse  la  perpendiculaire  bb' . 

Du  point  «\  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  a' cb\  on 
mène  des  parallèles  à  ac  et  bc.  Ces  droites  rencontrent  ces 
côtés  aux  points  a,  p. 

Démontrer  que  la  circonférence,  qui  touche  en  a  et  ^  les 
côtés  cé>,ca,  est  tangente  au  cercle  des  neuf  points  du  triangle 
donné.  (Manxiieim.) 

1659.  Étant  donnée  une  conique  (C),  on  considère  le  triangle 
formé  par  les  tangentes  menées  d'un  point  P  à  la  conique  et 
l,a  polaire  de  ce  point  P  par  rapport  à  (G).  Montrer  que  l'or- 
thocentre  de  ce  triangle  est  sur  la  polaire  du  point  P  par  rap- 
port au  cercle  orthoptique  de  la  conique  (C). 

(E.-N.  Barisien.) 

1660.  Les  deux  tangentes  au  point  double  d'une  cubique 
étant  réelles,  si  d'un  point  de  la  courbe  Ai  on  peut  mener 
deux  tangentes  réelles,  il  n'y  a  qu'un  des  points  de  contact, 
Aj  par  exemple,  d'où  l'on  puisse  mener  de  nouveau  des  tan- 
gentes réelles;  alors  de  Aj  on  mène  la  tangente  dont  le  point 
de  contact  A3  jouit  de  la  même  ])ropriété,  etc.  :  montrer  que 
le  point  limite  vers  lequel  on  tend  ainsi  est  le  point  d'inflexion 
réel  de  la  courbe.  (A.  Astor.) 

1661.  Démontrer  que,  si  le  rapport  d'un  terme  au  terme 
précédent  dans  la  succession  ai,  «t,  as,  . . .  tend  vers  une 
limite  finie  et  déterminée  A:,  on  a,  pour  n  croissant  à  Finfini, 

lim  v/a';"a2'-«aS«-« . . .  a'ii  =  k^ ^ 

Ml,  Uj,  t*3,   ...  étant  les  termes  d'une  série   convergente  quel- 
conque, dont  la  somme  est  s.  (Gesaro.) 


(  »*) 

1662.  Démontrer  que  la  clothoïde  (*)  est  la  seule  courbe 
jouissant  de  la  propriété  suivante  :  le  barycentre  d'un  arc 
quelconque  est  en  ligne  droite  avec  les  centres  de  courbure 
aux  points  extrêmes,  (Gesaro.) 

1663.  Si  deux  variables  imaginaires,  z  et  z\  sont  lices  parla 
relation  homographique 

az'  -\-  b 

z   =    7- 


cz 


S' 


dans  laquelle  a,  b,  c,  d  sont  des  quantités  imaginaires,  et  si 
l'une  des  variables  z'  décrit  une  courbe  G',  la  variable  z  décrit 
une  courbe  G  qui  est  superposable  à  l'une  des  transformées  par 
rayons  vecteurs  réciproques  de  la  courbe  G'. 

Si  la  courbe  G'  n'est  autre  que  Taxe  des  x,  la  courbe  G  est, 
par  suite,  un  cercle,  théorème  déjà  proposé  par  Laguerre  dans 
les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,     (E.  Amigubs.) 

1664.  Une  courbe  du  quatrième  ordre,  qui  a  trois  points 
doubles,  admet  généralement  quatre  tangentes  doubles,  qui 
forment  quatre  triangles  homologiques  du  triangle  déterminé 
par  les  points  doubles.  (Ernest  Duporcq.) 

1665.  Si  trois  cercles  sont  inscrits  à  un  triangle,  les  qua- 
trièmes tangentes  communes  qu'ils  admettent,  pris  deux  à 
deux,  forment  un  triangle  homologique  du  premier. 

(  Ernest  Duporcq.) 

1666.  Par  un  point  fixe  P  du  plan  d'un  cercle  donné  (G),  on 
mène  une  corde  quelconque  dont  les  extrémités  sont  A  et  B. 
Le  cercle  (S)  de  diamètre  PA  rencontre  le  cercle  (G)  en  un  se- 
cond point  A';  le  cercle  (S')  de  diamètre  PB  rencontre  le 
cercle  (G)  en  un  second  point  B'.  Montrer  que  le  point  de 
concours  des  droites  AA'  et  BB',  ainsi  que  le  point  de  concours 
des  tangentes  communes  aux  cercles  (S)  et  (£')  sont  tous 
deux  sur  une  même  droite  fixe. 

En  donner  une  solution  analytique  et  une  solution  géomé- 
trique. (E.-N.  Barisien.) 

1667.  Un  point  M  parcourt  une  ellipse  de  foyers  F  et  F'. 


(!)  Ligne  dont  la  courbure    varie  proportionnellement   à  l'arc. 
Voyez  Nouvelles  Annales,  i886;  p.  5i2. 


(  3*  ) 

Le  lieu  du  point  de  rencontre  des  tangentes  communes  aux 
cercles  de  diamètres  FF'  et  FM  est  une  conique  ayant  un  foyer 
au  centre  de  l'ellipse.  (E.-N.  Barisien.) 

1668.  Etant  donnée  une  parabole  de  sommet  O  et  de  foyer 
F,  on  trace  une  corde  focale  AG.  Le  cercle  circonscrit  au 
triangle  OAB  rencontre  Taxe  de  la  parabole  en  un  point  P  tel 
que  FP  =  AB.  (E.-N.  Barisien.) 

1669.  Parle  foyer  F  d'une  parabole,  on  mène  une  corde  AB 
et  on  décrit  sur  AB  comme  diamètre  une  circonférence  £  qui 
rencontre  la  parabole  en  deux,  autres  points  G  et  D.  On  porte 
«ur  FG,  du  côté  opposé  à  G,  une  longueur  FD' =  FD,  et  sur 
FD,  du  côté  opposé  à  D,  une  longueur  FG'  =  FG.  Montrer  que 
les  points  G'  et  O'  sont  situés  sur  la  circonférence  £. 

(E.-N.  Barisien.) 

1670.  Étant  donnés  trois  points  A,  B,  G  sur  une  courbe  quel- 
conque, soient  A'  le  pôle  de  BG,  B'ie  pôle  de  AG,  et  G' le  pôle 
de  AB.  Lorsque  les  points  A,  B,G  se  réunissent  en  un  seul  A, 

on  a 

..      /A'B'.A'G'.B'G'X       ^ 

^^™  V  surface  A'B'G'j  =  ^' 

R  étan(  le  rayon  du  cercle  osculateur  en  A. 

(E.-N.  Barisien.) 

1671.  On  considère  une  courbe  quelconque,  son  centre  de 
courbure  G  en  un  point  M  quelconque  de  la  courbe,  puis  le 
centre  de  courbure  Gi  correspondant  au  point  G  de  la  pre- 
mière développée,  puis  encore  le  centre  de  courbure  Gj  cor- 
respondant au  point  Gj  de  la  seconde  développée,  et  ainsi  de 
suite  jusqu'au  centre  G,».  On  sait  que,  si  les  coordonnées  x  ety 
de  G*  sont  des  fonctions  d'un  paramètre  (,  il  en  est  de  même 
des  coordonnées  Xn  el^/i  d'un  quelconque  des  centres  de  cour- 
bure Cn-  Montrer  que  l'expression 


dxn  d^yn  —  dyn  d^Xn 


conserve  la  même  valeur  pour  les   coordonnées   de  l'un  quel- 
conque des  centres  de  courbure  successifs. 

(E.-N.  Barisien.) 


(  4*  ) 

1672.  La  podairc  du  centre  de  la  courbe 

a  pour  équaiton 

4(a7'  -+- J'"')'  —  a*(2J7*-hj^*)'  =  o. 

Le  rapport  de  l'aire  de  la  première  courbe  à  celle  de  la  se- 
conde est  ||^.  (E.-N.  Barisien.) 

1673.  Par  un  point  fixe  situé  sur  une  circonférence  de 
cercle,  on  mène  deux  cordes  rectangulaires.  Sur  chacune  de 
ces  cordes,  comme  diamètre,  on  décrit  respectivement  les  cer- 
cles (c),  (c').  Le  lieu  des  points  de  rencontre  des  tangentes 
communes  aux  deux  cercles  (c),  (c')  est  une  strophoïde 
droite.  (E.-N.  Barisien.) 

1674.  On  considère  tous  les  cercles  tangents  en  un  même 
point  à  une  conique  donnée.  Lieu  du  pôle  de  la  seconde  corde 
d'intersection  du  cercle  et  de  la  conique  par  rapport  à  la  co- 
nique. (André  Gazamian.) 

1675.  On  considère  tous  les  cercles  de  rayon  constant  tan- 
gents à  une  conique.  Lieu  du  pôle  de  la  seconde  corde  d'inter- 
section du  cercle  et  de  la  conique  par  rapport  à  la  conique. 
Cas  particulier  d'un  cercle  de  rayon  nul.  Montrer  que,«dans  ce 
cas,  le  pôle  de  la  seconde  corde  d'intersection  du  cercle  et  de 
la  conique  n'est  autre  que  le  point  fixe  du  théorème  de  Frégier 
relatif  aux  angles  droits  ayant  leur  sommet  au  point  considéré 
de  la  conique.  (Andrk  Gazamian.) 

1676.  Trouver,  sur  une  conique,  le  point  le  plus  éloigné  et 
le  point  le  plus  rapproché  d'un  point  donné  situé  hors  de  son 
plan.  (André  Gazamian.) 

1677.  On  considère  les  coniques  inscrites  dans  un  quadrila- 
tère. Le  lieu  du  second  point  de  rencontre  de  chaque  conique 
avec  la  droite  joignant  un  sommet  au  point  de  contact  avec 
un  des  côtés  ne  passant  pas  par  ce  sommet  est  une  conique. 

(André  Gazamian.) 

1678.  Lieu  des  sommets  et  enveloppe  des  axes  des  para- 
boles conjuguées  par  rapport  à  un  triangle  donné. 

(André  Gazamian.) 


(  5*  ) 

167-9.  On  coDsidère  les  coniques  passaat  par  deux  points 
fixes  et  tangentes  à  une  droite  donnée  en  un  point  donné.  Lieu 
du  point  de  rencontre  des  tangentes  à  la  conique  menées  par 
deux  points  fixes  pris  sur  la  droite.  (André  Cazamian.) 

1680.  On  considère  un  faisceau  de  coniques  passant  par 
quatre  points  fîxes  : 

I**  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  à  chacune 
d*elles  par  un  point  pris  sur  l'un  des  côtés  du  quadrilatère. 

2°  Lieu  des  points  de  rencontre  des  tangentes  menées  à  cha- 
cune des  coniques  du  faisceau  par  deux  points  pris  sur  Tune 
d'entre  elles.  (André  Cazamian.) 

1681.  On  considère  les  coniques  inscrites  dans  un  triangle  et 
passant  par  un  point  fixe.  Le  lieu  du  second  point  de  rencontre 
avec  chaque  conique  de  la  droite  joignant  un  sommet  A  au 
point  de  contact  avec  le  côté  opposé  est  une  quartique  unicur- 
sale.  (André  Cazamian.) 

1682.  On  considère  les  coniques  touchant  quatre  droites 
données.  Deux  points  quelconques  étant  pris  sur  l'une  de  ces 
droites,  le  lieu  des  points  de  rencontre  des  tangentes  menées 
de  ces  deux  points  à  l'une  quelconque  des  coniques  du  faisceau 
est  une  conique.  Si  les  deux  points  fixes  sont  pris  sur  l'une  des 
coniques  du  faisceau,  le  lieu  est  une  cubique. 

(Andbé  Cazamian.) 

1683.  On  donne  une  ellipse  de  foyers  F  et  F'.  Par  l'un  des 
foyers  on  mène  une  sécante  quelconque  rencontrant  l'ellipse 
aux  points  M  et  M'  : 

1°  Enveloppe  des  cercles  de  diamètres  MM',  FM,  F'M. 

2°  Soit  N  le  point  de  concours  des  normales  en  M  et  M'. 
Lieu  du  point  de  rencontre  de  la  sécante.  MFM'  avec  la  paral- 
lèle au  grand  axe  menée  par  le  point  N. 

3°  Soit  P  le  point  de  rencontre  des  tangentes  à  l'ellipse  en  M 
et  M'.  Lieu  du  centre  de  gravité  du  quadrilatère  MNM'P. 

(André  Cazamian.) 

1684.  Le  lieu  des  points  de  rencontre  des  tangentes  menées 
par  deux  sommets  d'un  triangle  à  toute  conique  conjuguée  par 
rapport  à  ce  triangle  et  passant,  en  outre,  par  un  point  fixe 
est  une  quartique  trinodale.  (André  Cazamian.) 


(  8'  ) 

le  centre  a  pour  coordonnées 

C'est  le  second  point  de  rencontre  avec  l'ellipse  de  la  paral- 
lèle à  AA'  menée  par  le  point  M. 

Les  asymptotes  de  l'hyperbole  (ii)  sont  parallèles  à  AA' 
et  BB'. 

Remarques.  —  On  voit  aisément  que  l'enveloppe  de  l'hy- 
perbole (il),  lorsque  le  point  M  se  déplace  sur  l'ellipse,  est  la 

quartique 

T^y^  —  a^y^  —  fe'af^  =  o, 

connue  sous  le  nom  de  Kreiizcurve. 


Question  1555. 

D'un  point  P  pris  sur  une  strophoïde  droite,  on  mène 
deux  tangentes  à  la  courbe;  soient  T  et  T'  les  points  de 
contact.  U enveloppe  de  la  corde  TT'  est  une  parabole 
ayant  même  sommet  que  la  strophoïde,  et  dont  le  foyer 
est  le  symétrique  du  point  double  par  rapport  à  ce  sommet 
commun.      _  (Fauquembergue.) 

SOLUTION 
Par  M.  E.-N.  Barisien. 

« 

Si  l'on  prend  pour  axes  de  coordonnées  l'axe  de  symétrie  de 
la  courbe,  et  sa  perpendiculaire  menée  par  le  point  double, 
l'équation  de  la  strophoïde  droite  est 

/a^x 

y  =  xi/ 

^  y    a  —  x 

En  posant  j^  =  tx,  on  aura 

a(t^—\)  at(t^—i) 

C'est  l'équation  de  la  strophoïde  sous  la  forme  de  courbe 
unicursale. 
L'équation  de  la  tangente  à  la  strophoïde  au  point  de  para- 


mètre  t  est 


Or 


(9M 

dx  dy 

dt  'Si 


dx 


iat 


dt        (^*4-i)* 


dy  _  a(^»-4-4^«  — i) 
"5?  ""        (^*-hi)« 


Par  suite,  Féquation  de  la  tangeate  devient j  après  avoir 
supprimé  le  facteur  (t^-hi), 


(0 


X(f*H-4<«— i)— 4*Y  — a(^— i)*  =  o. 


D'autre  part,  cette  équation  représente  aussi  les  quatre  va- 
leurs t  des  tangentes  issues  d'un  point  (X,  Y).  Si  ce  point  est 
sur  la  courbe,  on  a 


a(m» — i) 


Y  = 


am(m^  —  i) 


En.  portant  ces  valeurs  de  X  et  Y  dans  (i),  on  obtient  l'é- 
quation suivante  en  t^ 

<*— «*(3m«— i)H-2^m(m«-— ï)H-  /»«  =  o. 

Or,  cette  équation  doit  admettre  deux  fois  la  racine  t  ==  m. 

Le  premier  membre  de-  cette  équation  est  donc  divisible  par 

(^* — 2tm-f-m*).   En  effectuant  la  division,  on  trouve  pour 

quotient 

/*H-  2tm->r  I  =  o. 

Si  donc  ti  et  tt  sont  les  valeurs  de  t  relatives  aux  points  T 
et  T',  on  a 

(2)  ^j-f-^j= — 2/W,  ^1^,  =  1. 

L'équation  de  la  droite  TT'  est  donc 


X 

a(^î— I) 


t\ 


H-i 


r 

atx{t\  —  \) 
t\  -hi 


I 
l 


=  o. 


En' développant  cette  équation  et  supprimant   le   facteur 

'A 


(  «o*) 

(h —  ^î)»  "I  vient 

et,  en  tenant  compte  des  relations  (a), 

(3)  m>x-\-my  —  a(\  —  m*)  =  o. 

Cette  droite  a  m  pour  paramètre  variable  :  elle  peut  s'é- 
crire 

m*(a?-f-  a)->r  my  —  a  =  o. 

L'équation  de  Tenveloppe  TT'  est,  par  suite, 

C'est  la  parabole  définie  par  l'énoncé. 

Remarques.  —  i"  D'après  (3),  on  voit  que  la  droite  TT'  et 
la  droite  joignant  le  point  double  au  point  P  sont  également 
inclinées  sur  l'axe  de  la  strophoïde. 

2<*  11  est  facile  de  voir  que  les  abscisses  de  T  et  T'  sont 
égales  et  de  signe»  contraires  :  par  conséquent  le  milieu  de  TT' 
parcourt  la  perpendiculaire  à  l'axe  élevée  au  point  de  rebrous- 
sèment. 

QnesUoB  1573. 

Ifun  point  M  du  plan  d'une  ellipse,  on  mène  à  cette 
courbe  les  quatre  normales  MNi,  MNs,  MNs,  MN^  et  les  deuop 
tangentes  MT]  et  MT^;  trouver  le  lieu  du  point  tel  que 

l 'expression 

MNt.MN,.MN,.MN» 

MTi .  MT, 
ait  une  valeur  constante  donnée  /'.         (E.-N.  Barisien.) 

SOLUTION 

Par  M.  L.  Boai, 

Professeur  à  Teramo  (Italie). 
Soit 

(i)  F(a7,j')=  6*a7'-i-a'j^i  —  o«6*=o 

l'équation  de  l'ellipse  et  désignons  par  \,  ?)  les  coordonnées 


<4) 


(  1^*  ) 

de  M,  par  xi,yt;  ^\, y^\  ^j»  J^»;  a?*, ^4  celles  de  N^  N„  N„ 
N4  et  par  X,,  Y,  ;  X,,  Y,  celles  de  Tj,  T,. 
Le  système  des  équations  (i)  et 

(2)  (5— a:)a»7— (t)  — j^)6«a7  =  o 

donne  les  coordonnées  de  Ni,  N»,  Ns,  N*,  et  en  éliminant  y 
entre  ces  équations  on  obtient 

où 

Or  on  a 

MNÎ  =  (Ç-ar/)2  +  (T)— j^,)î        (î  =  i,2,3,4), 

et  en  substituant  yj  —  j^/  au  moyen  de  (2),  puis^?  au  moyen 
de(i), 

■    ^^'^ -gî^i 

Donc 

(MN..MN,.MN3.MN,)» 

.7û-,-/(f)/(-f) 

\  ^    ^^1  ^^t  ^^S  "^4 

Mais  de  (3)  on  tire 

<  1  *  1    «"5* 

/*»B  ir»*  '»'*  T»*  — 


c« 


(  >»*  ) 

et  en  substituant  dans  (4)  on  obtient    . 

I(MNi.MN,.MN,.MNO* 

Les  coordonnées  de  Ti,  Tt  sont  données  par  le  système  des 
équations  (i)  et 

(6)  6»5a:-i-a*r^^  — a2£»*  =  o; 
en  retranchant  membre  à  membre  (i)  de  (6),  op  a 

(7)  (?  —  a?)6«a?  -h  (t)  —y)a*y  =  o, 
et  en  éliminant^  entre  (i)  et  (6) 

Or  on  a 

MTÎ=:(Ç-X/)«+(r,-Y/)«        (t  =  i,a), 

et  en  substituant  t)  —  Y/  au  moyen  de  (7),  puis  YJ  au  moyen 
de  (I), 

_,      o«(S-X.).(^-X.)(f^X.) 

^'^'""  aî(a  — X|){aH-X/) 

Donc 

(MTi.MT,)« 
(9)    <  a*(«-X,)(a-X,)(a-hXt)(a-HX,) 

o'?mN(f)t(-^) 

Mais  de  (8)  on  tire 


(  '3M 


a2  7)«-hfe«$' 

et  en  substituant  dans  (9)  ob  obtient 

/  (MTi.MT,)»     . 


(10) 


Enfin  de  (5)  et  (10)  on  déduit 


/  MNi.MN,.MN8.MN»\  «  _ 


d'où  il  résulte  que  le  lieu  demandé  a  pour  équation 

r 

Ce  lieu  se  compose  d'une  ellipse  imaginaire  et  d'une  réelle 
qui  sont  concentriques,  semblables  et  semblablement  situées 
par  rapport  à  l'ellipse  donnée  :  il  ne  change  pas  si,  au  lieu 
de  (i);  on  considère  une  ellipse  concentrique,  semblable  et 
semblablement  située. 

Si  la  conique  donnée  est  une  hyperbole 

(11)  fe»a?»— a«7«=a*6», 

le  lieu  de  M  a  pour  équation 

où 

Ce  lieu  se  compose  de  deux  hyperboles  qui  ont  mêmes 
asymptotes  que  l'hyperbole  donnée  :  il  ne  change  pas  si,  au 
lieu  de(ic),  on  considère  une  hyperbole  ayant  mêmes  asym- 
ptotes. 

Question  1597. 

Pierre  tire  quatre  cartes  d'un  jeu  de  piquet  ;  il  donne 
les  trois  premières  à  Paul  et  garde  la  quatrième  pour  lui, 
Pierre  a  gagné  si  sa  carte  n'est  de  la  couleur  d'aucune  des 
cartes  de -Paul,  ou  si,  étant  de  la  couleur  de  Vune-ou  de 


(  M*) 

plusieurs  d'entre  elles,  elle  a  une  valeur  supérieure.  La 
mise  de  Paul  étant  de  i^',  quelle  doit  être  celle  de  Pierre 
pour  que  le  jeu  soit  équitable?  (E.  Rouché.) 

SOLUTION 

« 
Par  M.  AuDiBERT. 

Soient  /n,  n,  p^  q  les  probabilités  pour  que  Paul  ait  reçu  o, 
I,  2,  3  cartes  de  même  couleur  que  celle  que  Pierre  a  gardée. 
Dans  le  premier  cas  ce  dernier  est  sûr  de  gagner,  dans  le  se- 
cond il  a  pour  lui  une  chance  sur  deux,  une  sur  trois  dans  le 
troisième,  et  une  sur  quatre  dans  le  dernier.  Sa  probabilité 

totale  de  gain 

r^       ni       n        p       q 

12        3        3 

Au  lieu  de  supposer  que  Pierre  donne  à  Paul  trois  cartes  sur 
les  quatre  qu'il  a  prélevées  dans  le  jeu  de  piquet,  nous  n'alté~ 
rerons  en  rien  les  chances,  respectives  des  deux  joueurs,  si  nous 
modifions  ainsi  le  jeu  :  Pierre  prélèvera  d'abord  une  carte  dans 
le  jeu  complet;  Paul,  après  lui,  en  prendra  trois  sur  les  trente 
et  une  qui  restent. 

Le   nombre  total  de  jeux  différents  de  trois   cartes  qu'il 

pourra  former  est  — '- — '-—  »  R  :  c'est  le  dénominateur  com- 

1.2.3 

mun  aux  quatre  fractions  m,  n,  p  et  q.  Pour  calculer  les  nu-i 

mérateurs,  divisons  les  3i  cartes  en  deux  groupes,  le  premier 

de  24  de  couleurs  différentes,  l'autre  de  7  de  même  couleur 

que  celle  de  Pierre. 

Tous  les  jeux  de  Paul  qui  ne  cantiennent  pas  de  cartes  de 

la  couleur  de  celle  de  Pierre  se  formeront  avec  le  premier 

2^  •  23  •  22 
groupe,  et  de  -  ' — ~-  manières  différentes. 

I  •  2. .  o 

Ceux  qui  n'en  ont  qu'une  seule  résulteront  de  l'association 
de  chaque  combinaison  de  deux  objets  du  premier  groupe  avec 

un  du  second  ;  on  en  pourra  constituer  — —  7. 

'^  1.2 

Pour  avoir  tous  ceux  qui  en  renferment  deux,  on  joindra  à 

chacun  des  24  objets  du  prealier  groupe  une  combinaison  de 

7.6 
deux  du  second;  il  y  en  aura  24  ^-— • 

I  «2 

Ëofio  ceux  qui  en  auront  trois  proviendront  exclusivement 


(  «5*) 

des  comfoinaisons  trois  à  trois  des  objets  da .  second  groupe 

7.6.5 
qui  sont  au  nombre  de   ■'   '    «  On  conclut  de  là  que 

i  •  <■  •  «9 

24.a3.a2  24.28.7  24.7.6  7.6.5 

1.2.3.R  1.2.K        ^       1.2.R       ^       1.2.3.R 

et  l'on  vérifle  que  m-\-  n -hp  -h  q  =  1. 

Le  calcul  num^ique  donne  P  =  0.7045.  Â  ce  compte  la  mise 
de  Pierre  devrait  être  de  2'*",  38. 


Question  1636« 

Étant  données  deux  cubiques  C  et  C  dont  les  équations 
en  coordonnées  polaires  sont 

,«.                                    acos*9-t- 6*sin*0 
(G)  r=  


(C)  r=. 


cos6 

a'cos«e-i-ô'«sin«e 
cosO 


et  dont  le  pôle  est  en  O,  montrer  que  si  une  droite  quel- 
conque rencontre  la  cubique  (G)  en  A|  B,  G,  et  la  cubique 
G'  en  A',  B',  G',  on  a  la  relation 

OA.OB.OC         a  —  b        ,„  ^  „ 

gp-^çgr^rx-^;^^.      (E.-N.  BaRISIEN.) 


SOLUTION 

Par  M.  J.  DuToux. 
Mettons  Téquation  de  la  droite  sous  la  forme 

r(Acos94-sinô)-»-  C  =3  o; 
ce  qui  donne,  en  élevant  au  carré  et  remplaçant  sin*6  par 

I  —  C08*6, 

(i)  (A«H-  i)r«cos«6  H-  aAGrcosô  -h  G«—  r«  =r  o. 

L'équation  de  la  cubique  (G)  peut  s^écrire 
(2)  {a  —  6)  cos*6  —  rcos6  4-6  =  o. 

Éliminons  maintenant  cos^  entre  ces  deux  équations,  ce  qui 


(  >6*) 

peut  se  faire  eo  égalant  les  deux  valeurs  de  cos'6  qu'on  peut 
tirer  des  équations  précédentes;  on  obtient  une  équation  du 
troisième  degré  en  r*  ;  le  coefficient  de  r«  est 

(A«-Hi), 

et  le  terme  indépendant  de  r?  est 

—  2(a  — 6)«(i  — G»)»/ 


ôâ*.ôb\ôc'  =  î1?-*>'<'-^'>* 


d'où 

ni*  TfS*  ne*  =  îl^ 

On  trouve  de  même 

On  a  donc 

ÔÂ'.Ôb'.Qc'    ^  (g  ~  !>)« 

A^.  ^.  —  M.  A.  Droz  Farny,  de  IPorrentruy,  a  résolu  celte  ques- 
tion et  la  question  1637. 


Question  1651  (i). 

SOLUTION 
Par  M.  AuDiBERT. 

Considérons  le  groupe-type  des  deux  permutations  à  la  fois 
symétriques  et  inverses  l'une  de  Fautre 


I n 

2/1 /l-hl 


/l  H-  I  .  .  .      2/1 

n I 


Ce  groupe  est  divisé  en  deux  Tableaux  par  une  droite. 

Supposons  invariables  les  colonnes  formées  de  deux  nom- 
bres superposés  ;  en  les  permutant  entre  elles  dans  le  Tableau 
de  droite,  par  exemple,  nous  obtiendrons  les  permiitations 
spéciales  dont  il  s'agit,  si,  en  même  temps,  nous  déplaçons  les 
colonnes  de  gauche  primitivement  symétriques  des  premières, 
par  rapport  à  la  droite,  de  telle  sorte  qu'après  ce  changement 
méthodique  la  symétrie  subsiste  encore. 


(•)  Voir  p.  1*  du  présent  Volume. 


(  «7*  ) 

Nous  obtiendrons  ainsi  n  !  permutations  spéciales. 

Faisons  ensuite  passer  dans  le  groupe-type  une  des  colonnes 
de  droite  dans  le  Tableau  de  gauche  à  la  place  de  sa  symé- 
trique qui  viendra  la  remplacer  à  droite.  Nous  constituerons 
ainsi  un  nouveau  groupe  secondaire  qui  ne  différera  du  groupe- 
type  que  par  l'interchange  d'une  colonne  dans  chaque  Ta- 
bleau. 

En  le  permutant  méthodiquement,  il  donnera  n  !  permuta- 
tions spéciales.  Or  il  est  clair  que  nous  pouvons  constituer  n 
groupes  secondaires  de  ce  genre,  dont  l'ensemble  nous  four- 
nira n.n\  permutations  spéciales. 

Prenons  ensuite* dans  le  groupe-type,  et  de  toutes  les  ma- 
nières possibles,  à  la  fois  deux  colonnes  à  droite  venant  rem- 
placer leurs   symétriques  dans  le  Tableau   de   gauche,   nous 

obtiendrons  — ^^ groupes  secondaires  dérivés  chacun  du 

groupe-type,  dont  l'ensemble  nous  donnera 

l  .2 

permutations  spéciales. 

En  transposant  de  la  même  manière  trois  colonnes  à  la 
fois  de  droite  à  gauche   et  permutant  méthodiquement   les 

^^ groupes  secondaires  résultant,  nous  forme- 

rons  encore 


n(n  —  i)(/i  —  a) 

1  .2.3 


ni 


permutations  spéciales,  et  ainsi  de  suite. 
Finalement,  le  nombre  de  ces  permutations  formées  sera 

,r        n       n(n  —  i)        n(n  —  i)(n  —  i)                 n        1 
n  !  I  iH 1 ^^ H ^= '-\ \-...-\ hi 

L  I  1.2  1.2.3  I  J 

=  /l!.2''  =  2.4.6.  .  .2/1. 

Toutes  ces  permutations  seront  distinctes,  car  elles  provien- 
nent de  groupes  différents  ou  de  permutations  d'un  même 
groupe.  Une  permutation  spéciale  étant  donnée,  la  nat\ire 
des  71  nombres  de  droite,  par  exemple,  fera  reconnaître  à 
quel  groupe  elle  appartient  et  la  permutation  méthodique  de 
ce  groupe  la  reproduira. 

3* 


(  «8*  ) 

La  probabilité  cherchée  sera  donc 
2.4  •6. .  .2/1 


2/1!  1.3.5. ..(2/1  —  i) 

Dans  le  cas  d'un   nombre  impair,  2n  +  i,  dans   le  groupe- 
type 

i n        /i-f-i     /i  4- 2     ...     2/1-1-1 

2/1-1-1...     n-\-i     n-\-i         n         ...  i 

la  colonne  médiane  n'ayant  pas  de  symétrique  demeure 

inamovible.  Le  nombre  des    permutations,  spéciales    sera   le 
même  que  pour  le  nombre  pair  2/1  et  la  probabilité  s'exprimera 

par  la  formule  — r— ; -• 

1.3.5. .  .(2/1 -h i) 

N.  B.  —  M.  J.  Destoux  a  aussi  résolu  la  questioD. 


Question  1550. 

Étant  donnés  un  cercle  fixe  (k)  et  une  droite  tournant 
autour  d*un  point  fixe  O,  on  considère  un  cercle  (B)  c?e 
rayon  constant  tangent  au  cercle  et  à  la.  droite;  on  de^ 
mande  le  lieu  du  point  de  contact  de  ce  cercle  et  de  la 
droite.  (D'Ocagne.) 

SOLUTION. 

Par  M.  Brocard. 

La  question  revient  à  chercher  les  intersections  d'un  cercle 
mobile  par  la  polaire  de  l'origine,  le  centre  du  cercle  étant 
supposé  se  mouvoir  sur.  une  circonférence  donnée. 

Soient  doue  O  l'origine,  A  le  centre  de  la  circonférence  (A), 
Okx  l'axe  des  x^  a  la  distance  OA,  b  le  rayon  du  cercle  mo- 
bile (B),  c  celui  du  cercle  îi\t. 

Le  cercle  mobile  aura  pour  équation 

avec  la  condition 

(2)  (a  — a)2-+-pî=c«. 


(  >9*) 

La  polaire  de  l'origine  par  rapport  au  cercle  (B)  a  pour 
équation 

(3)  —ax^^y-h  a^-h  p«—  6»=  o 
ou 

(4)  aa: -4- p^ -h  a* -h  fe*  —  c' — 2aa  =  o, 

et  il  reste  à  éliminer  a  et  p  entre  les  équations  (i),  (2)  et  (4). 
Mais  les  équations  (i)  et  (3)  donnent 

X*  -^  y^  =  OLX  -\-  ^y. 

On  a  donc,  pour  équation  du  lieu, 

/^a'^c*y^  =  [{2a  —  x){x*'hy^)—x(a*-hb^^c*)y 

Le  lieu  est  une  courbe  du  sixième  degré. 

Nous  avons  supposé  le  cercle  (B)  tangent  extérieurement  au 
cercle  (G).  Il  resterait  à  le  supposer  tangent  intérieurement 
au  cercle  (G),  ce  qui  est  toujours  possible.  On  en  conclut  une 
autre  courbe  du  sixième  degré,  correspondant  à  cette  seconde 
série  de  circonférences. 

Par  suite  de  l'indépendance  des  paramètres  a,  6,  c,  les  deux 
courbes  peuvent  affecter  une  très  grande  variété  de  tracés. 

Question  16S4. 

On  considère  un  triangle  équilatéral  ABC  et  une  droite 
(D)  passant  par  le  centre  O  du  triangle.  Par  le  point  A 
on  mène  une  droite  (A)  symétrique  par  rapport  à  la  di" 
rection  (D)  de  la  droite  perpendiculaire  en  A  à  AO;  de 
même  en  B,  on  mène  la  droite  (A)'  symétrique,  par  rap" 
port  à  la  même  direction  (D),  de  la  perpendiculaire  en  B 
à"BO  ;on  agit  de  même  en  G  pour  construire  la  droite  (A/. 

Montrer  que  ces  trois  droites  (A),  (A)',  (A)*  se  rencontrent 
en  un  mêm,e  point  situé  sur  le  cercle  circonscrit  au 
triangle  ABG.  (E.-N.  Barisien.) 

SOLUTION 

Par  M.  Brocard. 

En  d'autres  termes,  l'énoncé  proposé  revient  au  suivant  : 
Étant  donnée  une  droite  (D)  quelconque,  on  la  prend  pour 


(20*    ) 

base  de  trois  triangles  isoscèles  ayant  pour  sommets  A,  B,  G  et 
pour  un  de  leurs  côtés  la  tangente  ATi  en  A,  BT^  en  B  et 
GTj  en  G.  Les  troisièmes  côtés  concourent  en  un  point  M  de 
la  circonférence  ABG. 

En  effet,  soient  a,  p,  y  les  projections  de  A,  B,  G  sur  (D). 
En  prenant  «T;  =  aTj,  pTi=pTf,  y T'3  =  7^3,  les  droites 
T'AM,  BTjM  font  avec  (D)  des  angles  égaux  à  ceux  des  tan- 
gentes en  A  et  B  avec  la  même  droite  (D).  Donc  les  droites 
précitées  font  entre  elles  le  même  angle  que  les  tangentes,  ou 
son  supplément,  c'est-à-dire  iao°  ou  60°.  L'angle  AME  est  donc 
de  60°  et,  par  suite,  M  est  sur  la  circonférence  ABG. 


si  l'on  prend  pour  axe  des  j'  une  des  hauteurs  OG  et  pour  axe 
des  X  une  parallèle   au  côté  correspondant  AB,  les  coordon- 


(  ^^'*  ) 

nées  des  sommets  seront 

A,  X  —      h  /3,        j^  =  —  /i, 

B,  X  =  —  h  v/3,        y  =  —  hy 
G,        X  =  Oy         '        y  =^    ih. 

Soit  6  l'angle  que  fait  la  droite  OD  avec  Taxe  des  x,  la 
droite  A  symétrique  de  la  perpendiculaire  en  A  à  OA,  par 
rapport  à  la  direction  D,  fera  un  angle  de  26  —  60®  avec  le 
même  axe  ;  elle  aura  pour  équation 

y^h  =  tang(!2e  — 6o°)(a7  — A/s). 

De  même,  la  droite  de  symétrie,  passant  par  le  sommet  B, 
sera  représentée  par 

y^h  =  tang(2e-}-6o°)(a?H-A/3). 

Quant  à  la  droite  de  symétrie,  passant  par  le  sommet  G,  il 
est  facile  de  voir  qu'elle  fait  un  angle  égal  àa6;  son  équation 
est  donc 

y  —  ih  =x  tang  1 6. 

Ges  équations  peuvent  s'écrire  sous  la  forme 

(y  -^  ^)(i  -+-  /3  tangaO)  —  (x-^h  v/3)(tang20  —  /s)  =  o, 

(y  H-  /i)(i  —  \/3  tang2e)  —  {x-\-h  \/3)(tang20  ■+-  v^)  =  o, 

y  —  2  h  —  a?  tang  26  =  o. 

Leur  somme  algébrique  est  nulle;  les  droites  qu'elles  repré- 
sentent concourent  donc  en  un  point  P  ayant  pour  coordon- 
nées 

4^  tang2e  8A(jl(i  — fji«) 


a?  =  — 


I  -f-tang^aS  (i-f-  (jl*)* 


_    2^(l—  tang22Ô)   _   2h(l  -f-  fJL*—  6fx2) 

•^  ~     (H-tang226)     ~  (iH-fjL*)»         ' 

si  l'on    met    tangaO    en    fonction   de    tangÔ  et    si   l'on   écrit 
tango  =  fji. 

Ge  point  P  se  trouve  sur  le  cercle  circonscril 

x^  -{-  y^  =  4^2. 

De  même,  si  par  un  sommet  A,  par  exemple,  on  mène  une 


(  22*  ) 
droite  symétrique  de  la  direction  D,  par  rapport  à  la  perpen- 
diculaire en  A  à  OÂ,  et  qu'on  agisse  ainsi  aux  deux  autres 
sommets,  on  trouvera  trois  droites  concourant  en  un  point  P' 
symétrique  de  P  par  rapport  à  la  droite  ON  menée  perpendi- 
culairement à  la  direction  D.' 

En  effet,  si,  au  milieu  des  trois  segments  OA,  OB,  OC,  on 
élève  des  perpendiculaires  qui  rencontrent  OD  en  a,  6,  c,  et  si 
Ton  joint  deux  à  deux  les  points  A  a,  B6,  Ce,  on  aura  les  trois 
droites  en  question. 

Or,  les  coordonnées  des  points  de  rencontre  de  ces  perpen- 
diculaires avec  y  —  [ix  sont 

__  ih  _         7.h[i 

.                              ih                                 ihiL 
6,  x= — ,  ^= 


/3  -h  (JL  /3  4- 


f^ 


C,  x=  —,  y  =  h. 


Par  suite,  les  droites  Aa,  B6,  Ce  sont  représentées  par 

x{\/3-h  II)  -f-^(i  — [X  v/ï)  — 2/t(i-l-  fx/s)  =0, 

a^Vy/S  —  (jl)  — ^(i  H-  (JL  v/3)  -4-  ih(i  —  (jl  /s)  =  o, 

x\L-\-y  —  ih  =  o. 

Mais  la  somme  algébrique  de  ces  trois  équations  étant  nulle, 
les  droites  qu'elles  représentent  concourent  en  un  point  F' 
dont  les  coordonnées  sont 

4A(JL  7.h{v (JL*) 

X  =  ~.  y  y  =  1—^  ' 

I  H-  (x«  "^  n-  fx2 

Ce  point  est  aussi  sur  le  cercle  circonscrit  a?*  4- j^' =  4^^*! 
ainsi  qu'il  est  facile  de  le  vérifier. 

Maintenant  si  l'on  joint  les  points  P,  P',  on  trouve,  après 
réduction,  pour  l'équation  de  la  droite  PP', 

(7  — (jLa?)(i-h  (jl2)  +  2^(3(jl2  — i)  =  o; 

cette  droite  est  donc  parallèle  à  OD. 

Elle  coupe  la  perpendiculaire  ON,   ou  \>.y  4-  a;  =  o,   en  un 


(  ^3*  ) 
point  N  ayant  pour  coordonnées 

^  aAtx(3|x«-i)  ^  -2A(3tJt'-i) . 

(1 +  (.')'      '         ^  (n-Ht')'       ' 

ce  point  est  le  milieu  de  PP'. 

Les  points  P  et  P'  sont  donc  symétriques  par  rapport  à  la 
perpendiculaire  ON. 

SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE, 

Par  M.    A.    Droz-Farny. 

On  sait  que  les  trois  symétriques  relativement  aux  côtés 
d'un  triangle  d'une  droite  quelconque  (D)'  menée  par  l'ortho- 
centre  de  ce  triangle  concourent  en  un  même  point  P  de  la 
circonférence  circonscrite  au  triangle.  La  droite  deSimsonde 
ce  point  P'  relativement  au  triangle  est  parallèle  à  (D)'. 

Gela  posé,  la  perpendiculaire  sur  OA  en  son  point  milieu 

coupe  (D)  au  point  a;  Aa  sera  la  droite  (A).  Supposons  que 

A  a  rencontre  la  circonférence  pour  la  deuxième  fois  en  P  et 

soit  A'  le  point  diamétralement  opposé  de  A.  PA'  coupe  BG  en 

a'  et  soit  tiré  Oa'. 

On  a 

angle  aAO   =  AOa, 

angle  OA'à'=A'Oa', 

donc 

aAO  -f-  OA'a'  =  AOa  H-  A'Oa'  =  90% 
donc 

angle  aOa'  =  90". 

La  droite  Oa'=  (D)' étant  perpendiculaire  sur  (D)  est  donc 
fixe  et  PA'  est  la  symétrique  de(Dy  par  rapport  au  côté  BG. 
On  a  donc  le  théorème  plus  complet  : 

Les  trois  droites  (A),  (A)',  (A/,  ainsi  que  les  trois  symé^ 
triques  relativement  aux  côtés  de  la  droite  (D)'  concourent 
en  un  même  point  P  de  la  circonférence  circonscrite  au 
triangle.  Ce  point  P  est  tel  que  sa  droite  de  Simson,  relati- 
vement au  triangle,  est  parallèle  à  (D)'  ou  perpendiculaire 
à(D). 

N.  B.  —  M.  J.  Destoux  a  résolu  la  question  analytiquement  et 
géométriquement. 

MM.  J.  Destoux,  E.  Grossctête,  E.  Barisien,  A.  Droz-Farny,  Audi- 
bert,  Cl.  Servais,  W.-J.  Greenstreet,  ont  aussi  résolu  la  question 
1453. 
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Question  353. 

Soit  ABGD  un  quadrilatère  coupé  par  une  transversale 
en  a  sur  le  côté  AB  et  en  p  sur  le  côté  opposé  CD  ;  soient  a' 
le  conjugué  harmonique  de  a  par  rapport  aux  points  A,  B 
et  P'  le  conjugué  harmonique  de  p  par  rapport  aux 
points  G,  D;  menons  la  droite  t!  ^\  faisons  une  construction 
analogue  sur  les  côtés  opposés  AG,  BD  et  sur  les  diago- 
nales AD,  BG;  les  trois  droites  passent  par  le  même  point, 

(De  Laffitte.) 

solution 
Par  M.  Moret-Blàng. 

Faisons  une  perspective  de  la  figure  sur  un  plan  parallèle  à 
celui  déterminé  par  le  point  de  vue  et  la  transversale,  qui  sera 
ainsi  transportée  à  l'infini.  Au  quadrilatère  ABGD  correspon- 
dra un  quadrilatère  AjBiGiDi,  et  aux  trois  droites  du  théo- 
rème les  droites  qui  joignent  les  milieux  des  côtés  opposés  et 
les  milieux  des  diagonales  du  quadrilatère  Ai^iG^Di;  or  on 
sait  que  celles-ci  concourent  en  un  même  point,  centre  de 
gravité  de  quatre  masses  égales  placées  aux  quatre  sommets 
du  quadrilatère;  donc  les  droite^  «'PS  etc.,  dont  elles  sont  la 
perspective,  concourent  en  un  même  point. 


Question  372. 

Un  triangle  ayant  pour  sommets  les  deux  foyers  d'une 
conique  et  le  troisième  sommet  sur  la  circonférence  de  la 
conique,  trouver  les  lieux  géométriques  des  trois  points 
suivants  :  le  centre  du  cercle  circonscrit ^  le  centre  de  gra^ 
vite,  le  point  de  rencontre  des  trois  hauteurs,  et  déterminer 
le  degré  de  l'enveloppe  de  la -droite  qui  renferme  ces  trois 
points. 

SOLUTION 

Par  M.  H.  Brocard. 

Supposons  que  la  conique  soit  une  ellipse  rapportée  à  son 
centre  et  à  ses  axes. 

1°  Le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  est  évidemment 
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l'axe  des  y^ 

X  =  o. 

2°  Le  centre  de  gravité  est  au  tiers  de  la  médiane  formée 
par  chaque  rayon  de  l'ellipse.  Le  lieu  de  ce  point  a  donc  pour 
équation 

^  9 

3°  Soient ( qt,  p)  les  coordonnées  d'un  point  de  l'ellipse.  L'une 
des  hauteurs  a  pour  équation 


Tautre  a  pour  équation 


37  =  a; 


c  — oc 
avec  la  condition 

L^élimination  de  a  et  de  ^  donne 

a»(c2  —  a?2)2  4-  b'^x^y^  =  a^b^y^. 

4**  L'enveloppe  de  la  droite  qui  joint  ces  trois  points  admet 
Torigine  pour  centre,  les  deux  axes  Oa?  et  Oj^pour  axes  de  sy- 
métrie; elle  a  deux  points  de  rebroussement  sur  Oy^  et,  sur  Oa?, 
deux  sommets  et  deux  points  doubles.  La  courbe  en  question 
est  donc  au  moins  du  sixième  degré. 

Question  14. 

Quel  est  le  minimum  du  rapport  du  rayon  de  la  sphère 
circonscrite  à  un  tétraèdre  au  rayon  de  la  sphère  inscrite? 

SOLUTION 

Par  M.  Moret-Blanc. 

Lemme  L  —  Le  tétraèdre  maximum  inscrit  dans  une 
sphère  est  le  tétraèdre  régulier. 

Car  Tune  quelconque  de  ses  faces,  prise  comme  base,  doit 
être  le  triangle  maximum  inscrit  dans  un  cercle  et,  par  consé- 
quent, un  triangle  équilatéral. 

Corollaire,  —  Le  rapport  du  volume  de  la  sphère  circon- 

4* 
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scrite  à  un   tétraèdre  au   volume  du    tétraèdre  est  minimum 
quand  le  tétraèdre  est  régulier. 

Lehhe  II.  —  De  tous  les  tétraèdres  de  base  équivalente 
et  de  même  hauteur,  celui  dont  la  surface  est  minimum, 
est  le  tétraèdre  dont  le  pied  de  la  hauteur  est  le  centre  du 
cercle  inscrit  dans  la  base. 

Soient  a,  b,  c  les  trois  côtés  de  la  base,  B  sa  surface,  h  la 
hauteur  du  tétraèdre;  a,  p,  ^  les  distances  du  pied  de  la  hau- 
teur aux.  côtés  a,  6,  c  et  S  la  surface  latérale  du  tétraèdre. 

On  a 

(i)  aa-h^P-hCY  =  2B, 

2)  a  /A«-r-  a«  -h  Z»  /A«-l-  p«  -h  c  /A«-h  7*  =  28. 

S  n'a  évidemment  pas  de  maximum;  pour  que  cette  surface 

soit  minimum,  il  faut  que  la  dérivée  par  rapport  à  chacune 

des  variables  indépendantes  a  et  ^,  dont  y  est  fonction  en 

vertu  de  Téquation  (i),  soit  nulle. 

ri     •                                                i            ^       I            b 
Il  vient,  ea  remarquant  que  yi  = >  ïà  ~ ' 

a  P  Y 


V^/i»  -h  a«       ^h^  -h  p«        /A«  H-  Y» 
ce  qui  exige  que  Ton  ait  a  =  p  =  y- 

Corollaire.  —  De  tous  les  tétraèdres  de  même  volume  celui 
dont  la  surface  est  minimum  est  tel  que  chaque  hauteur  tombe 
au  centre  du  cercle  inscrit  dans  la  face  opposée,  d'où  résulte 
régalité  des  angles  dièdres  et,  par  suite,  celle  des  angles 
trièdres  :  c'est  donc  le  tétraèdre  régulier. 

V  étant  le  volume  d'un  tétraèdre,  S  sa  surface,  r  le  rayon 
de  la  sphère  inscrite,  on  a  3V  =  rS;  donc,  le  volume  restant 
constant,  le  rayon  de  la  sphère  inscrite  sera  maximum  quand 
la  surface  sera  minimum,  et  par  conséquent  : 

Le  rapport  du  volume  d'un  tétraèdre  à  celui  de  la  sphère 
inscrite  est  minimum  quand  le  tétraèdre  est  régulier. 

En  rapprochant  ce  théorème  du  corollaire  du  lemme  I,  on  en 
conclut  que  : 

Le  minimum  du  rapport  du  volume  de  la  sphère  circon- 
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scrite  à  un  tétraèdre  au  volume  de  la  sphère  inscrite,  ou 
le  rapport  de  leurs  rayons,  est  minimum  quand  le  tétraèdre 
est  régulier.  Ce  dernier  rapport  est  alors  égal  à  3. 

Question  22. 

Les  polynômes  Vi,  Vj,  . . .,  y,n  de  Sturm  s*  expriment  en 
fonction  des  racines  a,  6,  c,  . ..,  A  û?e  V  =  o  d'après  la 
règle  suivante  : 

La  dérivée  Vi  est  la  somme  des  produits  m  —  i  à  m  —  i 
des  facteurs  (x  —  a),  (x  —  6),  ... 

V,=  I,(x  —  b){x  —  c), .  .(x  —  h). 

Pour  obtenir  Vj,  on  multipliera  chacun  des  produits 
m  '^ol  à  m  —  2  des  facteurs  simples  par  le  carré  de  la  dif- 
férence des  racines  qui  n'entrent  pas  dans  le  produit  con- 
sidéré; la  somme  de  ces  derniers  produits  multipliée  elle- 
même  par  un  facteur  positif  indépendant  de  x  donnera  V2, 
c'est-à-dire  que 

Vj=  (iJ:(a  —  b)^(x  —  c)(x  —  d) , .  .{x  —  h)y        a>o. 
On  a  de  même 

V3=  ps(a  — 6)«(a  — c)«(6  — c>»(a7  — c?)...(:r— A)     p  >  o, 

V4=YS(a  — 6)«(a  — c)«(6  — c)» 

X  (6— -rf)«(c  — (i)«(a?  — e)...(a7  — A)        y  >  o, 


V;p  =  X i:(a  —  6)»(a  —  c)«  . . .  (a  —  /i)« . . .  (^  —  h)^        X  >  o. 

(Sylvester.) 
solution 
Par  M.  Moret-BlAnc. 

V  et  Vi  sont  des  fonctions  symétriques  des  racines  et  des  fac- 
teurs simples  qui  leur  correspondent,  qui  s'annulent  pour  la 
valeur  d'une  racine  donnée  à  x,  chaque  fois  que  cette  racine 
est  égale  à  une  autre;  il  doit  en  être  de  même  de  toutes  les 
fonctions  suivantes,  en  vertu  de  la  relation  qui  lie  trois  fonc- 
tions consécutives.  . 

Or  Vj  est  un  polynôme  de  degré  m  —  2,  où  les  racines  et  les 
facteurs  simples  (â?  —  a),  ...  doivent  entrer  symétriquement 
et  qui  doit  s'annuler  lorsque  deux  quelconques  des  racines  de 
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l'équation  sont  égales  et  que  Ton  donne  à  x  la  valeur  de  Tune 
de  ces  racines;  il  doit  donc  être  la  somme  des  produits  m  —  2 
km—i  des  facteurs  simples  multipliés  chacun  par  une  fonction 
symétrique  des  deux  racines  dont  les  facteurs  simples  corres- 
pondants n'y  entrent  pas  et  qui  s'annule  lorsque  ces  racines 
sont  égales  :  c'est  donc  le  carré  de  leur  différence  (la  simple 
différence  ne  serait  pas  symétrique).  La  somme  de  ces  pro- 
duits peut  d'ailleurs  être  multipliée  par  un  facteur  constant  et 
indépendant  des  racines.  On  voit  même,  en  faisant  la  division, 
que  ce  facteur  est  égal  à  i,  si,  pour  éviter  les  coefficients  frac- 
tionnaires, on  a  multiplié  V  par  m*. 

V3,  de  degré  m — 3,  renferme  tous  les  produits  m  —  3  à  m — 3 
des  facteurs  simples  multipliés  chacun  par  une  fonction  symé- 
trique des  racines  dont  les  facteurs  simples  n'y  entrent  pas  et 
qui  doit  être  nulle  lorsque  deux  quelconques  de  ces  racines 
sont  égales  :  c'est  donc  le  produit  des  carrés  de  leurs  différences 
deux  à  deux,  la  somme  de  ces  produits  étant  multipliée' par  un 
facteur  constant  p,  indépendant  des  racines. 

On  trouve  de  même  la  forme  dés  autres  fonctions. 

Enfin,  Vm  est  un  nombre  indépendant  de  a?,  fonction  symé- 
trique des  racines,  qui  doit  être  nul  lorsque  deux  quelconques 
des  racines  sont  égales  :  c'est  donc  à  un  facteur  indépendant 
près  le  produit  des  carrés  des  différences  de  l'équation  V  =  o. 

Les  facteurs  constants  a,  p,  ...  ne  dépendent  pas  de  la  na- 
ture des  racines:  or,  lorsque  toutes  les  racines  sont  réelles,  la 
suite  des  fonctions  doit  être  complète,  et  les  coefficients  de 
leurs  premiers  termes  ne  doivent  présenter  que  des  perma- 
nences; ils  sont  donc  alors  tous  positifs,  ce  qui  exige  que  les 
facteurs  a,  p,  . . .,  X  soient  tous  plus  grands  que  zéro. 

Question  51. 

Soit  un  carré  divisé  par  des  lignes  horizontales  et  verti- 
cales en  n^  petits  carrés  ayant  chacun  deux  unités  pour  côté. 
Prenons  deux  côtés  adjacents  du  grand  carré  pour  axes 
coordonnés.  Les  coordonnées  du  centre  d'un  petit  carré 
sont  exprimées  par  des  nombres  entiers  impairs  et  les  coor- 
données des  sommets  par  des  nombres  entiers  pairs.  Dési- 
gnons par  {h,  v)  le  centre  d* un  petit  carré  ayant  h  pour 
abscisse  horizontale  et  v  pour  ordonnée  verticale.  Faisant 
passer  une  droite  par  (h,  v)  et{h'j  p'),  quels  sont  les  carrés 
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que  cette  droite  traversera,  et  quels  sont  les  centres  et  les 
sommets  des  carrés  situés  sur  cette  droite  ?  Étant  données 
les  équations  de  deux  droites  passant  chacune  par  deux 
centres,  quelles  relations  doivent  exister  entre  les  coor- 
données des  quatre  centres  :  i^  pour  que  les  deux  droites 
soient  parallèles  ;  2°  pour  qu'elles  se  coupent  à  angle 
droit;  3°  pour  que  le  point  d* intersection  soit  le  sommet 
d'un  cinquième  carré? 

SOLUTION 

par  M.  Morbt-Blang. 
L'équation  de  la  droite  passant  par  (A,  v)  et  (h',  i'')est 

p' —  V  et  A'  —  h  sont  divisibles  par  i;  ils  peuvent  avoir  d'autres 
facteurs  communs  :  soient  V  et  H  les  quotients  de  ces  nombres 
divisés  par  leur  plus  grand  commun  diviseur;  Téquation  se  ré- 
duit à 

(1)  V(ar-A)  =  H(^-P). 

Pour  trouver  les  carrés  traversés  par  la  droite,  on  cherchera 
les  points  où  elle  coupe  les  horizontales  :  en  donnant  ky  les 
valeurs  o,  2,  4)  •  •  •)  ^^^  on  déterminera  les  valeurs  correspon- 
dantes de  X,  Si  pour  ^  =  26,37  est  compris  entre  2a  et 
la-^ij  la  droite  traverse  les  carrés  dont  les  centres  sont 

(2a-i-i,26  —  i)    et    (ia-f-i,  26-hi). 

Pour  avoir  les  centres  et  les  sommets   situés  sur  la  droite, 

on  cherchera  les  solutions  entières  de  l'équation  (i).  Elle  est 

vérifiée  par  x  =  h,  y  =  v;\es  autres  solutions  sont,  comme  on 

sait, 

ir=A-l-H/,        y  ^Vr+-\ t. 

On  donnera  à  t  les  valeurs  entières  positives  et  négatives 
pour  lesquelles  x  et  y  sont  positifs  et  moindres  que  2/1 -H  i. 
Les  valeurs  impaires  des  x  et  y  donneront  les  centres  et  les 
couples  de  valeurs  paires,  les  sommets. 

1°  Soit 

réquation  d'une  autre  droite  passant  par  les  centres  (hi,  Vi) 
et  (h\,  v\).  La  condition  pour  que  les  deux  droites  soient  pa- 
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ralléles  est 

h  — h       h\  — ht 

(P'-P)(A',-A,)  =  (A'-A)(p;-^,)- 

Si  le  centre  (^i,  Çf)  est  seul  donné,  on  déterminera  (h\,  v\) 
en  cherchant,  comme  pour  l'équation  (i),  les  solutions  entières 
impaires  de  cette  équation 

h\  =  Al  -H  H  *,        Pj  ==  (;,  -H  V  f  ; 

il  suffira  d'une  solution  en  nombres  entiers  impairs. 

29  La  condition  pour  que  les  droites  (i>  et  (2)  soient  rectan- 
gulaires est 

ou 

\(^>\  —  Pi)  -+-  H(A;  —  Al  )  =  o. 

Si  (Ai,  Pi)  est  seul  donné, 

a;  =  Al-HV^      p'i  =p,  —  H  . 

3°  Des  équations  (i)  et  (7),  on  tire 

_  (A;  —  hiXhv'—vh')  —  (h'—  A)  (Al  t>;  —  pi  h\  ) 
^-         (^,'_p)(a;_Ai)-(A'-A)(p'i~Pi)         ' 

,.  ^  (^'t  -  ^)(às^'-  vh')  —  {v'-  v){htv\  ^  v,h\  ) 

Pour  que  le  point  d'intersection  des  deux  droites  soit  le 
sommet  d'un  cinquième  carrée  il  faut  que  chacune  de  ces  ex- 
pressions sqit  un  nombre  entier  pair. 

Pour  que  ce  soit  le  centre  d'un  cinquième  carré,  chacune 
devra  être  un  nombre  entier  impair. 

Question  54. 

Trouver  l'équation  d'une  sur/ace  algébrique  gtir  la- 
quelle on  ne  puisse  tracer  qu^une  seule  et  uniqi^  circon- 
férence. 
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SOLUTION 

par  M.  Moret-Blanc. 

On  trouvera  des  surfaces  susceptibles  de  remplir  celte  con- 
dition dans  les  deux  équations  générales  suivantes  : 

En  faisant  .2  =  o,  on  a  le  cercle 

Les  cas  les  plus  simples  sont  ceux  où  n  =  i  ;  on  a  deux  sur- 
faces du  troisième  ordre 

(i)    a(a?*-Hj^*)-4--8a?' =  aô*,        a(x'-l-j^')-4-2a:^  =  aô*. 

Pour  démontrer  qu'elles  ne  peuvent  être  coupées  suivant  un 
cercle  que  par  le  plan  des  xy^  on  y  substituera  pour  z  une  ex- 
pression de  la  forme  mx  -»-  ny  -+-  z;  le  résultat  de  la  substitu- 
tion donnera  Téquation  de  la  projection  horizontale  (<)  faite 
dans  la  surface  par  le  plan 

z  =  mx  -+■  ny  -h  r. 
On  aura  pour  la  première  équation 
(2)  (^y*-+-  nx*y-+-  mx^  -h (r  -h  a)  a?*  —  ab*  =  o. 

Pour  que  cette  équation  donne  celle  d'une  courbe  du  second 
degré,  il  faut  qu'elle  représente  le  système  d'une  droite  et 
d'une  conique,  ou  qu'elle  se  réduise  au  second  degré  par 
l'évanouissement  des  coefficients  des  termes  du  troisième 
degré. 

Pour  reconnaître  le  premier  cas,  représentons  par  y  =zpx-h  q 
l'équation  de  la  droite.  Divisant  le  premier  membre  par 
y  — px  —  çr,  on  a  pour  quotient 

ay  -\-nx'^-\-apx  '\-  aq^ 
et  pour  reste 

^         ■  ——■■-■  ,  ■  -     ^  -  ■  ■      ^   ■     ■■  ■      Ml  ■  ,      -  ■■■■■  ^       ■■»-■■■        I  ■  ■    ^^^■  »     ■■»       ^i      mi  »  ^»   ■  i  ■    ■ 

(*)  Je  suppose  le  plan  des^rj^  horizontal. 
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Cette  expression  devant  s'évanouir  quel  que  soit  x^  on  a 
m-4-Ai/?  =  o,     a(i-i-/?»)H- /i5'-+-r=  o,     pq  =  o,     y*  — é>«  =  o, 

d'où 

^r=±:6,    p=zo,    m  =  o,     r= — azçnb. 

On  voit  que  le  plan  z  =  ny  —  a  =ç:  nb  coupera  la  surface 
suivant  une  droite  dont  les  équations  sont 

z  =  ny  —  az^  b,        y=±b,  ,^ 

et  une  courbe  du  second  ordre  dont  les  équations  sont  celles 

du  plan,  et 

nar*-H  «(j'it  b)  =  o. 

Cette  équation  est  celle  d'une  parabole  qui  ne  peut  être  la 
projection  d'un  cercle. 

Pour  que  Féquation  (a)  représente  une  courbe  du  second 
degré,  il  faut  qu'on  ait 

/i  =  o,         m  =  o  ; 

l'équation  de  la  projection  horizontale  se  réduit  à 

et,  comme  le  plan  sécant  .2  =  r  est  parallèle  au  plan  de  projec- 
tion, il  faut,   pour  que  la  courbe  soit  un  cercle,  que  l'on  ait 

r  =  o. 

Le  plan  des  xy  est  donc  le  seul  qui  coupe  la  surface  suivant 
un  cercle. 

On  verrait  qu'il  en  est  de  même  pour  la  seconde  équation. 

Question  59. 

Entre  tous  les  prismes  de  même  base  et  de  même  hauteur, 
c'est  le  prisme  droit  qui  a  la  plus  petite  aire. 

SOLUTION 
Par  M.  Moret-Blanc. 

Car  c'est  celui  dont  les  parallélogrammes  qui  forment  la 
surface  latérale  ont  leur  hauteur  minimum,  en  conservant  la 
même  base. 


(33*  ) 
Questions  473  et  482. 

l"   SOLUTION 

Par  M.  H.  Brocard. 

473.  Quatre  génératrices  d^un  hyperboloïde  étant  don- 
nées, construire  le  tétraèdre  qui  ait  ces  quatre  droites 
pour  hauteurs. 

Un  tétraèdre  peut  se  projeter  verticalement  suivant  un  tra- 
pèze. 11  suffit  pour  cela  de  prendre  pour  plan  vertical  de  pro- 
jection un  plan  parallèle  à  une  arête  CD'  (^)  du  tétraèdre  et 
d'amener  l'arête  opposée  A'B',  par  une  rotation  autour 
de  CD',  à  se  projeter  suivant  une  parallèle  à  CD'.  Si  mainte- 
nant Ton  prend  pour  plan  horizontal  de  projection  un  plan 
parallèle  aux  deux  droites  CD,  AB,  la  projection  horizontale 
du  tétraèdre  sur  un  quadrilatère  dont  la  diagonale  CD  sera 
parallèle  à  la  ligne  de  terre. 

Or,  dans  cette  situation,  les  hauteurs  du  tétraèdre  se  projet- 
tent horizontalement  suivant  les  perpendiculaires  menées  par 
les  sommets  A,  B,  G,  D  du  quadrilatère  sur  les  diagonales,  et, 
verticalement,  suivant  deux  perpendiculaires  à  la  ligne  de  terre 
menées  par  A'  et  B',  et  suivant  deux  autres  droites  issues  des 
points  C  et  D'. 

On  est  donc  amené  à  considérer  la  figure  inverse  pour  trou- 
ver la  solution  de  la  question  proposée.  C'est  ce  que  nous  al- 
lons développer  davantage. 

Supposons  que  l'on  ait  choisi  pour  plan  horizontal  de  pro- 
jection le  plan  perpendiculaire  à  chacun  des  plans  parallèles  à 
deux  couples  de  droites  opposées.  Cela  est  toujours  possible; 
et,  de  la  sorte,  les  quatre  droites  données  A,  B,  G,  D  se  pro- 
jettent suivant  les  côtés  a{mn),  b(np),  c{pq),  d{qm)  d'un 
parallélogramme  mnpq.  Prenons  ensuite  pour  plan  vertical  de 
projection  un  plan  perpendiculaire  à  l'une  des  directions  des 
côtés  du  parallélogramme.  Deux  des  droites  se  projetteront  sui- 
vant deux  parallèles  m' n\  q' p\  prolongements  de  ces  côtés, 
les  deux  autres  suivant  des  lignes  c',  c?',  qui  se  rencontreront 
généralement  en  un  point  i! .  Le  tétraèdre  cherché  se  projettera 
verticalement  suivant  un  trapèze  a' b' c'd\  et  horizontalement 

(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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suivant  un  quadrilatère  ahcd.  Or,  si  l'on  déplace  c' d'  parallè- 
lement à  elle-même,  la  projection  cd  pivote  autour  d'un  point 
fixe,  facile  par  conséquent  à  déterminer  à  l'aide  d'une  position 
quelconque  de  la  droite  crf,  c' d'.  La  projection  horizontale  i 
de  ce  point  est  sur  la  perpendiculaire  Hi  à  la  ligne  de  terre. 
Cette  propriété  résulte  de  ce  que  la  figure  représente  la  pro- 
jection d'un  paraboloïde  hyperbolique  sur  un  plan  directeur. 
Cette  projection  forme,  comme  l'on  sait,  un  système  rayon- 
nant. On  mènera  donc  par  le  point  i  une  droite  cid  limitée 
entre  les  deux  parallèles  c,  d\  elle  donnera  en  projection  ver- 
ticale une  droite  c' d'  parallèle  à  la  ligne  de  terre.  Ce  sera  la 
longueur  de  l'arête  CD  du  tétraèdre  cherché. 

L'arête  opposée  AB  se  projettera  verticalement  suivant  U 
distance  des  droites  parallèles  a,  b  et  horizontalement,  en  vraie 
grandeur,  suivant  le  segment  perpendiculaire  à  la  direction  c',  d* 
intercepté  entre  les  droites  a  et  b. 

Pour  en  trouver  la  position,  il  suffira  de  déterminer  le 
point  /  où  la  projection  horizontale  de  AB  rencontrera  cd.  Or, 
pour  cela,  on  prendra  le  plan  vertical  passant  par  CD  pour 
plan  vertical  de  projection,  et  l'on  mènera  par  les  points  C,  D 
un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  opposée  dd' ,  ce'.  L'inter- 
section des  traces  verticales  de  ces  plans  est  la  projection  /'  du 
point  L.  Par  conséquent,  par  le  point  /'  on  mènera  une  hori- 
zontale, et  par  le  point  /,  maintenant  déterminé,  une  perpen- 
diculaire à  la  direction  c,  d.  On  aura  ainsi  les  projections  a, 
a',  6,  b'  des  deux  autres  sommets  du  tétraèdre. 

Cette  construction  simple  conduit  à  diverses  remarques  inté- 
ressantes. 

1°  Le  centre  O  du  parallélogramme  mnpq  est  la  projection 
horizontale  du  centre  de  l'hyperboloïde  passant  par  les  quatre 
hauteurs  du  tétraèdre  ou  les  quatre  droites  données, 

2**  La  projection  horizontale  G  du  centre  de  gravité  du  té- 
traèdre s'obtiendra  en  prenant  le  milieu  G  de  la  droite  qui 
joint  les  milieux  des  diagonales  ab,  cd. 

Le  centre  S  de  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre  se  projet- 
tera horizontalement  à  l'intersection  des  perpendiculaires  me- 
nées à  chacune  des  diagonales  en  leur  milieu. 

3**  On  pourra  donc  établir,  sur  ces  données,  le  théorème 
suivant  : 

482.  Le  centre  de  la  sphère  circonscrite  à  un  tétraèdre,  le 
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centre  de  V hyperboloïde  passant  par  les  quatre  hauteurs, 
le  centre  de  gravité  du  tétraèdre  sont  trois  points  en  ligne 
droite.  (Joachimsthal.) 

Cette  proposition  fait  l'objet  de  la  Question  482  (  Voir 
I'*  série,  t.  XVIII,  p.  266)  et  peut  s'établir,  comme  l'on  voit, 
à  l'aide  des  propriétés  des  quadrilatères,  projections  du  té- 
traèdre sur  un  plan  parallèle  à  deux  arêtes  opposées.  Ainsi 
l'on  peut  montrer  que  : 

Dans  un  quadrilatère,  le  milieu  G  de  la  droite  qui  joint 
les  milieux  des  diagonales,  le  point  S  de  rencontre  des 
perpendiculaires  à  ces  diagonales  en  leurs  milieux,  et  le 
centre  0  du  parallélogramme  obtenu  en  menant  par  les 
sommets  des  perpendiculaires  à  ces  diagonales,  sont  en 
ligne  droite. 

Il  suffit  de  calculer  les  distances  des  points  O,  G,  S,  à  la  dia- 
gonale CD  prise  pour  axe  des  x.  En  effet,  si  l'on  désigne 
par  «1,  61,  «2,  h^  les  coordonnées  de  A  et  B  (D  étant  l'ori- 
gine), et  la  longueur  DC  par  a,  on  a 

(^)S  =  — ^ .I(67-M^   ^  '"  *^^ 

/     \n         ^« — ^» 


{y)0  = 


4 

(  «2  —  a\)(a  —  a\  —  aj  ) 


2{b2-h  bt) 

et  l'on  voit  que 

(^)0h-(^)S  =  2(^)G. 

D'ailleurs,  par  construction, 

(x)0-^(x)S  =2(a?)G. 

Ainsi  les  trois  points  O,  G,  S  sont  en  ligne  droite  et 
OG  =  GS.  On  établirait  les  relations  analogues  pour  les  dis- 
tances des  points  O',  G',  S'  au  plan  horizontal. 

4"  Revenons  à  la  question  proposée. 

Avec  les  quatre  droites  données  A,  B,  C,  D,  on  peut  former 
six  couples  de  deux  droites  qui  déterminent  les  directions  des 
plans  tels  que  le  tétraèdre  se  projette,  suivant  un  parallélo- 
gramme, sur  le  plan  perpendiculaire  au  plan  ainsi  défini.  Mais 
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un  seul  de  ces  plans  suffît,  et  la  construction,  qui  a  déjà  donné 
deux  arêtes  opposées  en  vraie  grandeur,  donnera  de  même  les 
quatre  autres. 

5°  Si,  sans  changer  le  plan  horizontal,  on  fait  tourner  le 
plan  vertical  de  90°,  la  projection  verticale  du  tétraèdre  de- 
vient un  triangle.  Cette  disposition  n'apporte  pas  de  modifîca- 
tion  essentielle  aux  conclusions  qui  précèdent. 

2*   SOLUTION 

Par  M.  Moret-Blanc. 

473.  On  sait  {Question  472)  que  les  quatre  hauteurs  d'un  té- 
traèdre, quand  elles  ne  se  coupent  pas,  sont  quatre  génératrices 
du  même  système  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe.  Les  perpen- 
diculaires aux  plans  des  faces,  élevées  par  le  point  de  concours 
des  hauteurs  du  triangle,  rencontrant  trois  de  ces  génératrices 
et  étant  parallèles  à  la  quatrième,  sont  quatre  génératrices  du 
second  système. 

La  plus  courte  distance  de  deux  hauteurs  d'un  tétraèdre  est 
parallèle  aux  plans  des  deux  faces  auxquelles  elles  sont  respec- 
tivement perpendiculaires  et,  par  suite,  parallèle  à  l'intersec- 
tion de  ces  deux  plans,  qui  est  l'arête  rencontrant  les  deux 
autres  hauteurs. 

Cela  posé,  pour  construire  le  tétraèdre  dont  quatre  généra- 
trices d'un  hyperboloïde  sont  les  hauteurs,  on  mène  la  plus 
courte  distance  de  deux  de  ces  génératrices,  et  la  parallèle  à 
cette  plus  courte  distance  s'appuyant  sur  les  deux  autres  géné- 
ratrices et  limitée  par  elles;  puis  la  plus  courte  distance  de 
celles-ci,  et  sa  parallèle  s'appuyant  sur  les  deux  premières  et 
limitée  par  elles.  Ce  sont  des  problèmes  élémentaires  de  Géo- 
métrie descriptive.  On  obtient  ainsi  les  quatre  sommets  du 
tétraèdre. 

482.  Soient  ABC  une  des  faces  du  trétraèdre  ABGD,  O  le  centre 
du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC,  G- le  point  de  concours  des 
médianes,  H  celui  des  hauteurs  du  triangle,  P  le  pied  de  la 
hauteur  du  tétraèdre  abaissée  du  sommet  D  sur  ABC.  On  sait 
que  les  points  0,  G,  H  sont  en  ligne  droite  et  que  OG  =  ^  OH 
ou  HG  =  2OG.  Tirons  les  droites  PH  et  PG.  Les  perpendicu- 
laires au  plan  ABC,  menées  par  H  et  P  sont  deux  génératrices 
parallèles  de  l'hyperboloïde.  En  effet,  l'une  rencontre  les  trois 
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hauteurs  issues  des  sommets  A,  B,  G,  qui  se  projettent  suivant 
les  trois  hauteurs  du  triangle  ABC,  car  les  plans  projetants 
sont  respectivement  perpendiculaires  aux  côtés  BC,  GA,  AB, 
et  l'autre  est  la  quatrième  hauteur.  La  parallèle  à  ces  deux 
droites,  située  dans  leur  plan  à  égale  distance  de  chacune  d'elles, 
est  une  génératrice  du  cône  asymptote;  elle  contient  le  centre 
de  l'hyperboloïde  qui  se  projette  au  point  Oi,  milieu  de  HP. 
Le  centre  de  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre  se  projette 
en  O,  et  le  centre  de  gravité  du  tétraèdre  au  point  Gi,  au 
quart  de  GP.  Il  faut  démontrer  que  les  trois  points  O,  Gt,  Oj 
sont  en  ligne  droite. 

Soit  Q  le  milieu  de  GP;  OiQ  est  parallèle  à  HG  et  égale  à 
sa  moitié;  elle  est  donc  égale  et  parallèle  à  OG;  la  figure 
OQOiG  est  un  parallélogramme;  les  diagonales  OOi  et  GQ 
se  coupent  en  Gi,  milieu  de  GQ  et  de  OOi.  Les  trois  points  de 
l'énoncé  se  projetant  en  ligne  droite  sur  une  face  quelconque 
du  tétraèdre  sont  en  ligne  droite  dans  l'espace.  On  voit  de  plus 
que  le  centre  de  gravité  du  tétraèdre  est  au  milieu  de  la  droite 
qui  joint  le  centre  de  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre  au 
centre  de  l'hyperboloïde. 

Question  132. 

Par  cinq  points  donnés  dans  V espace,  faire  passer  un 
cylindre  droit  à  base  circulaire. 

SOLUTION 

Par  M.  H.  Brocard. 

Par  trois  des  points  donnés,  A,  B,  G,  faisons  passer  une 
ellipse  quelconque  (S).  Les  cônes  ayant  pour  base  cette  ellipse 
et  pour  sommets  les  deux  autres  points  donnés  D,  E  se  coupent 
généralement  suivant  une  hyperbole  dont  les  asymptotes  sont 
parallèles  à  deux  directions  (P),  (P')  qu'il  est  possible  de  dé- 
terminer d'après  les  données  du  problème.  Il  est  évident  que 
l'on  obtiendra  un  cylindre  du  second  degré  passant  par  les 
cinq  points  donnés,  en  prenant  pour  directrice  la  conique  (S) 
et  pour  directions  des  génératrices  des  parallèles  aux  droites 

Gela  posé,  considérons  une  section  de  ce  cylindre  faite  par 

6* 
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un  plan  perpendiculaire  aux  génératrices  et  faisons  passer  par 
le  grand  axe  de  la  section  elliptique  un  plan  quelconque  (M). 
Il  existe  deux  positions  du  plan  (M)  symétriques  par  rapport 
au  précédent,  et  qui  donnent  les  sections  circulaires  du  cylindre. 
Les  données  du  problème  permettent  encore  de  trouver,  pour 
chaque  ellipse  (S)  et  chaque  direction  (P),  l'orientation  du 
plan  (M).  On  cherchera  donc  pour  quelle  forme  de  Tellipse 
(S)  le  plan  (M)  est  perpendiculaire  à  l'une  des  directions  (P) 
ou  (P'). 

Il  y  a  généralement,  pour  chaque  hyperbole,  deux  solutions, 
et,  comme  il  existe  dix  triangles  ÂBG,  . . .  servant  de  point  de 
départ,  on  voit  qu'il  y  a,  en  général,  vingt  cylindres  qui  satis- 
font aux  conditions  du  problème. 


Question  86. 

Inscrire  dans  un  triangle  donné  une  ellipse  dont  la  sur^ 
face  soit  égale  à  celle  d'un  cercle  donné. 

_  • 

En  discutant  cette  question,  on  déterminera  comme  cas 
particulier  Vellipse  inscrite  dont  la  surface  est  maximum. 

aOLUTION 

Par  M.  Moret-Blang. 

Soient  ABC  le  triangle  et  r  le  rayon  du  cercle  donné.  Prenons 
pour  axes  de  coordonnées  les  côtés  GAetGB;  posons  GB  =  a, 
GA  =  6,  angle  AGB  =  w,  et  désignons  par  a,  p  les  coordonnées 
du  centre  de  l'ellipse;  son  équation  sera 

A(a?  — a)«-h2B(a7  — a)(7— p)-f-G(a7— a)«— j  =  o 
ou 

Aa?«-i-2Ba?^-hG72— 2(Aa-hBP)a?  — 2(BaH-GP)j^ 

Aa2-i-  2BaP  -^  Gp«—  i  =  o. 


En  exprimant  que  les  côtés  GB  et  GA  sont  tangents  à  l'el- 
lipse, on  a  les  conditions 

(B2—  AG)p2-f.  A  -i-  o,         (B2—  AG)a2-4-  G  =  o, 
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d'où  l'on  tire 

,,  .       j    ,,  ,,.  ir  sino) 

car  I  aire  de  1  ellipse  est  —  =  irr*. 

Les  distances  des   points  de  contact  au  sommet  G  sont  res- 
pectivement 

Aa-f-BQ  Ba-4-CS 

L     et     p= — ^• 

A  G 

On  a 

.        S*sin'(i>  ^       a*sin*a) 

A=  r — ,  C  =  1 y 


.     •   •     V                  sm^tù 
=  ±sin*(o-^^ ■ • 


B       

Il  reste  à  exprimer  que  l'ellipse  est  tangente  au  côté  AB 

bx  ■+•  ay  —  aô  =  o. 
On  tire  de  là 

ah  —  bx 
•^  a 

Portant  cette  valeur  dans  l'équation  de  l'ellipse  et  exprimant 
que  réquation  en  2:  a  ses  racines  égales,  il  vient,  réductions 
faites, 

(AG  — B«)(6aH-ap  — a6)«  =  Aaî  — 2Ba6-hG6«, 

et,  en  remplaçant  A,  B,  G  par  leurs  valeurs,  et  supprimant  le 

.  sin^tù 

facteur  commun  — r—  > 


(6a^-ap  — a6)«— a«a«— 6«p«  =  ih2aô4/a«p« r^ 


(0 


Réduisant,  divisant  par  lah  et  élevant  au  carré,  il  vient, 
après  quelques  réductions, 

(6a-f-aS—  —  )  (2aQ  —  ôa  — aSn )=    .   ,     » 

On  n'a  qu'une  relation  entre  a  et  P;  le  problème  admet  donc 


(4o*  ) 

une  infînilé  de  solutions.  Donnant  à  a  une  valeur  arbitraire 
comprise  entre  o  et  a,  on  trouvera  pour  p  deux  valeurs  cor- 
respondantes; a  et  p  étant  connus,  on  connaîtra  A,  B,  C,  et 
l'on  déterminera  les  points  de  contact  sur  CA  et  GB;  puis  on 
joindra  ces  points  par  des  droites,  aux  sommets  opposés;  la 
droite  menée  par  le  sommet  G  et  le  point  d'intersection  de  ces 
deux  droites,  passe,  comme  on  sait,  par  le  point  de  contact 
avec  AB.  Connaissant  le  centre,  trois  tangentes  et  leurs  points 
de  contact,  on  pourra  construire  l'ellipse. 

Cherchons  l'ellipse  d'aire  maximum. 

Égalant  à  zéro  les  dérivées  du  premier  membre  de  l'équation 
précédente  par  rapport  à  ce  et  à  p,  on  a 

{2haL  -{-  a^  —  ah){'z^  —  h)=  Oj 
(6a-f-2ap  —  ah){7.0L  —  a)— o. 

Les  solutions  a^  —  h  =  o  et  2a  —  a  =  o  donnent  r  =  o  et 
correspondent  à  un  minimum  :  l'ellipse  est  alors  une  ligne 
droite. 

Les  équations 

2ha-\-  a^  —  ah  =  0 

6a-f-2ap  —  ah  =  o 
donnent 


h 
3' 

On  a  ensuite 

r^          ah  ah       a^h^ 

r« 

ah 
6/3 

sin2(o         6    18          108  ' 

smu> 

, ,  .      j            ,         Tzah  sinto 

L  aire  du  cercle  = — —  —  aire 

6/3 

ï  du  triangle  x  — rr» 

3/3 

.        h^         108         12            ^ 

12 
6«' 

ah 

Points  de  contact  :  pour^  —  0, 

Aa-hB3 

A 

a 

m 

2' 

pour  X  —  0, 

Ba-f-G3 

^          c       - 

h 
2 

pour  le  côté  AB, 


(4i 

*    ) 

X  — 

a 

—  > 

2 

r  = 

b 
2 

^es  points  de  contact  sont  les  milieux  des  côtés  du  triangle. 

Question  157. 

Lorsque  trois  forces  P,  Q,  R,  non  situées  deux  à  deux 
dans  le  même  plan,  se  réduisent  à  une  seule  force,  la 
somme  de  deux  tétraèdres  construits  sur  P,  Q,  R  prises 
deux  à  deux  est  équivalente  au  troisième.  (Catalan.) 

SOLUTION 

Par  M.  MoRET- Blanc. 

Lemme.  —  Soient  une  droite  limitée  AB  et  une  force  PQ  qui 
ne  la  rencontre  pas,  le  moment  de  PQ  par  rapport  à 
Vaxe  AB  est  égal  à  six  fois  le  volume  du  tétraèdre  con- 
struit sur  AB  et  PQ,  ou  ABPQ,  divisé  par  AB. 

Soient  CD  la  plus  courte  distance  des  droites  AB,  PQ  et  P'Q' 
la  projection  de  PQ  sur  une  perpendiculaire  au  plan  ADB. 

AB.P'Q'.CD  représente  six  fois  le  volume  du  tétraèdre 
ABPQ,  P'Q'. CD  est  le  moment  de  PQ  par  rapport  à  AB,  ce 
qui  démontre  le  lemme. 

Nota.  —  On  convient  de  regarder  le  moment  de  PQ  par 
rapport  à  AB  comme  positif  ou  négatif  suivant  que,  pour  un 
observateur  placé  sur  AB,  les  pieds  en  A  et  la  tête  en  B,  et 
regardant  PQ,  la  force  tend  à  faire  tourner  le  corps  de  gauche 
à  droite  ou  de  droite  à  gauche,  c'est-à-dire  dans  le  sens  des 
aiguilles  d'une  montre  ou  en  sens  contraire. 

Si  l'on  regarde  PQ  comme  un  axe  fixe  et  AP  comme  une 
force,  il  est  facile  de  voir  que  le  signe  du  moment  reste  le 
même. 

Nous  regarderons  un  tétraèdre  comme  ayant  le  signe  du 
moment  qu'il  représente  à  un  facteur  près. 

Cela  posé,  si  les  trois  forces  P,  Q,  R  non  situées  deux  à 
deux  dans  le  même  plan  se  font  équilibre  ou  se  réduisent  à 
une  seule  force,  on  sait  que  la  somme  algébrique  de  leurs 
moments  par  rapport  à  un  axe  quelconque  est  égale  à  zéro. 


7* 


Prenant  pour  axe  successivemenl  chacune  des  trois  forces. 

on  a 

(P,Q)-t-(P,  R)=o, 

(P,Q)-i-(Q,R)=o, 

(P,R)+(Q,R)=o. 

Ajoutant  et  divisant  par  i 

(P,Q)  +  (P,R)+(Q,R)  =  o, 

(P,Q)  désigne  le  volume  du  tétraèdre  construit  sur  F  et  Q, 
avec  sa  valeur  algébrique. 

La  somme  algébrique  des  trois  tétraèdres  construits  sur  les 
forces  prises  deux  à  deux  est  égale  à  zéro  ;  par  conséquent,  en 
valeur  absolue,  la  somme  de  deux  de  ces  tétraèdres  est  équi- 
valente au  troisième. 

Question  174. 

Une  équation  algébrique  ayant  toutes  ses  racines  réelles, 
trouver  le  nombre  précis  de  racines  comprises  entre  deux 
limites  données  par  le  moyen  du  théorème  de  Descartes, 

(Jacobi.) 

solution 
Par  M.  Moret-Blanc. 

Soient  a  et  6  les  deux  limites,  a  <^b\  si  Ton  pose 

X  —  a            ,,   ,                   by  -\-a 
y  =  -z >  d  ou  07  =  — > 

^      b  —  X  y  -^i 

la  transformée  en  y  aura  toutes  ses  racines  réelles,  et  autant 
de  racines  positives  que  la  proposée  a  de  racines  comprises 
entre  a  et  6  :  ce  nombre  est  égal  à  celui  des  variations  de 
la  transformée  en  ^. 

Question  245. 

Soit 

z  —  ai  Ti  -h  an  Xi  -4-  «3  3^3  -h ...  -f-  an  Xn  ; 

supposons  que  Xt,  x^,  ...,  Xn  puissent  prendre  respective- 
ment mi,  W2,  . . .,  m„  valeurs  dij^érentes,  alors  z  aura  au 
plus  m\  m^  . . .  nifi  valeurs  différentes^  mais  il  peut  en  avoir 
moins.  Dans  quel  ras? 


(  43*  ) 

SOLUTION 
Par  M.  Moret-Blanc. 

En  combinant  chacune  des  nii  valeurs  de  Xi  avec  chacune  des 
Wj  valeurs  de  a?2,  la  somme  des  deux  premiers  termes  prendra, 
au  plus,  mim%  valeurs,  qui,  combinées  avec  les  m^  valeurs 
de  a?3,  donneront  pour  la  somme  des  trois  premiers  termes,  au 
plus,  mi/nj/ns  valeurs  différentes,  et  ainsi  de  suite.  Le  nombre 
des  valeurs  de  z  sera  donc,  au  plus,  mimim^.,.  m„;  mais  il 
peut  être  moindre.  Ceci  arrivera  lorsque  la  somme  d'un  cer- 
tain nombre  de  termes  conserve  la  même  valeur  pour  plusieurs 
systèmes  de  valeurs  de  m. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait  «i  =  3,  ai=  4,  et  que 
parmi  les  nii  valeurs  de  Xi  soient  3  et  7,  et  parmi  les  valeurs 
de  X2,  5  et  2;  la  somme  des  deux  premiers  termes,  3j:iH-4^2> 
prendra  la  même  valeur  de  ly^  pour  a?  =  3,  y  =  5  et  pour 

Par  ce  seul  fait,  le  nombre  des  valeurs  de  z  serait  diminué 
de  m^rrii^ . . .  rrin  unités. 


Question  475. 

Construire  une  conique  connaissant  trois  tangentes  et 
une  directrice. 

SOLUTION 

Par  M.  H.  Brocard. 

Ce  qui  suit  ne  renferme  pas  la  solution  de  la  question  pro- 
posée, mais  diverses  remarques  qui  s'y  rattachent. 

Ce  problème,  pris  dans  son  ensemble,  admet  généralement 
quatre  solutions. 

En  effet,  considérons  le  triangle  ABC  (*) formé  par  les  trois 
tangentes  données.  Figurons  aussi  la  directrice  D.  Traçons  les 
quatre  circonférences  inscrite  et  ex-inscrites  au  triangle  ABC. 
Soient  O,  Oi,  O2,  O3  leurs  centres  respectifs.  Par  chacun  des 
sommets  A,  B,  G,  menons  une  droite  parallèle  (A a,  B 6,  Ce) 
et  une  autre  perpendiculaire  (Aa',  B 6',  Ce')  à  la  directrice, 


(')  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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jusqu'à  sa  rencontre  avec  le  côté  opposé,  prolongé  s'il  est  né- 
cessaire. Nous  obtenons  ainsi  les  points  a,  b,  c,  a',  b\  c'. 

Gela  posé,  le  problème  reviendra  évidemment  à  chercher 
l'intersection  de  la  droite  D  avec  le  lieu  des  pieds  des  direc- 
trices des  coniques  inscrites  ou  ex-inscrites  au  triangle  ABC, 
et  dont  l'axe  focal  est  perpendiculaire  à  la  droite  D.  Or,  sans 
déterminer  cette  courbe,  on  peut  se  rendre  compte  de  son 
tracé.  Elle  admet  seize  branches  infinies,  asymptotes  aux  huit 
droites  parallèles  et  perpendiculaires  à  la  droite  D,  menées  par 
les  points  O,  Oj,  Oj,  O3.  De  plus,  cette  courbe  passe  par  les 
neuf  points  A,  B,  C,  a,  6,  c,  a',  h\  c\  Ce  lieu  répond  aussi  aux 
coniques  dont  l'axe  focal  est  parallèle  à  la  droite  D.  Mais, 
parmi  les  premières,  quatre  seulement  répondent  à  l'énoncé. 

Nota.  —  Le  point  O  est  le  point  de  rencontre  des  hauteurs 
du  triangle  OiOfOa.  Les  pieds  de  ces  hauteurs  sont  les 
sommets  A,  B,  G  du  triangle  donné.  Il  en  résulte  que  les 
quatre  points  O,  Oi,  Oj,  Oj  se  trouvent  sur  une  hyperbole 
équilatère,  qui  renferme  aussi  les  milieux  des  segments  A  a, 
Bbj  Ce,  A  a',  B6',  Ce'.  Ainsi,  cette  hyperbole  passe  par  dix 
points  déterminés  du  plan,  ayant  une  corrélation  bien  défmie. 
Les  directions  des  asymptotes  sont  d'ailleurs  la  directrice  et 
la  perpendiculaire. 

Nous  avons  pensé  que  les  diverses  indications  qui  précèdent 
faciliteront  à  nos  lecteurs  la  solution  définitive,  analytique  ou 
graphique,  de  cette  question.  Mais  elle  ne  semble  pas  devoir 
conduire  à  un  résultat  simple. 

Question  536. 

Quel  est  le  minimum  de  matière  pour  construire  un  vase 
cylindrique  droit  dont  on  donne  :  1°  ^épaisseur  uniform.e 
du  fond;  1°  V épaisseur  uniforme  de  la  partie  latérale; 
3°  la  capacité;  4**  Vaire  de  la  paroi  intérieure  ;  5**  Vaire  de 
la  paroi  extérieure;  6*  enfin,  une  section  faite  parallèle- 
ment au  fond  et  semblable  à  une  figure  plane  donnée, 

(BORDONI.) 
SOLUTION 

Par  M.  Brocard. 

Soient  respectivement  e,  e',  V,  A  et  A'  les  cinq  premières 
données.  La  section  parallèle  au  fond  peut  être  prise  équiva- 
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lente  à  un  certain  cercle,  et  l'on  peut  enfin  supposer  le  vase  de 
forme  cylindrique  circulaire.  En  désignant  alors  para?  le  rayon 
intérieur  et  par  j/*  la  hauteur  intérieure,  la  quantité  u  à  rendre 
minima  est  la  suivante  : 

(i)  u  =  'Kex^'\-'!zye\ix  —  e') 

sous  les  conditions  successives 

(a)  7rj^(a:-0'=V, 

(3)  2it(a7  — c')7  =  A, 

(4)  iTz^jr  -\-e)x  =  A'. 

Dans  tout  ce  qui  précède,  on  suppose  la  densité  prise  pour 
unité. 

Si  l'on  élimine  y  entre  l'équation  (i)  et  chacune  des  trois 
autres,  on  a  trois  nouvelles  expressions  de  u  en  fonction  de  x. 

En  égalant  -j-  à  zéro,  on  a  trois  équations  d'où  l'on  tire  les 

valeurs  de  x  cherchées.  Celles  de  y  s'obtiendront,  de  même, 

en  éliminant  x  et  faisant  -r-  é^ral  à  zéro. 

dy 

Dans  tous  les  cas,  les  équations  obtenues  sont  au  moins  du 

troisième  degré,  de  sorte  que  leur  discussion  ne  conduit  à  rien 

de  simple. 

Question  541. 

Circonscrire  à  une  ellipse  le  triangle  équilatéral  dont 
le  côté  soit  :  i'  un  maximum  ;  t!*  un  minimum. 

SOLUTION 

par  M.  H.  Brocard. 

Voici  le  procédé  qui  nous  a  paru  le  plus  simple  pour  traiter 
ce  problème  : 

1°  Inscrire  l'ellipse  dans  un  angle  de  6o°  dont  on  prend  les 
bissectrices  pour  axes  de  coordonnées  {Ox  étant  la  bissectrice 
intérieure). 

2°  Mener  les  tangentes  parallèles  à  l'axe  des  y.  L'équation 
de  ces  droites  étant  de  la  forme  a?  =  8,  il  est  évident  que  la 
valeur  de  8  est  proportionnelle  au  côté  ou  à  la  surface  du 
triangle  équilatéral  circonscrit,  et  qu'il  n'y  aura  qu'à  chercher 
les  maxima  et  minima  de  8. 

•    8* 
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Pour  éviter  de  trop  longs  calculs,  nous  profiterons  de  cer- 
taines relations  d'identités  qui,  dans  le  cas  présent,  conduisent 
à  des  expressions  d'une  grande  simplicité. 

L*équation  de  l'ellipse  étant 

(i)  Aj^2-+-  Bxy  -hCx^-h  Dy-h  Ear-h  F  =  o, 

la  courbe  sera  tangente  aux  droites 


X 

y 

X 

si  l'on 

a  les  de 

ux  relations 

(^) 

DE~ 

2BF  = 

=  O, 

(3) 

D2  — 4AFh- 

3(E»- 

-4CF)-o. 

D'autre  part,  aux  points  {x,  y)  de  la  courbe  où  la  tangente 
est  parallèle  à  Oy^  on  a 

(4)  2Aj^-i- Ba:-+-D  =  o. 
Éliminant  y  entre  les  équations  (i)  et  (4),  il  vient 

(5)  (Bî— 4AG)ar«4-2(BD  — 2AE)a?-+-D2— 4AF  =  o, 

équation  qui  donne  pour  x  les  valeurs  de  8. 

II  reste  à  exprimer  que  l'ellipse  est  de   grandeur  constante. 
Pour  cela,  il  faut  identifier  l'équation  (i)  avec  la  suivante 

b^{{x  —  a)cosç-+-(^  —  P)sin(p]* 
-¥-à^[{y  —  p)  coscp — {x  —  a)sin©]* — a* 6*=  o, 

qui,  développée,  devient 


(6) 


{b^  sin^cp  -h  «2  cos*Qp)^*~  7.c^  xy  sinç  coscp 
-i-f^^cos*©-}- a*  sin*ïp)/2 

—  2  (  6*  P  sin2  ç  H-  a*  p  cos*  «p  —  c'  a  sin  cp  cos  cp  )y 

—  2(  62acos2<p  H-  a'^oL  sin^^  —  c^p  sintp  cos^)a7 
Z>*(a«  cos2  «p  H-  P*  sin*  ip) 
«2 ( p^  cos2  (p  -f-  a^  sin2  cp)  —  a  a^  c*  sin  cp  cos  cp  —  a*  6*  =  o. 


et  peut  s'écrire  encore 

^^^   ^        '  a7(-2G'a  — B'p)-f-A'p«-hB'ap-f-G'a2-a26ï^o, 


où  Ton  a  mis  a  et  p  en  évidence. 
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Dans  ces  hypothèses,  les  binômes  B* — 4A.C,  BD  —  aAE, 
D» — 4AF,  E' — 4GF  deviennent  respectivement  — 4«*^*> 
4a26»a,  4a26»( A'—  a«)  et  4a«6«(G'—  p«). 

Les  équations  de  condition  (a)  et  (.3)  deviennent,  par  con- 
séquent, 

ap  =  c'sincp  cos^, 

a«-i-  3p*  =  3(a*-*-6*)  —  2(a*cos*9  -+-  6'sin*^). 
L'élimination  de  <p  conduit  à  l'équation 

4a«p2  =  (a»-i-3p*  — a«— 36«)(3a«-f-6«— a«  — 3P«), 

qui  représente  le  lieu  du  centre  de  l'ellipse  mobile. 

La  courbe  se  compose  de  quatre  boucles  fermées,  symétri- 
ques par  rapport  aux  deux  axes  de  coordonnées,  et  situées 
dans  l'angle  de  60°  et  les  angles  opposés  et  supplémentaires. 

Elle  coupe  l'axe  des  y  aux  points 

et  l'axe  des  x  aux  points 

«»=  a«-f-  36*,         a»  =  3a«-t-  6». 

Cette  question  incidente  trouve  sa  solution  naturelle  dans  le 
courant  du  calcul  et  nous  servira  dans  la  suite. 
L'équation  (5)  devient,  à  son  tour, 

(8)  (ar  — a)«  — A'srro, 

d'où  l'on  conclut 

a?  =  8  =  a  ±  /6*  sin^cp  -h  a*  cos*©. 

Il  est  clair  que  l'on  retrouvera  cette  même  valeur  de  8  en 
exprimant  que  la  droite  or  =  8  est  tangente  à  la  conique (7). 
On  retombe  ainsi  sur  l'équation  (8).  C'est  ce  que  l'on  peut  ai- 
sément vérifier. 

L'expression  de  8  renferme  deux  termes,  fonctions  de  ç>. 
Mais,  sans  exprimer  a  en  fonction  de  cp,  on  peut  remarquer 
que,  pour  cp  =0  et  ç  =  90°,  a  prend  les  valeurs  maxima  et  mi- 

nima  v^a*-+-36*,  y'^3a*-t-  6*,  et  que,  pour  ces  mêmes  valeurs 
de  (p,  la  quantité  placée  sous  le  radical  est  maxima  ou  mi- 
nima.  On  peut  ainsi  conclure  que  les  quatre  expressions  sui- 
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vantes 

83  =  v/3a«H-6«-+-6,         S4  =  \/3a2H-6«— ô 

représentent  des  valeurs  maxima  ou  minima  de  8. 

8]  et  84  correspondent  au  triangle  équilatéral  circonscrit 
qui  laisse  la  courbe  à  son  extérieur;  8<|  est  un  minimum,  84  un 
maximum. 

81  et  83  correspondent  au  triangle  équilatéral  circonscrit  qui 
laisse  la  courbe  à  son  intérieur;  l'une  des  valeurs  de  8  est  un 
minimum  et  l'autre  un  maximum.  Pour  les  distinguer,  il  faut 
chercher  le  signe  de  la  quantité 

v/a« H-  3 6*  -+-  a  —  /3a«H-6«  —  ô, 

et,  pour  faciliter  le  calcul,  on  prendra  b  =  i  et  l'on  fera 
a=mb,  m  étant  généralement  >  i.  L'expression  considérée 
devient  alors 

/3  H-  m^  -\-  m  —  /i  H-  3/n*  —  i . 

Sous  cette  forme,  il  est  facile  de  s'assurer  que  cette  quan- 
tité est  positive,  et  qu'elle  a  son  minimum,  zéro,  pour  ni  =  i,. 

Ainsi  81  est  un  maximum  et  83  un  minimum. 

Il  existe  donc  une  série  de  quatre  triangles  équilatéraux 
maxima  et  minima.  Dans  tous  ces  triangles,  l'une  des  hauteurs 
est  dirigée  suivant  le  grand  axe,  ou  suivant  le  petit  axe  de  la 
courbe. 

Les  autres  maxima  et  minima  sont  donnés  par  une  équation 
assez  compliquée,  obtenue  en  remplaçant  dans  l'expression 
de  X,  a  par  sa  valeur  en  fonction  de  «p,  puis  égalant  à  zéro  la 
dérivée  prise  par  rapport  à  ^.  Ces  valeurs  correspondent  à 
l'ellipse  tangente  aux  deux  côtés  de  l'angle  de  120°. 

Le  calcul  n'offrant  pas  d'autre  intérêt,  nous  pensons  qu'il 
n'y  a  pas  lieu  de  le  poursuivre  davantage.  Il  convient  toute- 
fois d'attirer  l'attention  sur  une  question  incidente. 

Considérons  l'expression 


)/a^-h  362  H-  a  —  /sa^H-  6«  —  6, 

et  remplaçons  a  par  i,  et  6  par  /i  —  A:*,  k  étant  l'excentricité. 
Nous  aurons  ainsi 


v/4  —  3  A:»  -h  1  —  /4  —  A:»  —  /i  —  k^,^ 


(49*  ) 

fonction  qui,  diaprés  ce  que  nous  avons  vu,  est  positive  et 
très  voisine  de  zéro.  Si  l'on  donne  à  k  une  valeur  quelconque 

-j  n  désignant  un  nombre  quelconque  positif,  la  fonction  de- 
viendra 

/4  Al*  —  3  -h  ^i  —  /4  '^^  -t-  *  —  //i* —  I, 

à  un  facteur  près,  et  différera  toujours  peu  de  zéro.  Les  valeurs 
extrêmes  correspondent  à  A:  =  o,  ce  qui  indique  que  tous  les 
triangles  maxima  sont  égaux;  alors  on  a  le  minimum,  qui  est 
zéro;  enfin,  pour  A:  =  i,  ellipse  infiniment  aplatie, ou,  en  d'au- 
tres termes,  segment  de  droite  égal  à  la  hauteur  du  triangle 
ayant  i  pour  côté.  On  trouve  ainsi,  pour  le  maximum,  la  va- 
leur 0,1160254. . .  Il  n'y  a  identité  que  pour  la  valeur  particu- 
lière de  Â:  =  o,  mais  l'accord  existe  jusqu'aux  millièmes  pour 
les  premières  valeurs  entières  de  n.  Exemples  : 

n  =  \ i-hi  =  2-}-o, 

/i  =  2 /i3 -4- 2  = /i5 -4- v/3    -h  e, 

/i  =  3 v/33-4-3  =  v^-+-/8    -f-s', 

71  =  4 /6Î  -t-  4  =  v/63  -I-  /Î5  -h  z", 


> 


et  ainsi  de  suite  ;  e,  e';  ...  désignent  des  nombres  inférieurs  à 


0,001. 


Cette  propriété  pourrait  servir  dans  le  calcul  des   approxi- 
mations. 

Question  936. 
En  multipliant  (a?^ —  i)'*  par  la  série 

\  ,        X  -\-l  I  I  î 

2        X  —  I        X       Zx^        5x^ 
la  partie  entière  du  produit  sera  le  polynôme 

T^/  N        o     .      /         i\    .     ,     Vn(n  —  2)      n       O    «     - 
F(a7)=  rp2n-i _  /  ;i  _     j  a:2«-3-h    — ^ —  t  "^  c    ^*""^~  •  •  • 

à  regard  duquel  on  propose  de  dém,ontrer  : 

1°  Que  Véquation  F(a?)=o  a  toutes  ses  racines  imagi- 
naires sauf  X  =  o  quand  n  est  impair  ; 

2"  Qu'en  supposant  n   pair,  elle  n'admet^    outre  le  ra- 


10* 


/ 


(  5o*  ) 

cine   nulle,  que  deux   racines   réelles  égales  et  de  signes 
contraires,  dont  la  valeur  absolue,  supérieure  à  V unité, 

est  moindre  que  ^i  et  converge  vers  cette  limite  quand  n 
augmente.  (Hermite.) 

SOLUTION 

Par  M.  O.  Callandreau  ('). 
Nous  nous  appuierons  sur  le  lemme  suivant  : 

Lemhe.  —  Trouver  la  somme  de  la  suite  (n  entier) 

I  in        i  n  (n  —  i  ) 

1  3   I         5         I .  '2 , 

(•) 


j    _i'KiL=iH!Lz:Ji)+...^(_,)» 


7  1.2.3  .2/1 

Il  suffit  d'intégrer  (i  —  x^)"^  dx  entre  les  limites  zéro  et  un. 

On  peut  prendre  une  nouvelle  variable  x  =  coscp  :  il  faudra 
alors  intégrer  —  sin^^-^-^cp  o?cp. 

On  trouve  {voir  Duhamel,  Calcul  infinitésimal,  t.  II, 
p.  \i)  pour  la  somme 

2.4 •^'  •  .2n 


(2) 


2  Al  -h  I     I  .  3  .  5  .  .  .  (  2  /l  —  I  ) 


J'appelle  F,i-+-i,  F„  les  polynômes  obtenus  avec  (a?2  — i)«+i, 

Il  n'est  pas  difficile  de  voir  que  le  polynôme  F„4.i  se  compo- 
sera du  polynôme  F„  multiplié  par  x^  —  i  et  d'un  terme  Ga?où 

G  est  le   coefficient  de  —  dans  le  développement  complet  de 

/        „  vil  X  -\-l 

(x'*'~  i)«  -loff 

IX  —  I 

Je  cherche  ce  coefficient  G  et  je  le  trouve  égal,  sans  diffi- 
culté, à 


3i  5        1.2  *'      in->r\ 

ou,  d'après  le  lemme,  à 

I  2.4.6. . .  in 


(-1)" 


2AIH-I     1.3.5.  ..(2/1 1) 


(')  Cette  solution  nous  a  été  envoyée  vers  1871. 


(5,*  ) 

Donc 

4;     (a:2— i)F„-h(— 1)« —^ — =  F„+i. 

2n-f-ii.3.5...(2/i  —  i) 

J'ai  supprimé  le  facteur  a?  commun  à  tous  \e%  termes  et  je  con- 
tinue à  appeler  F„,  F^+i  les  polynômes  débarrassés  du  fac- 
teur X. 

Considérant  la  suite  des  équations  (4)  pour  les  différentes 
valeurs  de  «  :  n,  n  —  i,  ai  —  2,  ...,  a,  i;  faisant  pour  abréger 

,    I  2.4.6. . .  7.n 

"""  2/H-l     I  .3.5.  .  .(2/1  —  l)' 

ajoutant  toutes  ces  équations  après  les  avoir  multipliées  respec- 
tivement par  1,^,7*,  ...,j^'*~*, 

Cette  équation  ne  peut  avoir  de  racines  négatives  :  le  chan- 
gement de  jK  en  — y  donnerait  le  même  signe  à  tous  les  termes 
Elle  peut  s'écrire 

yn-\{y  _4_  6j)_Hj^/i-3(j^è2-4-  63)4-.  .  .-h  6»  =  O. 

Or  les  valeurs  absolues  de  61,  6j,  . . .,  6;,  forment  une  suite 
décroissante  et  6|  =  —  |.  Donc  i  est  une  limite  supérieure  des 
racines  positives. 

D'autre  part,  la  dérivée,  par  rapport  à  y,  de 

F 

-^  =b„y-r^-hbn-iy-''^'-h..,-^biy-i-hi, 

a  un  signe  constant  pour  les  valeurs  de  y  positives  et  infé- 
rieures à  i;  on  s'en  assure  en  écrivant 

— /i6„j^-«-i  — (/i  — i)6,,_i7-«  — ... 
=^—y-n-\^nhn-^^n-\)hrt-xy\  —  ,,., 

et  remarquant  que  les  quantités  entre  crochets  ont  le  signe  de 
hn-)  hin-^i  '«.j  à  cause  de 

et  des  inégalités  analogues,  dans  lesquelles  les  seconds  mem- 
bres sont  positifs. 

Il  suit  de  là  que ne  peut  passer  qu'une  fois  par  zéro  ; 

cela  arrive  si  n  est  impair,  mais  pas  si  n  est  pair. 


(  52*) 

Pour  trouver  la  limite  vers  laquelle  tend.la  racine  dans  le  cas 
de  n  impair,  on  observe  que,  d'après  le  lemme,  on  peut  écrire 


2 


r       •         y'»-»-»  — sin2t«+»)9   ^ 

F«-i-i  =   /      sinip  ^ ,— 1  d^y 

Jo  j^-l-sin«cp  ^' 


7t  7t 


„                    /*        rsincp       ,           /**    sin^^+^Q 
Fn-fi  =>^«  /       -^^^ — ^-^  ^?  —   / ^,'-  «^?  = 


puis 

F/Mi<^'*  /     sinçû?cp  — -  1     sin>'*-*-'cp<iïp; 
d'où 

12    4  2  Al  -f-  '2 

•^"^235  2/1 -h3 

De  cette  inégalité  résulte  que  y  ne  peut  différer  de  l'unité 
d'une  quantité  finie,  quand  n  augmente  indéfiniment. 

Questions  992  et  993. 

992.  Soit  Gj  une  courbe  du  troisième  degré  et  de  la  troi- 
sième classe;  on  s* approche  indéfinim,ent  d* un  point  de  re- 
broussement  en  construisant  sur  la  courbe  une  telle  série 
de  points  que  chacun  d^eux  soit  le  point  d^ intersection  de 
la  courbe  avec  la  tangente  au  point  précédent. 

(Emile  Weyr.) 

993.  Soit  G 3  une  courbe  du  troisième  ordre  et  de  la  troi- 
sième classe;  on  construit  sur  cette  courbe  une  telle  série 
de  points  que  chacun  d*eux  soit  le  point  de  contact  de  la 
tangente  qu^on  peut  mener  à  la  courbe  par  le  point  pré- 
cédent. Prouver  que  ces  points  se  rapprochent  de  plus  en 
plus  d'un  point  dHnJlexion.  (Éuilg  Weyr.) 

SOLUTIONS 

Par  M.  Moret-Blanc  (•)• 

Une  courbe  du  troisième  ordre  est,  en  général,  de  la  sixième 
classe;  mais  l'existence  d'un  point  double  diminue  la  classe  de 

(*)  Je  corrige  les  énoncés  primitifs  où  le  point  d'inflexion  et  le 
point  de  rcbroussement  avaient  été  mis  l'un  pour  l'autre. 


(  53*  ) 

deuv  uniu^s  et  celle  d'un  point  de  rebroussemeni  la  diminue 
de  trois  unités.  Une  courbe  du  troisième  ordre  et  de  la  troi- 
sième classe  est  donc  une  courbe  du  troisième  ordre  ayant  un 
point  de  rebroussement. 

Remarquons  de  plus  que  Tordre  et  la  classe  d'une  courbe  ne 
sont  point  altérés  par  la  projection  perspective  de  la  courbe 
sur  un  plan. 

Gela  posé,  on  peut  représenter  toutes  les  courbes  du  troi- 
sième ordre  par  Téqualion 

(i)  a(a  — aY)(a-6Y)- itp«Y  =  o, 

où  a  =  o,  p  =  o,  Y  =  o  sont  les  équations  de  trois  droites  et 
a,  bj  k  trois  paramètres  :  elle  renferme,  en  effet,  neuf  para- 
mètres arbitraires,  comme  l'équation  générale  des  courbes  du 
troisième  ordre. 

La  droite  y  =  o  est  la  tangente  au  point  d'inflexion 

(oc  =  o,  Y  =  o). 

Si  Ton  fait  la  perspective  sur  un  plan  de  manière  à  rejeter  à 
l'infini  la  tangente  d'inflexion  y  =  o,  il  suffit  de  faire  y  =  * 
dans  l'équation  (i),  et  l'équation  de  la  courbe  perspective  sera 

a(a  — a)(a  — 6)— A-p«=o, 

ou,  en  prenant  p  =  o  et  a  =  o  pour  axes  des  x  et  des  j^, 

ky^  =  x{x  —  a){x  —  6), 

équation  d'une  famille  de  courbes  qui  peuvent  reproduire  par 
la  perspective  toutes  les  courbe*  du  troisième  ordre. 

Pour  que  la  courbe  ait  un  point  de  rebroussement,  il  faut 
qu'on  ait  a  =  o,  6  =  o,  et  l'équation  se  réduit  à 

ky^  =^x^. 

La  forme  de  cette  courbe,  qui  a  un  point  de  rebroussement 
à  l'origine,  un  point  d'inflexion  à  l'infini,  et  qui  tourne  con- 
stamment sa  convexité  vers  l'axe  des  x  met  en  évidence  les 
propriétés  énoncées. 

Dans  la  construction  du  n"  992,  le  point  d'intersection  se 
rapproche  indéfiniment  du  point  de  rebroussement;  il  en  est 
donc  de  même  dans  la  courbe  dont  elle  est  la  perspective. 

Dans  la  construction  du  n°  993,  le  point  de  contact  de  la 
tangente  s'éloigne  indéfiniment,  en  se  rapprochant  du  point 
d'inflexion  situé  à  l'infini;  donc  dans  la  courbe  dont  elle  est  la 

lî* 


(  ^«r  ) 

ptM'si^cctive  le  poin!  «le  contact  s'approche   inHcTiniment  d'un 
point  d'inflexion  silué  à  distance  finie  ou  infinie. 

La  vérification  analytique  de  cette  double  j>ropriélé,  au 
moyen  de  l'équation  ky^=^x^^  ne  présente  d'ailleurs  aucune 
difficulté.  • 

Question  305. 

Soient  donnés  .1°  sept  points  sur  une  droite  A;  %^  sept 
plans  dans  l'espace.  Mener  une  transversale  qui  rencontre 
les  sept  plans  en  sept  points  qui  soient  ho tno graphiques 
aux  sept  points  de  la  droite  A.  (Ghasles.) 

SOLUTION 

Par  M.  J.  Franel. 

Soient  Pi,  Pj,  . . .,  P7  les  sept  points  donnés,  que  nous  sup- 
poserons distincts,  A  =  o,  B  =  o,  . . .,  0  =  0  les  équations, 
en  coordonnées  homogènes,  des  sept  plans  donnés.  Nous  sup- 
poserons que  quatre  de  ces  plans  ne  passent  pas  par  un  même 
point  et  nous  appellerons,  pour  abréger,  plan  A  le  plan  repré- 
senté par  l'équation  A  =  o. 

Posons 

^3^1   .  P»Pl    _/p    p    p    p    x__> 

P    P         P    P      ~v'^l*^î*  3*  */""  ^» 

(PlP2P3P6)  =  X',  (PlPîPaPc)^^',  (PlP2P3P7)  =  r, 

et  désignons  par  Qi,  Q2,  . . .,  Q7  les  points  d'intersection  d'une 
transversale  quelconque  /  avec  les  plans  respectifs  A,  B,  . ..,  G. 
Considérons,  tout  d'abord,  l'ensemble  des  droites  /,  telles 
que  (QiQ2Q;jQ*)=  ^.  Les  coordonnées  X,  Y,  Z,  T  d'un  point 
variable  de  la  transversale  l  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

^oj  J^oj  -20,  ^0  et-  ^y  y-i  ^j  t  étant  les  coordonnées  de  deux  points 
déterminés  Qo  et  Q  de  cette  droite.  La  valeur  pi  du  para- 
mètre p  correspondant  au  point  Qi  a  pour  expression 

Ao 

pi  =  ~-, 

où  Ao  désigne  ce  que  devient  A  quand  on  y  remplace  a™,  j^,  «, 
t  respectivement  par  ^o,  yo,  ^n,  to-  On  a  semblablemenl  pour  les 


r 


valeurs  p2,  pa,  p4  de  p  qui  correspondent  aux  points  Q^,  Q3,  Q4, 

Bo  Co  Do 

La  condition 

Pî — p»      p2—  p4 

prend  alors  la  forme 

(i)    (GoA-AoG)(DoB-BoD)  =  X(CoB-BoG)(DoA-AoD); 

c'est  là  une  équation  du  deuxième  degré  par  rapport  aux  six 
coordonnées 

x^y — y^oo^    x^z  —  ZqX,     ...,     ZqI  —  t^z 

de  la  transversale  /.  Elle  représente  un  complexe  connu  sous 
le  nom  de  complexe  tétraédral  ou  complexe  de  Reye,  du 
nom  du  géomètre  qui,  le  premier,  en  Gt  une  étude  approfon- 
die (1). 

Le  lieu  des  droites  du  complexe  passant  par  un  point  donné 
Q.o{xo^yo,  Zq,  to)  est  un  cône  du  deuxième  degré  passant  par 
les  sommets  du  tétraèdre  que  forment  les  quatre  plans  A,  B, 
G,  D,  et  dont  l'équation  est  évidemment  l'équation  (i)  lors- 
qu'on y  regarde  Xq,  y^^  Zq,  to  comme  des  quantités  données, 
^1  y  y  -2,  t  comme  des  variables.  Ge  cône  se  décompose  en  deux 
plans  lorsque  le  point  Qo  est  situé  sur  l'une  des  faces  du  té- 
traèdre A,  B,  G,  D  ;  par  exemple,  si  Qo  est  dans  le  plan  A,  on  a 
Ao  =  o  et  l'équation  (j)  se  décompose  dans  les  deux  suivantes  : 

A  =  o,  .      Go(DoB-BoD)  =  ).(GoB-BoG)Do, 

dont  la  dernière  peut  se  mettre  sous  la  forme 

('-^^ETo -^^5-0-15;=" 

D'après  ce  qui  précède,  il  est  clair  que  la  question  posée 
revient  à  déterminer,  dans  le  plan  A,  un  point 


(*)  Voir  sa  Géométrie  der  LagCj  II;  consulter  aussi  Sturm,  Die 
Gebilde  ersten  und  zweiten  Grades  der  Liniengeometrie,  I  (Teub- 
ner),  et  le  Mémoire  de  M.  Fouret  qui  fait  suite  à  la  traduction 
française  de  la  Géométrie  du  mouvement  du  D'  Scho.nflies  (Gau- 
Ihicr-Villars  et  ifils). 
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tel  que  les  qualrt*  plans  Rj,  Rj,  Rj,  H^,  rcpicsenlés  par  les 
équations 

/       -,      B        -v   G         D 

(3)  (,_X.)|+X.^__|:=o, 

et  qui  passent  déjà  par  le  point  Qi,  se  coupent  suivant  !a 
même  droite.  Tout  d'abord  cherchons,  dans  le  plan  A,  le  lieu 
des  points  Qi  tels  que  les  trois  plans  Ri,  Rj,  R3  passent  par 
la  même  droite.  Il  existera  dans  ce  cas  trois  multiplicateurs 
constants  m,  m',  //i",  n'étant  pas  tous  nuls,  tels  que  Ton  ait 
identiquement  ^ 

(5)  j^^-[(._X')|-^V^^-|] 

Or,  par  hypothèse,  quatre  des  plans  donnés  ne  passent  pas 
par  un  même  point;  on  pourra  donc  déterminer,  et  cela  d'une 
seule  manière,  à  un  facteur  près  a,  cinq  constantes  fe,  c,  e/,  e, 
y,  telles  que  l'on  ait  identiquement 

(6)  6B-^c€-+-c?D-+-eE-+-/F  =  0. 

La  comparaison  de  cette  identité  avec  la  précédente  donne  les 
relations 

m(i  —  X)-h  m'(i  —  X')-+-  ^"(1  —  ).")  =  orôBj, 

ml  -h  w'X'^-  ni"!"  —  ffcCi, 

—  m  =  arc?Dj, 

—  m'  =  oreEi, 

dont  la  première  est  une  conséquence  des  suivantes,  en  vertu 
de  l'identité  (6). 


m" 


.!>■ 


/ 
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L'élimination  de  m,  m\  m"  entre  ces  dernières  donne  finale- 
ment l'équation 

(7)  cCi -f-  X(iD,-f-  X'^E,  -+-  X'/Fi  =  G, 

qui  représente,  avec  Aj  =  o,  le  lieu  des  points  Qi,  tels  que  les 
trois  plans  Ri,  Rj,  R3  se  coupent  suivant  une  même  droite. 
Ce  lieu  est  donc  une  certaine  droite  h:  par  chaque  point  de 
cette  droite  passe  une  transversale  /,  telle  que  ses  points  de 
rencontre  Qi,  Qj,  . . . ,  Qe,  avec  les  six  plans  donnés  A,  B,  . . . , 
F,  soient  homographiques  aux  six  points  donnés  Pj,  P2,  ... .,  Pe- 
Cette  transversale  est  représentée  par  deux  quelconques  des 
équations  (i),  (2)  et  (3).  On  s'assure  aisément,  par  un  calcul 
tout  semblable  au  précédent,  qu'il  existe  une  de  ces  transver- 
sales et  une  seule  h'  située  dans  le  plan  A.  Le  lieu  de  ces  trans- 
versales, quand  le  point  Qi  se  déplace  sur  la  droite  A,  est  un 
hyperboloïde  tangent  aux  six  plans  donnés  A,  B,  ...,  F.  En 
effet,  ces  transversales  rencontrent  chacun  des  plans  A,  B,  ..., 
F  suivant  une  droite  (telle  que  h);  en  outre,  chacun  de  ces 
plans  renferme  une  transversale  et  une  seule  (telle  que  h'). 
On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Étant  donnés  six  points  sur  une  droite  et  six  plans  dans 
l'espace,  le  lieu  des  transversales  qui  rencontrent  les  plans 
en  six  points  homographiques  aux  points  donnés  est  un 
hyperboloïde  tangent  aux  plans  donnés. 

Il  est  à  peine  besoin  d'ajouter  que  ces  transversales  sont  des 
génératrices  de  même  système  de  cet  hyperboloïde. 

Soient  maintenant  b\  c',  d',  e\  g'  des  constantes,  telles  que 
l'on  ait  identiquement 

6'B  -h  c'G  -h  d'p  -^  e'E  -h  ^'G  =  o. 

Pour  que  les  trois  plans  Rj,  Rj  et  R4  se  coupent  suivant  la 
même  droite,  on  devra  choisir  le  point  Qi  sur  l'intersection 
des  deux  plans  représentés  par  les  équations 

A=o,        c'C  -H  Id'D  -h  X'e'E  -h  V"g'G  =  o. 

On  en  conclut  qu'il  existe,  en  général,  une  transversale  et  une 
seule  satisfaisant  à  l'énoncé  du  problème.  Cette  transversale 
est  représentée  par  deux  quelconques  des  équations  (i),  (2), 
(3)  et  (4),  X\,  yjy  Ziy  ti  désignant  les  coordonnées  du  point 

12* 


(  58*  ) 

commun  aux  trois  plans 

A  =  o, 

r'C  -h  X^'D  -h  X'e'E  -+-  X"VG  =  o. 

Question  539. 

Trouver  une  courbe  qui  représente  les  trois  folioles  du 
Trifolium  pratense.  Chaque  foliole  est  partagée  symétrique- 
ment par  une  droite  qui  aboutit  vers  l'intérieur  à  un  point 
de  rebroussement  et  à  l'extérieur  à  un  point  d inflexion. 
Les  trois  df^oites,  formant  entre  elles  des  angles  de  1200,  se 
réunissent  au  même  point  du  pédoncule. 

SOLUTION 

Par  M.  Brocard. 

Concevons  une  courbe  fermée  convexe  (M),  symétrique  par 
rapport  à  l'axe  des  a?,  ayant  un  point  de  rebroussement  sur  cet 
axe  et  le  coupant  à  angle  droit  en  un  autre  point.  Si  l'on  prend 
celui-ci  pour  pôle,  et  que,  sans  changer  le  rayon  vecteur,  on 
triple  les  angles  correspondants,  on  aura  une  courbe  composée 
de  trois  folioles  égales,  ayant  un  point  de  rebroussement  sur 
leur  axe  de  symétrie. 

Toute  courbe  (M)  satisfaisant  aux  conditions  données,  pourra 
servir  de  point  de  départ. 

On  peut  choisir,  par  exemple,  l'épicycloïde 

p  ==  a(i  —  coso)). 

En  transportant  l'origine  au  point  p  =  2a,  w  =  tc,  les  formules 
de  transformation  seront 


sino)        sinÔ        sin(ti>  —  0) 
Eliminant  p  et  o),  on  a 

a*(r«—  4arco58  -+-  4a*)  =  (rî— -  3arcos6 -f-  2a2)«. 
Il  ne  reste  plus  qu'à  changer  0  en  89,  sans  changer  /•;  la 


(  39*  ) 

courbe 

a^(r^ —  4^'*cos3ç  4-  ^a^)  =  {r^ —  3arcos3o  -h  ra^)^ 

répond  donc  à  la  question. 
En  coordonnées  rectilignes,  elle  a  pour  équation 


a^( 


x^-\-y^ — idx 


x^-^y 


r+4«') 


courbe  du  huitième  degré,  de  la  septième  classe,  composée  de 
trois  folioles  égales,  ayant  ^  chacune  un  point  de  rebroussc- 


ment  sur  l'axe  de  symétrie,  à  la  distance  r  =  2a  de  l'origine. 
Les  axes  de  symétrie  font  entre  eux  des  angles  de  120°,  l'un 
d'eux  n'est  autre  que  OX. 


QUESTIONS  PROPOSÉES. 


1683.  Il  existe  une  infînité  de  triangles  T  qui  sont  à  la  fois 
circonscrits  à  une  ellipse  E  et  inscrits  à  un  cercle  concentrique 
G,  le  rayon  de  G  étant  égal  à  la  demi-somme  des  axes  de  E. 

La  somme  des  carrés  des  côtés  de  tous  les  triangles  T  est 
constante.  (E.-N.  Barisien.) 
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Oarslioiis  proposées. 

Oiir^tio!i<  ItÎDS  à   l'iSi 

(^)u(!>ii«'ii  losr» '  ." 

Qieslions  rfsolafs. 

Ou»  -liiiii  I  i  :  ii;ir  M.  Mnrrtftianr j  ' 

<)iii-»li(iii  v!'::  p;ii    M.    ^lorrt-Dlifrir .-* 

V                                                      I  I 

<h>.'sliiin  .'»!  ;  p.ir  M.  Maret-fififfir 

<Jtir>ln»ii  M  ;  |i;«r  M.  Moret-/i/itnr ..\  .* 

Oin  siiiiii  .'»!♦:  par  M.    }forff-/l/(tnc .'-•* 

lMn-li..n  S»;:  par  M.  Muret  Ittanc .*'^' 

Ou'^tiiin   \\\]\   par   M.  //.  Urnraïui '7* 

<  Mrr-iiii.n  l.'iT  :  pur  M.  Afort't-/iftinc '|i  * 

i}nt'M\tnt  11^:  piw  M.  Morct'/ifanr 4-* 

Onr^lion  2i.') ;  pur  M .   }font-iJ/anr 'i?* 

<)«ii>lii»n  IJO.');  p:ir  M.  ./.  Franel '>'i" 

<  Ml»  -Inm  ;iMl:  p;ir  M.    Mnrtt-ltlanc 'i* 

«^liH'.lion  Wil  :   p:ir  M.    //.   limrard i  ' 

<Jui<lii>iis  'iii)  ri  4.V»  .  p«»r  M.   //.  'j!ror/irii '^  >" 

pai   M.  Morctlihini. ^n* 

<  hi'\<l  ion  \  iô  ;  par  M.  //.  lirocard 't  1* 

< hu'sl iiin  \t'M\ ',  par  M.    //.  lirncard 1  i* 

(^ïiii'sMmii  'iri;!;  n;ii'  M.  //.  Iir>^cnrd ''^* 

(Ki«">liiMi  r»i  î  :  par  M  .  //.   Hit^rard i  •' 

f)!!»-.!!'»»  !>:>■..  pir  M.  O.  (.'nUfincfrc.'iu 'u' 

Ou<'<hiui-  \}\K  o.t  II'j:î  ;  par  M.  Aforrt-Hlttnc '»  '* 

(Mirstum  J.ViT  ;  par  M.  /'.-.V.  Harisù'n '•' 

<»m-liMi  Î.ViO;  par   W.  II.  Itrocurd i*"* 

<  Mu'^1  ion  ir.'i  »  :  par  M.  /l'.-A  .  Harisirn >^* 

<)ii(>lioii   l'iTiV.  par  M.  A.  /M.ç/ •"' 

«.hic^iii^ii   \W.\~,  :  par  M  Attfliln'rt i.>' 

OucslKHl   U\V\\  \UIT  M.  ./.  Ih-stoiix >'* 

«  hir'-;tion  \iV.\\  :  par  M.  An  fihcri i''* 

•  »iir».li!»ii  \\VA  :  par  M.  //.  Hrorard i;)' 

par  M.  //.  Lez -•• 
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